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Aspectos fundamentais da teoria geral 
da programação matemática 

por Fernando de Jesus 

1. Introdução 

Designando por x = (ÍPJ , • • • , xn) um ponto 
ou vector (!) do espaço euclideano Rn, seja 
/ : D c R n ->• R. O problema geral da pro­
gramação matemática consiste em optimizar 
a função-objectivo (ou função-critério) f ( x ) 
sujeita às restrições g( (x) 5£ 0 (í = 1, • • • , m) 
e x 2g 0 . E m alguns problemas de progra­
mação matemática podem estar ausentes todas 
ou parte das restrições Xj^O (J = 1, • • • , n ) 
mas, como toda a variável livre pode consi-
derar-se diferença de duas variáveis não-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se à 
à forma geral apresentada ; reciprocamente, 
se as variáveis são não-negativas, o programa 
pode apresentar-se na forma seguinte : opti­
mizar / (x) com as restrições gt (x) <; 0 , su­
pondo que estas incluem as inequações 
— Xj^O 0 " - l , . . . , n ) . 

Caso especial importante e já estudado 
desenvolvidamente é o da programação linear 
em que / (x) é função linear e gi (x) é linear 
afim, isto é, 

Se a função f ( x ) ou alguma das funções 
gi{x) não assumir a forma indicada, o pro­
blema de programação diz-se não-linear. 

Ao contrário do que acontece na progra­
mação linear cujo estudo está muito avan­
çado, dispondo-se de algoritmos eficientes 
para a pesquisa do óptimo da função-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas 
não-lineares têm sido mais modestos, podendo 
dizer-se que não há ainda métodos gerais efi­
cientes para resolver todos os tipos.de pro­
gramas não-lineares. 

A classe de programas não-lineares que 
tem sido estudada com maior desenvolvi­
mento é constituída pelos problemas em que 
a função-objectivo é não-linear e gi (x) são 
lineares afins. Entre estes, há dois casos 
especiais que interessa referir. No primeiro, 
a função-objectivo é s e p a r á v e l , isto é , 

n 

/ ( » ) • • • 2 f j & i ) » n o segundo, a função-
J-í 

-objectivo pode escrever-se como soma de 
uma forma linear com uma forma quadrática : 

n n 

f ( x ) — 2 eSaJ 6 9i(x) = 2 <*ijXj — bi. (') Quando for considerado vector, x designará 
empre um vector-coluna. 

http://tipos.de
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n n n 

/0e) — 2 CJXJ + 2 2 di* xJxk- Este último 
é conhecido por problema da programação 
quadrática. 

Outra classe de programas não-lineares 
que apresenta grande interesse na prática é 
constituída pelos programas lineares onde 
se impõe a restrição adicional de que algu­
mas ou todas as variáveis só podem tomar 
valores inteiros. A maior parte dos autores 
continua a chamar a estes problemas pro­
gramas lineares em números inteiros, quando 
todas as variáveis só tomam valores inteiros, 
e programas lineares mistos quando só algu­
mas variáveis tomam valores inteiros. 

Os programas matemáticos aparecem fre­
quentemente em estudos no âmbito de várias 
disciplinas. E m particular, podem surgir em 
economia matemática, econometria, estatística 
e investigação operacional. A título exempli­
ficativo, consideramos seguidamente alguns 
problemas que se podem formalizar por meio 
de um programa não-linear. 

E X E M P L O 1.1. Admitamos que um mono­
polista deseja maximizar o seu rendimento. 
O preço de venda pt do i-ésimo produto 
depende da quantidade de todos os outros 
que são produzidos e suponhamos que 

n 

p] — b( — 2 ° Í J
 XJ (»' = 1, • • • , n ) . 

Substituindo estes valores na função-ren-
n 

dimento f ( x ) = 2 Pj XJ> obtém-se uma fun-
çâo quadrática que deverá ser maximizada, 
sujeita às restrições ;r/2j0 (J = 1, • • • , n) e 
a certas restrições de capacidade. 

E X E M P L O 1. 2. (Problema da escolha de 
uma carteira de títulos). Suponhamos que 
uma unidade económica deseja aplicar dada 
soma de numerário C na aquisição de títu­

los de rendimento. O objectivo a atingir pode 
ser o de maximizar o rendimento médio para 
uma variância fixada, ou o de minimizar a 
variância para um rendimento fixado. Se 
Xj (J = 1, • • • , n) é a quantia a ser investida 

n 
no j -és imo título, então ^ x j = C. O ren-

n 
dimento total é 2 rJxJ> 0 s e u v a l ° r médio ó 

y - i 
n 

E = 2 fV x j 6 a S u a variância ó 
;'=1 

n n 2 2 a ' j x ' X J ' 

•=i j-i 

onde [atj] é a matriz das variâncias e cova-
riâncias das variáveis aleatórias rj de valor 
médio f*y. O problema consiste então em 

n 
maximizar 2 fV XJ sujeita, às restrições 

; = 1 

n n 

2 2 a i j x i 

n 

(CT constante), 2 X J ' = G 6 xj=^'i ou míni-
n n 

mizar 2 2 a>Jx* XJ s n j e i t a a s restrições 
<=i y=i 

n n 
"2,PjXj=u (^constante), ^ x j = C , X j > 0 . 
f=í J-t 

E X E M P L O 1. 3. (Ajustamento linear com 
restrições). Consideremos o problema de ajus­
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de 
dados observados (xj,yj) ( j = 1, • • • , n ) e 
que se impõem restrições aos coeficientes a 
e b . O problema pode tomar, por exemplo, 
a forma seguinte : achar a e b que minimizam 

n 

a função f ( a , b ) = 2 [ í f J ~ ( f l x J + ô)]2 Bu" 

jeita às restrições a > 0 , b > 0 . 
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E X E M P L O 1. 4 (Modelo não-linear de rela­
ções interindustriais). Admitamos que para 
cada um de n bens existe uma actividade de 
produção, uma actividade de importação e 
uma actividade de exportação. Sejam 

Xj = quantidade produzida do ^'-ésimo bem 
Mj = quantidade importada do J-ésimo bem 
Ej = quantidade exportada do j-és imo bem 

Os parâmetros do modelo são os seguintes : 

a,j = coeficiente de produção para o í-ósimo 
bem utilizado na produção do J-ésimo 
(quantidade do t-ésimo bem utilizada 
na produção de uma unidade do ^-ósimo 
bem) 

wj — coeficiente de produção para o trabalho 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

cj = coeficiente de produção para o capital 
utilizado na produção do ^'-ésimo bem 

gj = preço unitário de importação do J-ésimo 
bem 

hj = preço unitário de exportação do J-ósimo 
bem 

Yj — procura final do _/-«isimo bem 
L = oferta de trabalho disponível 
D = máximo défice admissível da balança 

comercial. 

Todos os parâmetros são considerados 
não-negativos. 

O problema de programação pode formu-
lar-se do modo seguinte : 

Minimizar o capital total necessário 

í= i 

satisfeitas as restrições 

Não-negatividade das v a r i á v e i s : Xj•> 0 , 
Mj>q, Ej>o ( j - i , . ; . ' , « ) 

Produção : Xj + Mj — Ej — 2 ai* x" ?t 

( j = l , ••• , n) 

Balança comercial : 

D+ '£hjEj-2gjMj>0 

J-i 3=1 

n 

Oferta de trabalho: L — 2 wjXJ=zO. 

Duas hipóteses que também se admitem 
são as seguintes : 

n 

*") <*ïj ^ 0 (t ,J = 1 , , . . , n ) , 2 a{J < 1 

(J = ! , • • • , « ) (Propr i edades de 
L E O N T I E P ) . 

ii) hj = yj + $ Ef com yj > 0 , g, < 0 
U — 1 , • • • > » ) • 

A primeira traduz que o «output» excede 
o «tinput» para todos os bens, condição neces­
sária para planos de produção eficientes ; a 
segnnda hipótese admite-se frequentemente 
em economia: quanto maior for a quantidade 
exportada do j-ósimo bem, mais pequeno ó 
o rendimento por unidade. 

E m virtude de se ter h3 = y) -\- g,- Ej, é 
evidente que a não-linearidade do modelo re­
sulta da restrição referente à balança comer­
cial. 

Restringindo a atenção aos programas em 
que / ( # ) e gi(x) são contínuas e diferen­
ciáveis até à ordem desejada, convém referir 
que uma das técnicas para abordar a resolu­
ção de um problema de programação mate­
mática consiste em adoptar a transformação 
em variáveis quadradas. Esta tem por objec­
tivo transformar as inequações em equações 
e portanto dar ao problema a forma de um 
problema de extremos condicionados por 
equações, s u s c e p t í v e l de tratamento, por 
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exemplo, pelo clássico método dos multipli­
cadores de L A G R A N G E . 

Considerando o programa na forma 

optimizar f ( x ) 

com as restrições 

,m) 

. , « ) , 

introduzamos as v a r i á v é i s quadradas 
# 0 = 1 > — , » ) e O 
problema podé então reduzir-se à forma 

optimizar f { x ) 

com as restrições 

^ ( * ) + «8 = 0 . . . , « ) 
$=»0 y - l , . . . , » ) ' . 

E m geral, este método clássico depara na 
prática com numerosas dificuldades que pro­
vêm, fundamentalmente, da necessidade de 
analisar grande número de soluções possíveis. 

É interessante estudar a aplicação do 
método proposto à resolução de um programa 
linear para ter ideia das dificuldades de ordem 
prática que surgem, mesmo no caso de eBtar 
presente a linearidade. 

Como se sabe, mediante a introdução de 
convenientes variáveis auxiliares, todo o pro­
grama linear se pode reduzir à forma 

n 

maximizar/(a;) «= 2 CJXJ 

com as restrições 
n 

2 atjXj = h [i = 1, • • • , m) 

X j > 0 (J — 1 ,•>.-. . ,»). 

Utilizando variáveis quadradas 

Vjtt - 1 , ••• , « ) 

o problema reduz-se a maximizar 

n 

/(*)- 2 °JXJ 

com as restrições 

n 

2 a'JxJ = bi (*' = 1 > • • • >m) 

^j — y j ^ 0 U — 1 »•••.») • 
O método dos multiplicadores de L A G R A N G E 

conduz à maximização da função lagrangeana 

1) F (*, 2/ iAif*) — / ( * ) — 

m / n 

ou 

10 ^ ( a . y . X . f * ) - 2 5iX,+ 

+ 
n / m \ n, 

2 ( C> — 2 X ' «'7 - V-j )XJ + 2 rVf| • 

As condições necessárias para o máximo 
de //(a?, y , X, {j.) são as seguintes : 

2) 

= cj— ^haij—a—0 Qi = l , - . . , n ) 

dF 

dF 

2 w ° y — i » • • • » " ) 

- Y 2 * i j =o 

(i = 1, • • • , m) 

- ( X j - y 2 ) = 0 ( j = l , . . . , n ) , 
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fàcilmente redutíveis a 

m 

Cj — 2 °V = Pj U - 1 > • • • > n ) 

2') rV^y?* 0 0' = 1> •••>.«) 
n 

2 ay xj — bi (* = 1 , • • . 

Observando que F(x ,y ,1 ,p) só possui 
máximo livre se então pode enun-
ciar-se a proposição seguinte : 

I . Se existem multiplicadores h = X* e 
fiy = fj.j e variáveis Xj — x] > 0, satisfazendo 
as condições 

m 

cj - 2 tf o 

n 
A i j = = &i y 

i - \ 

então (x* , ••• , Xn) é solução maximizante do 
programa linear proposto. 

Considerando o sistema dual (h não sujeito 
a restrições de sinal) 

cj — 2 ha{j^O , 
i = l 

tem-se (xj^zO) 

m 

Cj Xj — 2 hdij Xj 0 
<=1 • 

2 c í x i — 2 2 aaxi^° 
j=i j - i i=i 

donde resulta 

3) 

Por outro lado, de acordo com o teorema I , 

2 Cj Xj <; 2 bi h . 
j=\ i = l 

ou 
= 1 ; = 1 i = l 

n m 

2 (<v 2ô*tf 

donde vem 

4) 2 CJ *J = 2 è ' tf 
j=\ <=1 

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e 
4), que 

I I . Resolvendo o problema de programação 
linear pelo método dos multiplicadores de La­
grange, verifica-se que, existindo os multipli­
cadores X,- (sem restrição de sinal), eles devem 
minimizar a função 

m 

2 T< ) 

1=1 
satisfazendo as condições 

m 

cj— 2 l i a ' j = f v ^ 0 

í = i 

É evidente que se está de novo perante 
um problema de programação linear (pro­
grama dual). As condições 

[ijXj 0 ( j — 1 , . . . , n ) 

conduzem a 2" casos possíveis pois é neces­
sário considerar quer p.y = 0 quer xj •=* 0 . 
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Verificou-se pois que o método de resolução 
de um programa linear pelo método dos mul­
tiplicadores de Lagrange revela-se não-opera-
cional porque é impossível na prática, quando 
n é grande, considerar todos os 2" casos 
possíveis. 

O método de simplex para resolver um 
programa linear pode considerar-se como um 
processo sistemático para afastar a maior 
parte dos casos e considerar apenas um 
pequeno número. De facto, o método do 
simplex restringe o número de casos, consi­
derando somente aqueles em que n — m das 
variáveis são nulas, onde o determinante da 
matriz dos coeficientes das m variáveis res­
tantes é não-nulo, e onde o valor bem defi­
nido destas m variáveis ó positivo (caso de 
não-degenerescência). As condições (*y a?}=0 
indicam que [ij = 0 para a?, > 0 e isso 
determina de uma maneira unívoca Xj e os 
[j-j restantes. Se todos os não satisfazem 
à restrição p^gjO, põe-se a solução de parte 
e examina-se novo caso na iteração seguinte, 
etc. 

O interesse pelos problemas de progra-
gramação não-linear tem aumentado simulta­
neamente com o crescente interesse pela pro­
gramação linear. Em 1951, H . W . K U H N e 
A . W . T U C K E R publicaram um importante 
artigo Nonlinear Programming onde estu­
daram condições necessárias e suficientes 
para a existência de soluções óptimas para 
problemas de programação e que constituíram 
ponto de partida para grande número de 
trabalhos sobre programação n ã o - l i n e a r . 
Generalizações desta memória inicial apare­
ceram feitas por vários autores num trabalho 
posterior intitulado Studies in linear and 
nonlinear programming, editado por K . J . 
A R R O W , L . H U K W I C Z e H . U Z A W A , e publi­
cado em 1958. 

E m 1954, A . C H A R N E S e C . L E M K E publi-
blicarain um método de aproximação para 
resolver problemas de minimização de uma 
função separável sujeita a restrições lineares 

quando cada uma das funções separáveis é 
convexa. Uma formulação alternativa deste 
problema foi dada por D A N T Z I G em 1956. 
Esta técnica foi generalizada em 1963 por 
C . M I L L E R por forma a incluir restrições 
separáveis. A partir de 1955 apareceram 
numerosas contribuições nos domínios da 
programação quadrática. 

Pressupõe-se nesta exposição que o leitor 
conhece a teoria dos programas lineares e 
os métodos de optimização clássicos. O objec­
tivo deste trabalho consistirá em apresentar 
os aspectos fundamentais da teoria moderna 
dos programas matemáticos. 

2. Funções convexas e c ô n c a v a s 

As noções de convexidade e concavidade 
de uma função desempenham papel relevante 
em várias partes da teoria dos programas 
matemáticos e por isso é conveniente referir 
aqui os conceitos e proposições fundamentais 
relativos às funções convexas e côncavas. 

Sendo l £ Rn, diz-se que X é conjunto 
convexo sse, com t ) s S 0 ; £ l e 0 = 1—9, 

1) Y x , y e R a Qx + WyeX. 

Consideram-se convexos o conjunto vazio, 
o conjunto constituído por um só elemento e 
a totalidade de Rn . 

A função numérica / , definida no con­
junto convexo X , é convexa sse 

2) \ t x , y e X f { Z x + Q y ) ^ f ( x ) + ! f { y ) . 

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade 
em sentido restrito quando x=j=y e 0 < 9 < 1 , 
então / diz-se convexa em sentido restrito. 
Uma função f diz-se côncava (côncava em 
sentido restrito) sse — f é convexa (convexa 
em sentido restrito). 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 7 

E X E M P L O 2. 1. Chama-se função linear 
afim à função numérica do tipo g(x) = cx + <x, 
onde c e Rn e a. e R : ó òbviamente uma 
função simultaneamente convexa e côncava 
em R n . 

E X E M P L O 2. 2 . A forma quadrática g(x) = 
= xT Ax semidefínida positiva (semidefinida 
negativa) ó função convexa (côncava) sobre 
Rn ; em particular, a forma quadrática defi­
nida positiva (definida negativa) é convexa 
(côncava) em sentido restrito. 

Com efeito, para a forma quadrática semi­
defínida positiva, tomem-se dois pontos x e 
y e qualquer 6 (0 9 <; 1 ) . Então se 
x = 6 x + 8 y, tem-se 

xT Ax = (Qx + ly)TA(Qx + 0y) 

= \y + 9 (x - y)Y A [y + 0 (x - y)] 

= y*Ay + 2 e ( x - y y A y + 

+ V*(x-y)T A ( x - y ) . 

Supondo xTAx7^0 para todo o x, então, 
para 0 ^ 8 ^ 1 , 0 x T A x > W x T A x e pode 
escrever-se 

s c T A x ^ y T A y + 2 0 ( x - y)TAy + 

+ $(x-y)T A ( x - y ) 

ou 

xT A x ^ y T Ay + Q(x — y)TAy + 

+ Q(x— y)TAx^QxT Ax + B yT Ay 

Como consequência imediata da definição, 
é possível mostrar que 

I . Se as funções f j ( j = 1 , • • • , k) são 
convexas (côncavas) no conjunto convexo X 

k 

de Rn, então 2 h f f & também função con-

vexa (côncava) em X com X , ; > 0 . 

Pode demonstrar-se também que 

I I . / ê convexa em X sse [ X , f ] — 
= {(a;, z) - f { x ) z\ é conjunto convexo de 

A condição é necessária. Com efeito, se 
/ é convexa em X e se (x ,z) e (a;', z1) 
pertencem a [ X , f ] virá f ( x ) ^ z e f { x ' ) 
^ z ' e 

/ ( 0 x + Tx') ^ Qf(x) +~Õf(x>)^0 z + ~Qz' . 

O ponto 

0 (a? , z) + I(x', z') = (0 x + Qx', 0 z + ÕV) 

pertencerá então a [ X , f ] o que prova a 
convexidade deste conjunto. 

A condição é suficiente. De facto, se [ X , f ] 
é convexo, com ( x , f ( x ) ) e {y , f { y ) ) per­
tencentes a [ X , f ] , vem 

e + ê ( y , / ( y ) ) = ( 0 * + fy,0/(*) + 

+ Õ f ( y ) ) 6 [ X , f ] 

e portanto 

f(Qx+'êy)^Qf(x)+~Õf(y). 

Anàlogamente se mostraria que 

I I ' . f é côncava em X sse [ X , f ] = 
= J (x, z) : f ( x ) > z\ é conjunto convexo de 

Os teoremas I I e I P utilizam-se muitas 
vezes para caracterizar as funções convexas 
e côncavas. Eis agora uma propriedade extre­
mamente importante para o estudo da pro­
gramação matemática : 

I I I . Se f é função convexa (côncava) no 
conjunto fechado X , então qualquer mínimo 
(máximo) relativo de f em X è também mínimo 
(máximo) absoluto sobre X . 

Suponhamos / convexa no conjunto fe­
chado X e admitamos que / assume um 
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mínimo relativo em a 0 e l r . Se / assume o 
mínimo absoluto em x*, não se pode ter 
f(x°) > / (** ) • De facto, se assim acontecesse, 
a convexidade de / permitiria escrever 

f(Bx* +Jx°)^Qf(x*)+~9f(x°)<f(xO). 

Considerando qualquer Vt(x°) com 

e < I aí* — x° I 

e tomando 0 < 9 < , tem:se 
I x* — x° I 

x = Qx* + Hx°e Vs(x<>) e f ( x ) </(*"). 

Esta desigualdade contradiz a hipótese de / 
possuir mínimo relativo em x°. 

A definição de convexidade e concavidade 
permite também mostrar facilmente que 

I V . O conjunto de pontos de X onde a 
função convexa (côncava) f assume o seu mí­
nimo (máximo) absoluto é conjunto convexo; 
se o extremo absoluto ê assumido em dois pontos 
distintos, então também é assumido numa infi­
nidade de pontos. 

O teorema ó óbvio se o extremo absoluto 
é assumido num só ponto. Suponhamos então 
que o mínimo absoluto da função convexa / 
é assumido em dois pontos distintos x1 e x2. 
Mostra-se também que o mínimo ó assumido 
em qualquer ponto x = 0 xl + 9 x2. De facto, 

/ ( * ) = / (0 x* + 0 **) ̂  0 / (*«) + 6 / ( ^ ) = 

= / ( * 2 ) 

e, como f { x ) ^ f { x l ) , é evidente que f ( x ) = 
- / ( * * ) - / ( * » ) . 

V . Se f é convexa (côncava) em sentido 
restrito, então o mínimo (máximo) absoluto de 
f é assumido num ponto único. 

Na definição de função convexa (côncava) 
não se exigiu que f ( x ) fosse contínua ou 

díferencíável. Pode no entanto demonstrar-se 
que 

V I . Se f é convexa ou côncava em X e 
al é limitada, então f é contínua no intX. 

Uma função / convexa ou côncava não ó 
necessariamente diferenciável. As funções 
convexas (côncavas) diferenciáveis podem ser 
caracterizadas pela proposição seguinte: 

V I I . Se X é conjunto convexo aberto e f 
é diferenciável em X , então f é convexa 
(côncava) em X sse 

f(x) - /(**) > (<£) V/(**) (x - x*), 

onde Vf(x*) - , . • • , -^-1 . 

Supondo f convexa em X , então, para 
0 < 0 <; 1, vem 

/ (9 x + Qx*) ^ 9 / (x) + 9 / ( * » ) 

ou 

/ [ 9 x + ( i _ 9)**]<se/(*) + ( í - e)f(x*) 

que se pode escrever ainda na forma 

/(»)-/(««)> f\x-+n*-*y\--fi**) ] 

Atendendo à diferenciabilidade(4) e fazendo 
tender 0 para zero, vem imediatamente o 
resultado. 

(') Designemos por o; uma função de escalares ou 
vectores com a seguinte propriedade: 

lim-MíL _ 0 . 
*-»o I x I' 

Diz-se que / é diferenciável em x sse 

f { x S i ) = / ( X ) + v / ( i ) 4 i + Oí(t>x). 
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Reciprocamente, cumprida a desigualdade 
/ ( » ) — / ( « * ) à V / ( a s * ) ( « — x * ) , a função / 
é convexa. Com efeito, de 

/ ( a r ) -/(»*) > V/ (ar» ) (a? - * • ) , , 

escolhendo 

x* =* 9 a;1 + 0 a;2 e ar = a;1 ou a;', 

obtém-se 

/ ( 6 a * + 6*2) -f 

-f V/ (9 a;1 - f Far 2 ) [a;1 - (9 x 1 + Fa; 2 )] 

/(ar«)>/(e a r » + 

+ V/ (9 a;1 + Far 2 ) [ar2 — (9 a;1 + Far 2 )] 

e, notando que 

a;1 — (0 xl + Far 2 ) ="6 (a;1 — ar2) 

ar2 — (0 a;1 + 0" x1) - — 0 (a; 1—a; 2), 

vem 

/ ( a r 1 ) ^ / ( 9 ar*+0 ar*) + 0"V/(0 ar1 +Far 2 ) ( a ^ - a r 1 ) 

/ ( a r 2 ) > / ( 0 3 3 * + 9 ar2)—0 V / (9 ar1 + Far 2 ) (ar 1 -ar 2 ) 

ou 

9 / ( a ; 1 ) > 0 / ( 9 a;1 + Far 2 ) -f-

+ 9~0 V / (9 ar1 + Far 2 ) (ar1 — a:2) 

F / (a;2) > F / ( 0 ar1 + Far 2 ) — • 

— 0 F v / ( 0 a;1 + Far 2 ) (ar1 — ar 2 ). 

Somando ordenadamente estas desigualdades, 
vem finalmente 

©/(ar 1 ) + F / ( a r 2 ) > / ( 9 ar1 +~Q ar 2), 

relação que exprime a convexidade de / . 

V I I I . Se f é bi-diferenciável no conjunto 
convexo aberto X , ela è convexa (côncava) 
em X sse a forma quadrática 

2 2 - ^ f - M , 
i_l y- i dXidXj 

ê semidefinida positiva (negativa) para todo o 
are X . 

Observemos primeiramente que, sendo / 
bi-diferenciável em ar, a fórmula de T A Y L O R 
dá 

/ ( a r + A ar) = / (ar) + V/(ar) A ar + 

+ l ( A a r ) r v 2 / ( ^ A a r 

onde / tem a significação já conhecida e 

|_ d Xi d Xj J 

Consideremos então a expressão (O<0<1) 

T = F / ( a r ) + 0 / ( y ) - / ( F a r + 0 y) 

- / ( 9 * + 6 J r ) ] + 6 [ f ( y ) - / ( F a r + 8y)]. 

Utilizando a fórmula de T A Y L O R , vem 

T= 0 V / ( F a r + Qy)Q(x — y) + 

+ - ^ - ( * r - y r ) v 2 / ( S i ) ( * - y ) + 

+ 0 0 V / ( F a r + 6 y ) ( y - a f ) + 

+ - ^ ( y r - ^ ) V 2 / ( E a ) ( 2 / - a r ) , 

simplificando-se a primeira e terceira par­
celas. 

Sendo V 2 / ( a r ) semidefinida positiva, vem 

T = F / ( a r ) + 8/(jf) - / ( F a r + 0^)>O 

o que exprime a convexidade de / . 
Para provar a necessidade, observemos 

que, não sendo V 2 / (ar ) semidefinida posi­
tiva em x°, existiria um vector « tal que 
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UT y 2 y (3,0) u <; 0 . Assim, para todo o a? na 
vizinhança de a;0 ter-se-ia também 

u T V 2 f ( x ) u < 0 . 

Pondo x = x° e y = x° -\- tu, onde t ó um 
escalar suficientemente pequeno, a expressão 
T viria negativa com esta escolha de x e y 
o que violaria a condição de convexidade 
de / . 

Pode demonstrar-se também que 

I X . Se a forma quadrática 

2 2 ^ 
i=i , - i à XidXj 

è definida positiva (negativa), f è convexa 
(côncava) em sentido restrito. 

Sendo | Dm \ (m<Ln) o menor contido nas 
primeiras m linhas e primeiras m colunas 
da matriz hessiana 

L o Xi d xj J V 
Pf 

d Xi d Xj 

a teoria das formas quadráticas ensina que 
a forma é definida positiva quando e só 
quando | Z ) m | > 0 e ó semidefinida quando 
I Dm | ^ 0 ; é definida negativa quando e só 
quando (— l ) m | Dm | > 0 e semidefinida nega­
tiva quando e só quando (— l ) m | D m | > 0 . 

Este critério permite identificar na prática 
não só grande número de funções convexas 
e côncavas mas também definir regiões de 
convexidade e concavidade. 

E X E M P L O 2. 3. A f u n ç ã o f (x) = x2 + 
+ 2 a-] a?2 + a?| ó convexa pois 

*' = 2xl + 2x2 ' M = 2 
ò a?j 

df 
àx2 

dx\ d xl d x2 

2xx + 2x2 ^4=2 
d x2 

e, cons iderando d*f d^f 
d x\ dxt dx2  

d*f d*f 
_ d x2 d Xi d X2 _ 

vem 

dx\ 
,>0.-íí-íí_c_íí_y-o. 

d a-i d x2 \ d x 1 d x 2 / 

E X E M P L O 2. 4. A função /(a?) = — x* — 

— 3 a;2 -f- 5 X j — 2 a?, x2 — a | ó côncava pois 

df 
d a?, 

d*f 
dx\ 

df 
dx2 

i*f 
d aij à x2 

resultando 

d\f _ 
dx2 ' 

= — 4 a^ — 6 a?, + 5 — 2 a-2 

= - 1 2 a r ? - 6 

— 2 a;, 

= - 2 , 

d\f = Q 

dx2 

&i d*f 
dx2 dx2 

1 2 a ; 2 - 6 < 0 

d*f - ( - 1 2 * ? - 6 ) ( - 2 ) -
d a?, ox2J 

— ( - 2)2 — 24 x\ + 12 - 4 - 24 x\ + 8 > 0 . 

Trata-se até de função côncava em sentido 
restrito (teorema I X ) . 

E X E M P L O 2. 5. Definir a região de conca­
vidade para a função 

As derivadas parciais de segunda ordem 
são 
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: -TU a* \ <72 / * L 2 a* J 

d*f 

71 (7* V (72 / r L 2c2 J 

r »? + *|1 
L 2o-2 J <) a?i (J a;2 2 TU <74 à 

Para que a função seja côncava devem ser 
satisfeitas as seguintes desigualdades : 

xi 1 < 0 

que, simplificadas, dão 

a:| ^ a 2 ou — o- <J xx <k a 

x% -\- OJ| <J o-2 ou o círculo de raio a e centro 
na origem. 

A região de concavidade é pois o círculo 
a?, -f- •»! ^ o*. 

Para finalizar estas breves considerações 
sobre funções convexas e côncavas, refe-
rem-se dois teoremas que mostram como por 
meio de restrições sob a forma de desigual­
dades, envolvendo funções convexas, se pode 
definir uma região convexa. 

X I . O conjunto de pontos que satisfazem 
à restrição g(x)<.0, onde g(x) é convexa, 
é conjunto convexo. 

De facto, sendo x e y dois pontos que 
satisfazem a g(x)<=.0, vem 

9(x)-

:0 

g (9 x + 0 y) ^ 6 g {x) + 9 g {y) <S 0 , 

o que mostra que Qx + Q y também satisfaz 
à restrição. 

Como se sabe da teoria dos conjuntos 
convexos, a intersecção de conjuntos con­
vexos ó conjunto convexo e portanto 

X I I . O conjunto definido por gt (x) <í O , 
onde gi{x) (i = 1, • • • ,m) são convexas, é 
conjunto convexo. 

3. Teoremas fundamentais 

Sem perda de generalidade, todo o pro­
blema de programação matemática se pode 
apresentar na forma 

maximizar /(a?) 

com as restrições 

J i W á O í i » 1, • •• ,m) 

x>0. 

De facto, surgindo a necessidade de mini­
mizar f ( x ) , proceder-se-à à maximização de 
— / ( » ) (') ; aparecendo restrições na forma 
g.(x)^tO, p o d e r ã o t rans formar- se em 
— g.{x)-<\0; notemos também que g((x) = 
=0<=>g((x)A — gi(x)s£O , e, se x não 
está sujeito à condição de não-negatividade, 
poder-se-à escrever x = x1 — x" com x'~2iO 
e x">0. 

O objectivo deste parágrafo consiste no 
estudo de teoremas que exprimam condições 
necessárias e suficientes para a existência de 
solução óptima para um programa matemá­
tico. 

(•) min/(x) = — max (— / (x) ) . 
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Raramente essas condições permitem obter 
o óptimo quando este existe mas essas pro­
posições estão na base da construção de 
algoritmos iterativos e são fundamentais para 
a interpretação económica dos programas. 

Na exposição que se segue, x é vector-
-coluna com n componentes. Tomando 

b > ) J , 
o problema de programação pode apresen-
tar-se na forma seguinte: 

max/(a?) 

com as restrições 

G ( x ) g O 

Os gradientes de f ( x ) e <74(ÍC) represen-
tam-se por V f ( x ) e Vg((x) e serão consi­
derados vectores-linhas. 

Há vantagem também em introduzir a ma­
triz Jacobiana 

C:i::;:::>. 
o vector-linha / = • • • Ara] e a função la-
grangeana 

F(x,l)=f(x)--kG(x). 

Adoptam-se também aqui as designações 
já conhecidas da teoria dos programas linea­
res. Assim, todo O ponto x talque G ( i ) g O 
e x 0 constitui solução admissível ( ou 
possível); se, além de admissível, optimizar a 
função-objectivo, x toma o nome de solução 
óptima. O conjunto das soluções admissíveis 

constitui a região admissível (ou conjunto 
admissível) C' = \x : 6(x)<^0 /\x>:0\. 

A restrição gi {x) ^ 0 diz-se activa no ponto 
x se gi{x)=0; de contrário aiz-se inactiva. 
Sendo x ponto fronteiro da região admissí­
vel, não se tem necessariamente gr (ar) •= 0 
para todo o i: são inactivas as restrições 
que definem a fronteira onde x não está. 

Sendo x ponto fronteiro de C, admitamos 
que gh f i ) — . . . <- g.r (5) = xJt — • • • - xj, = 0 . 

Supõe-se que na região admissível ó satis­
feita a seguinte condição de regularidade de 
Kuhn-Tucker : a região admissível é tal que, 
•e para todo o ponto fronteiro x e para todo 
o deslocamento dx suficientemente pequeno 
a partir de x , se tem 

VfiT; (x~j dx ^ 0 (» = » , , • • • , i r ) 

e 

dxj>0(j «*/, , ... 

então a direcção dx = (dxl , • • • , dxn) é tan­
gencial a uma curva na região admissível, 
tendo x como ponto inicial (•). 

Consideremos um exemplo em que não 
é satisfeita essa condição de regularidade. 
Tomando em E2 

9i ( * i > «2) = a*a — (a?, — l ) 2 , ̂  0 

Í T , > 0 , a ? 2 > 0 , 

vê-se fàcilmente que no ponto fronteiro 
x — ( 1 , 0 ) não é verificada a condição (fig. 1). 

De facto, V g\ (x) — ( 0 , 1 ) e, para a di­
recção dx ind icada pela seta, tem-se 
^9\ 0 e) dx = O e ãxi^O mas dx «não 
está» na região admissível. 

(>) É costume dizer, na prática, que dx está situado 
na região admissível ou, talvez melhor, que dx ê 
direcção admissível. 
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d x 

1 X , 

Fig. 1 

Pode-se demonstrar agora o primeiro teo­
rema fundamental: 

I . Satisfeita a condição de regularidade 
de Kuhn-Tucker, uma condição necessária 
para que a solução admissível ar seja maxi­
misante da função objectivo é que exista 
X > 0 tal que 

Vf(x)—ÏVG(x)^0 

[V/(ã7) — X V O(ãr)]ãT= 0 

l G ( x ) = 0. 

Observemos que a proposição é obviamente 
verdadeira quando x é maximizante interio r 

pois nesse caso V/(ar) = 0 e G (ar) < 0 (o 
que implica X = 0) . 

Sendo x fronteiro, designe a (ar) o con­
junto de índices para os quais gi (ar) = 0 . 

E m virtude da condição de regularidade, 
os pontos x vizinhos de x tais que 

1) y í e * Vg.(x)(x — x)<0, 

Xj = 0 => Xj2: 0 

são pontos interiores de C definindo direc­
ções admissíveis x — x para as quais 

Ambas as desigualdades 1) e 2) são válidas 
se V/ (ãr) = 0 ou Vg{(x) — 0. De 1 ) e 2) 
vem 

1') 

2') 

V g ^ x ^ V g ^ x 

V f ( x ) w ^ V f ( x ) x . 

A relação 2') implica que x é maximizante 
da função linear V f ( x ) x . Consideremos 
então o problema de achar a r > 0 que maxi­
miza 

3) V f ( x ) x 

com as restrições 

4) V f f i (x) x <; V g. (ar) x V l'e a . 

Estamos em presença de um programa linear 
cuja solução é evidentemente x = x . Tem 
um programa dual em que se podem utilizar 
para novas variáveis X,-2;0. O dual requer 
a minimização de 

5) 2 (*)*]. 

sujeita às restrições 

6) 2 A ' ^ i ( f ) £ V / ( í ) . 
tea 

Consequentemente, achar x * ( * i , • • • , xn) 
que maximiza / (ar) reduz-se ao problema de 
encontrar X f ^ 0 que resolvem o programa 
linear dual 5) e 6). 

Tomando X; = 0 para i$ot, a desigual­
dade 6) pode escrever-se na forma 

7 ) V / ( * ) - X V ( ? ( â 7 ) á 0 . 

Como 

2) V/(ar) {x — ar) < 0. F f ( x ) — À V (ar)] ar = V Gf{x)x-[l V G(x)]x, 
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e, pelo teorema da dualidade na programação 
linear, 

[XV G(x)]x = V f ( x ) x , 

é claro que 

8) - Î V Q (x)] x - 0 

e também ó evidente que 

9) XG ã̂T) = 0 . 

É fácil demonstrar que, sendo f ( x ) côn­
cava e G(x) convexa, as condições do teo­
rema I são também suficientes. De facto, 
atendendo a que X > 0 e G(x)<^0, vem 

f(x)<Lf(x)-ÏG(x) 

e, como f { x ) e — G(x) são côncavas (e di­
ferenciáveis), vem 

f(x)<^f(x) + V f ( x ) ( x - x ) 

- G>(*)á — 0(x) -V G(x)(x — x) 

donde resulta 

f ( x ) <Lf(x) + V f ( x ) ( x - x ) - ÏG (x) -

— XV G(x) (x - x) = f ( x ) + 

+ [ V f ( x ) - J V G ( x ) ] x -

- - *V G ( x ) ] x ^ f ( x ) , 

isto é, 

I I . Sendo f ( x ) côncava e G(x) convexa, 
a solução admissível x é maximizante de f ( x ) 
com as restrições G (x) <;0 e x>0 sse existe 
X > 0 tal que 

v / ( » ) - - i v e ( i ) ^ o 
[V/(ãO — X V G (x)]x = 0 

ÏG(x) — 0 . 

As proposições que se demonstraram são 
teoremas de K U H N - T U C K E R . O S escalares 
Xj>0 são conhecidos por multiplicadores 
de Kuhn-Tucker. As condições expressas 
nestes teoremas têm aparecido na literatura 
sob várias formas que interessa registar. 
Abandonando a notação matricial, tem-se : 

I Í ^ O (< — 1,... ,m) 

\ d x j j i ; i m l \ d x j j x 

m 

2 h 0i 0*0=0 (ou X; g{ (a?) = 0 para t=» l , . •., m) 

ou também 

\ è x j / ã (_, \ d X j / x 

\ à x j / x t m l \ d x j / x 

gi(x)<0=>h = 0 (ou I i >0=> 5 r i ( i7) = 0 ) . 

Quando num programa matemático as va­
riáveis são livres, pode fazer-se a transfor­
mação x = x' — x" com a;' > 0 e x" >0 . 
O programa apresenta-se então na forma 

maximizar f(x' — x") 

com as restrições 

G(x'-x")^0 
x'>0 x">0. 

A primeira condição de K U H N - T U C K E R surge 
na forma (X5:0) 

Vf(x)—1VG(x)^0 • 

- V f ( x ) + I V G ( x ) & 0 , 

file:///dxjji
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equivalente a 

V f ( x ) — JVG{x) = 0 . 

A 2." condição é agora dispensável pois é 
automaticamente satisfeita. Tudo se resume 
pois às condições 

~Ã>0 

V / H — I V G ( » ) = 0 

lG(x) = 0 . 

Observando que a restrição a?;>0 é equi­
valente a Xj7>0 ( j = l , • •. ,n) (ou — xj^.0), 
todo o programa matemático pode afinal ser 
apresentado na forma 

max /(ar) 

com as restrições 

G(x)^0 

e portanto as condições de K D H N - T U C K E R são 

Vf(x)-JvG(x) = 0 

lG(x) = 0. 

Quando aparecem restrições sob a forma 
de igualdades e desigualdades, isto é, 

Tomando 

max/(a?) 

com as restrições 

GP (x) ^ 0 
Gq (x) = 0 

podem con8Íderar-se as restrições na forma 

Gp(x)^0 
Gq{x)^0 

- Gq(x)^0. 

G(x) = 

VG(x) = 

Gp(xy 

-Oq(x)_ 

VGP{x) 
VGq(x) 

_-VGq(x)_ 

X = [ X P p 3 i / í ] s O , 

as condições de K U H N - T U C K E R podem expri-
mir-se do modo seguinte : 

I > 0 

V/(ã?) -1" V Gp {x) - ?" V Gq (x) + 

+^qVGq(x) = 0 

lpGpÇc) = 0 

ou, simplesmente, 

V f ( x ) -1"VGP (a7) - I « Gq (x) - 0 

1pGp{x) = 0 

com Àp > 0 e l q = fi ? — vq (sem restrição de 
sinal). 

Como caso particular interessante, surge 
o problema de extremos condicionados clás­
sico : 

m a x / ( œ ) 

com as restrições 

G (x) = 0 . 

As condições de Kuhn-Tucker são agora 

V/(ãr)— I V G(x) = 0 

em que X não está sujeito à condição de 
não-negatividade : as componentes de A são 
os clássicos multiplicadores de Lagrange. . 
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Tomando a função lagrangeana 

> ( • , ! ) • - / ( « ) - * G ( < r ) . 

diz-se que o ponto 

' ( » = ( x \ > • • • : »« , h » • • • JX») 

é ponto-sela de F(x,l) se 

O próximo objectivo consiste em mostrar 
que, em certas condições, a componente a; 
do ponto-sela da função lagrangeana F(x,X) 
é precisamente a solução do programa. 

Definamos os seguintes vectores-linhas : 

= — [0i i ••• , S U ] = - GT(x) 

VxF(x,X) = VxF(x,í) I -

I I I . E/ma condição necessária para que 
(x ,X) seja ponto-sela de F(x ,X) é que x 
e X satisfaçam a 

VxF(x,1)^0 VxF(x,~l)-x = 0 » > 0 

V^F(x,l)>0 V x i ? ( « , I ) ã r = 0 X > 0 . 

Estas condições, juntamente com 

F(x ,~X) ^ F(x ,~Ã) + Vx F(x ,1) .(x — x) 

F(x, X) ;> F(x ,1) + V x F(x ,1). (X - X) r 

são suficientes para que (x , X) seja ponto-sela 
com x^O e X 0 . 

As duas primeiras condições são necessá­
rias. E m relação à primeira, observemos 
que, para aj ï jO na região admissível, 

VxF(x ,l)(x — £ c ) ^ 0 

pois F (x, A) tem máximo para x*=x. Outra 
maneira de exprimir esta desigualdade é a 
seguinte 

dx^o 
i.l \dXiJx 

com dxi — Xi — Xi ( ï i S O ) , É p o s s í v e l 
escolher todos menos um dos xt iguais a 

Então a expressão dá 

j p \ 
) {xk — í t t ) g O . 

dxk Jx 

Se xk = 0 , então [ ^ ^ ^ 0 porque 
\ d x k / x 

Xk sã 0 ; se > 0 , então xk pode ser es­
colhido por forma que xk~>xk ou xk>xt,^0 
e é evidente que a única maneira de satis­
fazer a desigualdade para ambas as escolhas 
de xk > 0 é que 

(—) -°-
\ d xk )x 

Consequentemente, tem-se 
1)^0 

desde que x^O maximize F(x,l). Por 
outro lado, em virtude do que se acaba de 
ver, 

VxF(x,T)-x = 0. 

Para a segunda condição seguir-se-ia racio­
cínio análogo. 

A demonstração da condição suficiente é 
óbvia. De facto, as três primeiras condições 
permitem concluir imediatamente que 

file:///dXiJx
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As doas primeiras e a quarta dão 

I V . Uma condição necessária (suficiente) 
para que x seja solução óptima do problema 
de programação matemática é que exista \ tal 
que (x , X) satisfaça às condições necessárias 
(primeiras três condições suficientes) do teo­
rema 111. 

Do teorema I resulta que no ponto x é 

Vf(x)^TVG(x) 

e portanto 

V x F {x ,1)=V/(ã?) -JyO(x)^0 

VxF(x,X)x=:0, 

o que dá a primeira condição necessária. 
De 

VxF(x,T)= — GT(x)^0 

e, ainda do Teorema I , 

VxF(x,r)JT= - GT(x)V=0, 

o que prova a segunda condição necessária. 
Para provar a suficiência, obtém-se da ter­

ceira condição que, para A > 0 , F(x,l) = 
- f ( x ) - ÏG (x) s: F {x, I) + V* F(x, X) (x - x ) 
e, como 

VmF(x,T)x&0 
(teorema I I I ) 

VxF(x,l)x = 0, 

vem 

F (x, X) ^ F(x,l) - f ( x ) —Ï G (x). 

Ainda pelo teorema I I I 

—!<?(*)—yxF(xJ)ï* — o, 

e vem 

F(x, Ï) - / ( « ) - Ã O (») . 

Dado que 

-lG(x)>0 

resulta 

f ( x ) ^ f ( x ) 

e que mostra que x é maximizante de f ( x ) . 
O teorema seguinte, extremamente impor­

tante na teoria da programação, exprime que 
as condições de K C U X - T U C K E R são também 
suficientes se f { x ) é côncava e G(x) con­
vexa (•). De facto, 

V . Sendo f ( x ) côncava e G(x) convexa, 
a condição necessária e suficiente para que x 
maximize f com as restrições G (x) <| 0 e 
x > 0 é que x e X (1 ̂  0) constituam um 
ponto-sela para a função lagrangeana 
F{x, 1). 

Como G(x) é convexa e f ( x ) é côncava, 
vem (teorema V I I do n.° 2) 

G{x)>G(x) + VG(x)(x- x) 

f(x) aí/'(SJ + Vf(x) (x-x) 

para todo x,x>0. Para algum X > 0 , 

F(x S) = f(x)—TG(x)^f(x--Ï G (x + 

+ [Vf (sê) — XV G (x)] (x — x) = F\ + 

+ VxF(x,J) ( . r - J ) 

e a terceira condição suficiente do teorema II I 
é satisfeita. 

(') É uma nova versão do teorema II. 
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A quarta condição suficiente é cumprida 
em virtude da linearidade em A ; isto é 

F ( x , l ) X G ( * ) = / ( * ) - T G & -

— lG{x) + ÏG(x) = F{x , Ã) - (X -1) G{x) = 

= ,T) + v x F (I-, I) (X - T r . 

E m consequência do teorema I V , todas as 
condições do teorema I I I não necessárias e 
suficientes neste caso. Assim existe equiva­
lência entre a programação côncava e o pro­
blema do valor-sela. 

Desta proposição pode derivar-se o célebre 
teorema da dualidade da programação linear. 
De facto, pretendendo se 

n 
maximizar 2 c i x i 

J—l 

com as restrições 

n 
2 aijXj<Lbi ( í — l , . . . , m ) 

j=i 

a^ ̂ O C / — 1 , • • • » » ) , 

o seu programa dual consiste em 

m / m \ 
minimizar 2 °' V> [ maximizar — 2 h Vi ) 

«=i V i « i / 

com as restrições 

e para o dual é 

m n / m \ 

Fd(y,rí=— 2 h*yi — 2 n(eJ — 2 ° « Í M 
í= i Í = I V t=i / 

m n n m 

- 2 b*yt- 2 c / f > + 2 2 auF-jUi-

i= l i = l j = l i = l 

Vê-se imediatamente que 

2^ (ar, X) = — Jfk (5i, a?) 
e, portanto, se uma função lagrangeana tem 
ponto-sela, a outra também tem e 

> , ( « , A ) - - F d ( l , x ) , 

o que implica 

max 2 CJXJ = " m a x 2 biVi *" m i n 2 ô< Vt-
j—l i = l i = l 

Para os programas matemáticos em geral 
considera-se problema primai aquele que con­
siste em maximizar a função côncava f ( x ) 
sujeita às restrições convexas G (x) :g 0 e 
aîSïO; o problema dual consiste em minimi­
zar F(x,X)=f(x)— lG(x) (ou maximizar 
— F(x,X)) com as restrições 

V»[ / (* ) - X <?(*)]=0 

2 a í i y i S c > 0 ' = i > • • • > « ) 
i = l 

^ 0 (t — 1 , . . . , m). 

A função lagrangeana para o primai é 

n m / n \ 

K (* » X) - 2 c i a* — 2 M 2 a o — 6 < ) 

j'=l i= l \ ; = 1 / 

n m n m 

= 2 CJ
 xi + 2 6 ' * i - 2 2 ao- x>-

J = l «=1 J = l i = l 

A > 0 . 

Existe um teorema, cuja demonstração será 
omitida, que estabelece o seguinte : 

V I . Se x maximiza f (x) no problema 
primai, então existe 1 > 0 tal que (x ,1) è 
solução do problema dual ; reciprocamente, se 
( x , l ) minimiza F(x , X) no problema dual e se 

I 
dxt dxjjç,^ 
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possui inversa, então x maximiza f ( x ) no 
problema primai. Em ambos os casos 

maxf(x) = min F (ar , X) . 

Como já se afirmou, as proposições estu­
dadas neste parágrafo são teoremas que, em 
geral, não se empregam directamente para 
achar a solução de um programa matemático. 
No entanto, a sua utilização permite muitas 
vezes a obtenção de informações sobre a exis­
tência do óptimo e até em certos casos simples 
a sua determinação. Estudemos alguns exem­
plos. 

E X E M P L O 3. 1. Minimizar a função 

, (ar, + 1)5 -, 
/ ( * , , ar2) = ' + a?2 o 

com as restrições ar, 2g 1 e x2 ^ 0 . 
Observemos que 

- ^ = 2 ( a r 1 + l ) > 0 
òx\ 

Tomando X, > 0 , as condições de K U H N -
- T U C K E R (necessárias e suficientes) dão 

- ( a - , + 1) 2 + X , ^ 0 

- 1 ^ 0 

[—(ar, + 1 ) 2 + X,]aj, + ( - l)a- a = 0 

X, ( l - a r , ) = 0 . 

Com X, = 0 , teria de ser ar, = 0 (3.* con­
dição), o que é incompatível com a restrição. 

Com X, > 0 , terá de ser ar, = 1 , o que 
implica — (1 + 1) 2 + X, = 0 e ar2 = 0. Logo, 
X, = 4 , ar, = 1 e ar2 = 0 satisfazem às con­
dições e ( 1 , 0 ) é minimizante da função 
dada. 

E X E M P L O 3. 2. M a x i m i z a r / (ar, , x 2 ) = 

= 4 ar, + 6ar2 — x\ — 2af com as restrições 

ar, +• 3 ar2 - 8 ^ 0 

5 ar, + 2 ar2 — 1 4 ^ 0 

ar, ;> 0 , ar2 > 0 . 

Neste caso tem-se 

dx\ dx\ \ d a-, d x2 

(— \à*l = 0 

e portanto / ( a r , , ar2) é convexa. Podemos 
então reformular o problema do modo se­
guinte : 

maximizar F(xx , ar2) = — / (ar, , ar2) = 

(*1 + D 8 „ 
3 

com as restrições 

1 - a-, ^ 0 

ar, 2> 0 , ar2 2g Q. 

èf 
í)ar, 

àf 
d ar2 

= 4 — 3; 
dx\ 

6 a r , ^ 0 

dxx dx2 

= 0 

= 6 — 4 ar2 

d*f 
d ar| 

4 < 0 

e portanto a função é côncava pois 

ai? 

dx\ dx\ 
-( d2l Y>o, 

\ d ar, àx2 J 
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Tomando X,;>0 e X 3 > 0 , as condições de 
K U H N - T U C K E K dão 

4 - 3ÍP2 - X, - 5 X 2 ^ 0 

6 - 4x2 - 3X, — 2 X 2 ^ 0 

( 4 - B x f - l 1 — ò l 2 ) x l + 

+ (6 — 4ÍP 2 — 3 X! — 2 X2) x2 = 0 

X, (a;, + 3ar2 — 8) + X2(5ar, + 2a- 2 — 14)= 0. 

Há que considerar os casos seguintes : 

X, x 2 

0 0 
0 

0 
=£0 

a) X, = 0 , X2 = 0 

4 — 3 a - 2 ^ 0 => xl^2/^3 

6 — 4 a - 2 ^ 0 = > x2>3/2. 

A condição 

(4 — 3 ^ ^ + (6 - 4a- 2 ) íc 2 = 0 

obriga a tomar a:, = 2/VU e x2 = 3/2, ponto 
que, satisfazendo às restrições, é o maximi-
zante procurado (aliás é maximizante interior). 

b) X, = 0 , X 2 ^ t 0 

4 - 3 Í C 2 _ 5 X 2 ^ 0 

6 — 4 a - 2 - 2 X 2 ^ 0 

(4 - 3 x\ - 5X 2) a?! + (6 — 4ÍC 2 — 2X 2) x2 = 0 

X2 (5 a?! + 2 x2— 14) = 0 . 

Terá de ser 5 X\ + 2 x2 — 14 = 0 , o que 
impede a?, = x2 = 0 . Com a;, = 0 , x2 = 7 
viria 6 — 28 — - X2 = 0 o que é impossível; 

com x2 = 0 , xx = 14/5 , viria 4 — 3(14/5 2 — 
— 5X 2 = 0 também impossível; com x^O, 
<r 2>0 teria de ser 

5a-, -f 2a- 2 - 14 = 0 

4 - 3a-2 — 5X 2 = 0 

6 - 4ar2 - 2X 2 = 0 

5 xx + 3 — X2 — 14 = 0 

4 — 3 a 2 - 5 X 2 = 0 

a?2 

X, 11 
5 

3 - X , 

4 — 3 Ç 2 5 1 1 ) 2 ~ 5 > 2 = 0 = > — 63-191X 2 — 

— 3 X| = 0 (impossível com X2 > 0 ) . 

c) X , ^ 0 , X2 = 0 

4 — 3 a;2 — X, g 0 

6 — 4ar2 — 3 X , ^ 0 

a-, (4 - 3 x\ - Xj) + x2 (6 — 4a;2 — 3 X,) - 0 

A, (ar, + 3 x2 — 8) = 0 . 

Terá de ser a?, + 3 a?a — 8 = 0 o que im­
pede a?, = x2 = 0 . Com a?, = 0 , x2 = 8/3 

32 
vem 6 •—- — 3X, = 0 o que é impossível 

3 
para X, > 0 ; com xx = 8 , a?2 = 0 , vem 
4 — 3 (8)2 — X, = 0 também impossível ; resta 
ar, > 0 , a?2 > 0 que implica 

ar, + 3 x2 — 8 -= 0 

4 - 3 a;2 — X, = 0 

6 - 4a- 2 — 3Xj = 0 

14 + 9X, 
4 

6 - 3 X , 

4- 3( 1 4l 9 X lY 
com X, > 0 . 

X, = 0 é impossível 
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d) ii=f=0, l 2 j = 0 

f ar, + 3ar2 — 8 = 0 íar, = 
( 5 xt + 2 x2 — 14 = 0 { x2 = 

• { 
r — 8 — x, — 5 x 2 = o r x, 

\ — 2 — 3Aj — 2A 2 = 0 Í.3X, 

- 1 - 3 x 2 - 8 = 0 ia-, = 2 
+ 2 ar2 — 14 = O I ar, = 2 

4 - 3 Í C 2 - X, — 5X 2 = 0 

6 - 4 £F 2 — 3Xj — 2 X2 = O 

X , + 5 X 2 = - 8 
+ 2 X2 = — 2 

r _ 3 * i — 1 5 X 2 = 24 f. 

( 3X, + 2 X 2 = - 2 1 - 13X2 = 22 
imp. 

Observemos que a análise dos casos V), c) 
e d) só se justifica para encontrar pontos 
que dão o mesmo máximo para /(ar, , x2). 
O máximo relativo para uma função côncava 
é também máximo absoluto. 

E X E M P L O 3. 3. Minimizar f ( x l , x2 , ar3) = 
= a?f + x\ + a§ + 2 ( x t - 5) +2(<r, + í r a - 1 0 ) 
com as restrições 

a;, 2Ï 5 

ar, + x2 ^ 10 

«1 + &2 + «8 è 1 5 

te, 2£ O O' - 1 ; 2 , 3 ) . 

O problema equivale a maximizar 

F(xx, x2 , a?8) - —/(a?! , x2 , ar3) = - x\ -

_ a | _ a § - 2 (», - 5 ) — 2(a>, + u-2 - 10), 

que é côncava, com restrições convexas. 
As condições de K U H N - T U C K E R (necessárias 

e suficientes) dão (X;>0) 

- 2 a - , - 4 + X, + X2 + X 3 ^ 0 
- 2 x2 — 2 + X2 + X3 ^ 0 
— 2a; 3 + X5 ^ 0 

(— 2 » , - 4 + X, + X2 + X3) ar, + 
+ (— 2ar2 — 2 + X2 + X3)ar2 + 

+ ( - 2a- 3 + X3)ar3 = 0 

X, (5 — a-,) + X2(10 — ar, —ar 2) + 
+ X 3(15 — ar, — a-2 — a-3) = 0 . 

Aqui cada um dos X, pode ser zero ou 
diferente de zero e portanto, em principio, 
é preciso examinar um total de 2 3 = 8 casos. 
Consideremos o caso \=f=0, l2=j=0, ls=^0. 
É evidente que terão de ser satisfeitas as 
condições 

5 — ar, = 0 
10 — ar, — ar2 = 0 

15 — ar, — ar2 — ar3 = 0 

que dão ar, = 5 , ar2 = 5 e ar3 = 5 . Como 
os ar, são não-nulos, terão de ser satisfeitas 
as condições 

2ar, - 4 + X, + X2 + X3 = 0 
2 ar2 — 2 + X2 + X3 = 0 
2 ar3 + X3 = 0 

que dão X, = X2 = 2 e X3 = 10 . Está-se pois 
em presença da solução óptima. 

E X E M P L O 3. 4. Maximizar /(ar, , x2) = 
= 4 ar, + 5 ar2 + ar, x2 — x% — a | + 5 com a 
restrição 

—Î- 4 x2 <; k . 

A função /(ar, , x 2 ) é côncava pois 

èx\ 
— - <. U > — 2 2 o X\ d x2 

_ ( M y 
\ d ar, d x2 / 

= 4 - l = 3 > 0 . 
dxldx2 

As condições de K U H N - T U C K E R dão (X, > 0) 

4 +• ar2 — 2 ar, = 0 

5 -(- ar, — 2 ar2 — X, = 0 
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Se Xt = O, as duas primeiras condições 
dão a?! = 13/3 , x2 = 14/3 que satisfazem 
ao problema se A; > 41/6 e não satisfazem 
se k < 41/6. . 

Com !̂ > 0, terá de ser satisfeita a con-

dição —- + ar2 — k = 0 juntamente com as 
2 

duas primeiras, isto é, 

4 + x«-2x, Î- = 0 
2 

, b + xl — 2 x2 — \ = 0 

Xl , _ —1- + ara — k = 0 . 
2 / 

Resolvendo este sistema em ordem a xl,x2 

e Xj , vem 

a;, 
3 4 , 

h — k 
7 7 

3 , 5 u 
Xg = IC 

2 14 7 
41 6 

k 

e, como Xj > 0 , terá de ser k < 41/6 . 
E m resumo, com k > 41/6, a solução 

óptima é 

a;, = 13/3 , ara = 14/3, X, = 0 

e, com k < 41/6, vêm as soluções 

3 4 
a?, = 1 k , Xn=s 

7 7 14 7 

x ^ i L - ± * > o 
1 7 7 

E X E M P L O 3. 5. Maximizar / (a?i , a?2) = 
= 8 a?j + 10 ÍP2 — 2 a;2 — com as restrições 

2 e*i -f- ce, a?2 + a | <; 10 

a?i > 0 , œ 2 2 î 0 

Observemos que 

i 2 
= _ 4 < 0 e ^ - Í ! 4 

e) xx d x2 

( —V = 4 8 a | > 0 
V dxxdx2 / 

e portanto /(a?i ,a? 2) é côncava. Também ó 
fácil ver que g (xx, x2) = 2 ez» + a^ a?2 + a;| 
ó convexa na região admissível pois 

0 e i î C - i ^ - -

/ ò»g V 
\ á a?j á a-2 / 

Í) *í á a-c 

= 4 e*i — 1 > 0 

para a ? j ^ 0 . 
As condições de K U H N - T U C K E R são pois 

necessárias e suficientes para a existência de 
máximo. Neste caso ter-se-á ( X ^ O ) 

^ 0 

+ 

df 
- h 

dg 
d xx 

- h 
d xx 

df 
- *s dg 

òx2 !i dx2 

df 
- h 

dg 
d xx 

- h 
dxx 

df >, dg 
d x2 dx2 

x2 = 0 

X,$r(», ,a?a) = 0 

ou seja 

8 — 4 a?j — X j (2 ex< + a-2) ^ 0 

10 — 4 a f — X, (a?, + 2a? 2 )^0 

[8 - 4a?i — X, (2c" + a?a)]a?i + 

+ [10 — Ax\ — Kx{xx + 2x2)]x2 = 0 

X, (2 e- + X l x 2 + x l - 10) = 0 
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f 8 — 4 a ? , ^ 0 
Com X, = 0 , ter ia de ser \ 

1 ' | 1 0 - 4 Í C | ^ 0 
I a?, ^ 2 

ou J , 0 que implicaria xx = 2 
[ x 2 > V b / 2 , 

e a?2 = Vô/2, pois tem de ser satisfeita a 
3." condição. Ora o ponto (2 , Võ/2) não 
satisfaz à restrição. 

Terá pois de ser X, > 0 o que implica 
2ex' + x x x 2 + x% —10 = 0 . Se fosse a?, = 0 , 

viria x2 = 2 \[2 e teria de ser satisfeita a 
c o n d i ç ã o 10 — 4 (2 y/2) 3 - X, 4 / 2 = 0 ou 
10 — 64 s[2 — X, 4 / 2 = 0 que não é compa­
tível com Xj > 0 ; se fosse x2 = 0 , viria 
xx — log 5 e teria de ser satisfeita a condição 
8 — 4 log 5 — 10 Xj = 0 o que é possível com 

= ——2 log 5 > 0 mas a condição 10 — 
5 

— 4 as§ — Xj (a?j + 2 a?2) = 0 não é satisfeita 

pois 10 — 
4 —21og5 

log 5 > 0 . Então terá 

de ser ar, > 0 e ar2 > 0 , com Xj > 0, isto 
é, terá de ser satisfeito o sistema 

8 — 4 ar, 
10 — 4 xl 

Xj (2 ew + ar2) = 0 
X, (ar, + 2 x2) = 0 

2e*> + ar, ar2 + x\—10 = 0 

que infelizmente não é constituído por equa­
ções lineares. Eis um exemplo em que é difí­
cil obter a solução óptima a partir das con­
dições de K U H N - T U C K E R . 

A fim de se avaliar a importância da 
condição de regularidade de K U H N - T U C K E R 
consideremos o seguinte problema : 

E X E M P L O 3.6. Maximizar / (ar) = ar, com 
as restrições 

9\ 0*1 > x2) — x2 — 0*1 — l ) 2 ̂  0 

ar, > 0 x2 > 0 . 

A região admissível apresentada já na 
fig. 1 mostra que o máximo de /(ar) é atin­
gido para a?, = 1, x2 = 0 . No entanto, as 
condições de K U H N - T U C K E R não são satis­
feitas nesse ponto pois nele, como se viu já 
(n.° 3), não é verificada a condição de regu­
laridade. 

De facto, teria de ser 

dx\ d x x 

d x2 d x 2 

ar, 
\ d ar, d ar, J \ d x 2 d r 2 ) 

Xi 9\ (* i , ara) = 0 

ou 

1 + X j 2 ( a - , - l ) ^ 0 

-x ,^o 

xx [1 + Xj 2 (ar, - 1)] + ar2 ( - X , ) = 0 

A , [ a - 2 - ( a - , - l ) 2 ] = 0 . 

Com X, > 0 , viria x2 — (xx — l ) 2 = 0 e 
x2 = 0 , isto é, o ponto (1 ,0 ) mas este não 
satisfaz às 1.' e 3." condições. 

Com X, = 0 , a 1." condição não é satis­
feita. 

I 

4. Interpretação e c o n ó m i c a 

4. 1. Interpretação dos multiplicadores de Kuhn-
-Tucker 

Consideremos o programa matemático na 
forma 

maximizar/(ar) 
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com s r^stnvões 

1) g,(x)^0 (t*==l , • • ,w). 

Como se vin. as condições de K U H N -
- T U C K E R associadas a este programa podem 
apresentar-se do modo seguinte: 

2) X ( > 0 (»—1 , m) 

3) i f 

à X j 
- ^ h A E L = 0 e d e 4 ' ) 

4) A^íaO — O ( < - l , • . . , « ) . 

Em certas condições, se x° é solução 
óptima do programa matemático, então existe 
um vector >0 » (>0 f . . . ', xo ) tal que (a» , X°) 

satisfaz 1), 2), 3) e 4). Sendo f ( x ) côncava 
e Çi(x) convexas, as condições também são 
suficientes. 

Pode parecer à primeira vista que estas 
condições têm reduzido interesse prático para 
o gestor. Não ó raro deparar com a opinião 
de que, no domínio da programação matemá­
tica, basta saber na prática formular o pro­
blema e resolvê-lo numèricamente. Ora, de 
facto, isto não ó suficiente na prática da 
gestão e para o provar consideremos o,pro­
blema seguinte : 

Suponhamos que o gestor, por meio de 
um investimento adicional, substitui as res­
trições 1) por 

1') gi(x)&bt (i = l , . . . , / n ) (&,>0) 

e admitamos que a passagem de 0 a um 
pequeno valor positivo bt exige o investi­
mento %i b{. Põe-se o problema de saber se 
este investimento ó rendável ou não. 

Para responder a esta questão considere­
mos o novo programa matemático em que 1) 
ó substituído por 1') e portanto 4) por 

4') h[gi(x)-bi] = 0 (»'—!,...,«), 

Admitindo que as m + n equações 3) e 4') 
nas m. -\- n incógnitas X, , • •• , ~km , X\ , • • • ,Xn 
dão as funções X ;(6), Xj(b) contínuas e de­
riváveis, seja :p(6) o máximo de f ( x ) (fun­
ção de rendimento líquido) com as restrições 

Tomando o ponto 6 = 0 , vem de 3) 

d f - 2 Vdg, o 

dhgi(x°) + lïdgi — lidbi = 0 . 

Se gi(x°) = gi(x(0))<0, então gi(x(b))<bt 

numa vizinhança de 6 = 0, de modo que 
Xj(è) = 0 nessa vizinhança, o que implica 
dligi(x°) =- 0 ; a mesma conclusão é verda­
deira se <7i(a?°) = 0 . Logo, tem-se 

}$dg( = lldbi 

d f - 2 Kdbi, 
i = l 

dbi / 4 = 0 

e portanto 

isto ó, 

5) 

Vê-se assim que o multiplicador X? repre­
senta o valor marginal correspondente à 
relaxação da t-ésima restrição (X? = 0 se 
S ' i ( * ° ) < 0 ) , supondo evidentemente que não 
existem quaisquer restrições para o ajusta­
mento de a; 0. 

O acréscimo A<p do lucro máximo é, 
considerando apenas os termos de primeira 
ordem, 

A Ç - X Í Í , + . . . +rmbm. 

A resposta ao problema inicialmente pro­
posto está dada. A rendabilidade do investi-
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mento avalia-se comparando Açp com 2J W Í ^ Í « 
• = l 

Como se vê, os multiplicadores X ; represen­
tam verdadeiros preços contabilísticos (preços-
-sombra ou pseudo-preços) dos vários recursos. 

4. 2. Interpretação das condições de Kuhn-Tucker 
no âmbito da economia de empresa 

Admitamos que uma empresa possui n 
actividades e representemos um programa 
por um vector de n í v e i s de actividade 
x = (a?1, • • • , x„) . Fixemos a hipótese de que 
a empresa deseja maximizar uma função de 
rendimento líquido f ( x ) , supondo que exis. 
tem m restrições sobre os níveis das activi­
dades 

gi(x)^0 (i = 1 , . . . ,m) 

x>0. 

A interpretação económica das derivadas 
parciais de f ( x ) e gt (x) é a seguinte : 

d f 
—— = rendimento marginal da ̂ '-ésima acti-
àXj 

vidade 

•' ^ l = efeito marginal da j ósima actividade 
dXj 

na i-ósima restrição. 

Dispondo de um conjunto de valores não-
-negativos Aj , • • • , l m (preços contabilísticos) 
associados às m restrições é evidente que 

<=1 dxj 

representa o custo imputado marginal da 
y-ésima actividade. 

As condições de K U H N - T U C K E R estabelecem 

que, sendo x a solução maximizante, existem 

valores imputados não-negativos h tais que 
são cumpridas as condições seguintes: 

1. 9i{x)<Z0 

isto é, x é admissível. 

2. gc{x) < 0=>Ã; - 0 

isto é, se a í-ésima restrição é inactiva, 
então o valor imputado associado é 
zero. 

        

isto é, o rendimento líquido marginal 
da j-ésima actividade é inferior ou 
igual ao seu custo imputado. 

\ d X j J j . = l \ d X j J x 

o que significa que, sendo o rendimento 
líquido marginal da j-ésima actividade 
inferior ao seu custo imputado margi­
nal, a y-ésima actividade não é utili­
zada. 

Os teoremas que envolvem a função lagran-
geana também possuem interpretação interes­
sante como se vai ver por meio de um 
exemplo. 
Admitamos que uma indústria pretende maxi­
mizar o lucro f ( x ) e que a produção satisfaz 
a certo conjunto C de restrições no espaço 
n-dimensional. Suponhamos que o governo 
pretende que algumas restrições suplemen­
tares 

gi(x)^0 ( í = l , - . . , m ) 

sejam satisfeitas. Para esse efeito pode ser 
criado um sistema de impostos e subsídios 
por forma a funcionar do modo seguinte : se 
a indústria viola alguma restrição, isto é, se 
gi(x)>0 para algum i , então ó aplicado 

file:///dXjJj
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um imposto Xi</;(a;); se a produção é t a l que 
gt (x) < 0 para algum i, então o governo 
paga um subsídio — hgi(x) (supõe-se Xj>0) . 
O problema da indústria consiste agora em 
maximizar (em x, para um dado vector 
X > 0 ) a função lagrangeana 

m 

F ( x , X ) = f ( x ) - 2 h 9 i ( x ) 

com xe C, enquanto o problema do governo 
se reduz a minimizar (em X) a mesma função 
F(x, X) sujeita a X > 0 . A solução óptima 
é evidentemente o ponto-sela de F (se, 1). 
Na prática, o diálogo entre o governo e a 
indústria pode estabelecer-se do modo 
seguinte : 

1. O governo fixa um conjunto de taxas 
e subsídios X ° > 0 , ,X° > 0 . 

2. A indústria maximiza F (x, Xo) com 
xe C e propõe ao Governo a solução 
óptima x°. 

3. O governo examina cada gi(x°) (t = 
- 1 , • • • , m) : 

3. 1 Se £ T i ( a : 0 ) > 0 , então o imposto 
não ó suficientemente elevado ; 
X° deve ser s u b s t i t u í d o por 
X? > X9 ; 

3. 2 Se gt (x°) < 0 e XÇ> > 0, então 
é possível reduzir o subsídio, 
substituindo XJ por O s X j < A ° . 

3 .3 Se ^ ( Í C O ) ^ O e X0^(a;0) = 0 , 
então A] = XJ. 

O diálogo repete-se então com X1 em vez 
de X°. 

4. 3. Contribuição da programação matemática 
para a reformulação das teorias matemá­
ticas do consumo e da produção 

indivíduo maximizar a sua função de utilidade 
n 

u(xx, ,xn) com a restrição 2 Pj^j=M. 
j - \ 

É esta a formulação clássica que conduz à 
célebre lei da igualdade das utilidades mar­
ginais ponderadas deduzida através do método 
dos multiplicadores de L A G R A N G E . Mas, não 
impondo a restrição, x>0, o indivíduo 
arrisca-se a encontrar uma solução sem signi­
ficado económico. Por exemplo, se 

U =» (1 + £C,) (1 + X 2 ) 

e 

4 a?j + x2 = 1, 

o ponto óptimo que se encontra ó x* = 
= (— 1/4,2) que dá u* = 9/4. A solução 
ó inaceitável sob o ponto de vista económico 
pois x* = — 1/4 < 0. 

Ora, pondo o problema sob a forma (') 

max u (x) 

com as restrições 

px = M 

x>0 

a teoria atrás desenvolvida permite chegar 
à solução satisfatória. 

Notemos que as condições de K U H N - T U C K E R 
para o problema de programação 

max f ( x ) 

com as restrições 

G(x) = 0 

x>0 

Como se sabe, o problema fundamental na 
teoria matemática do consumo consiste em o (') Tomou-se p = [pi pz • • • p„] . 
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reduzem-se a 

V f ( x ) -lVG(x)^0 

[ f ( x ) - Ï V G ( x ) ] x = 0, 

com X sem restrição de sinal ('). 
Para o caso presente é 

n 0 

G(a?) = 2 pjxj — M=0 

e portanto vem 
- I p j ^ O ( j = l , . . . , n ) 

\ d x j / - g 

. £ [ ( t & - i * ] * - ° -
A interpretação económica de X é aqni 

d w* 
(utilidade marginal da moeda ou, mais 

d M 

propriamente, utilidade marginal do rendi­
mento). As condições de K U H N - T U C K E R esta­
belecem então que, sendo x a solução maxi-
mizante, 

(!) O problema equivale a maximizar / ( x ) com 
aa restrições 

G (a>)^0 
- < ? ( * ) ^ 0 

Então, com Xj 2> 0 e X2 > 0 , as condições de K U H N -

- T C C K E K reduzem-se a 

[ V / ( x ) — X, V Cf (x) + Xj V G (x)] x = 0 

ou, simplesmente, 

V / ( x ) - X V < ? ( x ) ^ 0 

[ V / ( õ ) —X~V <? (xj]x = 0, 

com X = Xi — X2 sem restrição de sinal. 

isto é, a utilidade marginal ponderada 
do _;'-ésimo bem ó inferior ou igual à 
utilidade marginal da moeda. 

isto é, sendo a utilidade marginal pon­
derada do J-ésimo bem inferior à uti­
lidade marginal da moeda, o j-ésimo 
bem não é consumido. 

Sendo j\ , ••• , j . os bens consumidos, 
tem-se então 

/ d u \ / du \ / du \ 
V d xh / ; = V d xh jz = _ \ d x j j z ^~ 

Vh Ph Pi. 

e para os bens não consumidos é 

( d x j \ / P j ^ 

Para a função de utilidade 

U mm (1 + Xi) (1 + X2) , 

com 
4 a?, + a?2 = 1, 

as condições de K U H N - T U C K E R fornecem a 

solução óptima x = (0 ,1) para a qual se tem 
o conjunto de valores 

( J J L ) _ 2 , = l , X = l 
\ ^ 1 / ( 0 , 1 ) \ < ^ 2 / ( 0 , l ) 

que satisfazem às proposições enunciadas : 

(AJL) / I = i = x 

(-ti.) / 4 = 1 / 2 < X . . 
\ 0*1 / (0 ,1 ) / 

file:///dxjjz
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O problema fundamental da teoria mate­
mática da produção também pode agora ser 
formalizado com maior rigor : 

Maximizar a função de produção f ( x ) 

com a restrição de custo 

p x = C 
e 

x>Q. 

Os resultados são formalmente idênticos 
aos que se obtiveram para a teoria do con­
sumo. O multiplicador X é agora 

onde A é matriz simétrica de ordem n semi-
definida positiva, B ó matriz m X n , 

dC 

que é o inverso do custo marginal. 

5. Programação quadrát ica 

Sob o ponto de vista da existência de algo­
ritmos eficientes para a pesquisa da solução 
óptima, o caso especial da programação qua­
drática reveste-se de especial interesse e por 
isso será aqui discutido. 

Todos os vectores-filas considerados nesta 
secção são tomados como vectores colunas, 
excluindo o gradiente de f ( x ) que, tal como 
anteriormente, será o vector-linha 

[_ d xx dxn^ 

Entende-se por programação quadrática o 
problema que consiste em maximizar a função 
côncava 

f ( x ) = cT x — xT Ax 

sujeita às restrições lineares 

Bx<.b 

c = r c, " J , x - r xx H e b = p j "I 

L c„ J LxnJ ]_bm J 

Aliás o problema pode formular-se de três 
maneiras diferentes : 

1) max \f(x):Bx^.b/\ x^0\ 

2) max {f(x):Bx = b a?>0 | 

3) max | / ( * ) : Bx^b\. 

E m 2) as inequações transformaram-se em 
equações mediante a introdução de variáveis 
auxiliares e em 3) as restrições xj^O (se 
existem) foram integradas no sistema de res­
trições Ax<Z,b. 

Como se disse no n.° 1, não existem actual­
mente algoritmos eficientes para a pesquisa 
da solução óptima de um programa matemá­
tico geral. Os melhores métodos de cálculo 
conhecidos até hoje são os que permitem 
resolver um programa quadrático. Alguns 
deles serão expostos seguidamente. 

5.1. Método de Wolfe 

O método que se vai descrever é também 
conhecido por método do simplex para a pro­
gramação quadrática e apoia-se nas condições 
de K U H N T U C K E R . 

Adoptando a formulação 

m a x / ( x ) = cTx — xT Ax 

com as restrições 

Bx=*b 
x>0, 

as condições de K U H N - T U C K E R garantem 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 29 

que x é solução óptima sse existe y = 
= | - y 1

_ | , não sujeito à condição de não-

L̂™ J 
-negatividade, tal que 

Vf(x)—yTVG(x)^0 (G(x)=Bx-b = 0) 

Ff&-yTVG(x)]x = 0 

ou, fazendo 

Vf(x)-yJVG{x) = — v T , 
com 

   

      
   

que se pode escrever ainda na forma 

2 Ax + BTy — v = c 

vT x = 0 . 

O problema de programação quadrática 
pode pois resolver-se, procurando x>0 e 
t>>0 que satisfaçam às restrições 

2Ax+ BTy — v = c 
Bx = b 

vT x = 0 . 

Escrevamos 

B x + Ei zt = 6 
2 A x + B T y — v + E2z2 = c 

onde Z j é vector com m componentes e z 2 

é vector com n componentes. As matrizes 
El e E2 são matrizes diagonais cujos ele­
mentos principais são + 1 por forma que 
todas as componentes de Z j e z2 sejam 
não-negativas quando x = y = v = 0 . Utili-
za-se depois o método do simplex para mini­

mizar a soma das componentes de zl mais a 
soma das componentes de z2 (se houver 
solução óptima para o programa quadrático, 
esse mínimo ó zero) com as restrições a;>0, 
« > 0 , z, > 0 , z 2 > 0 e com uma regra adi­
cional : para j — 1 , • • • , n , se Xj está na 
base não se admite rj ; se Vj está na base 
não se admite Xj. Se existe solução óptima, 
as componentes de x da solução (se existe) 
resolvem o problema de programação qua­
drática. 

E X E M P L O 5. 1. Maximizar f ( x ) = 4 x t + 
+ 2 x2 — te2 — a?| com as restrições 

x l + x 3 = 2 
a?] 2;0 , x2>0. 

Neste caso, tem-se 

H l Î ] fl=[I1] 

e portanto 

[ í í ] 

[ o ^ ] [ : ; M Í > - K : ; > 

• E i 
isto é, 

a?i + x2 -f z n = 2 

2 x

2 + #1 — v 2 + z 2 2 = 2 
v i x \ + *"2 x2 =• 0 • 

A função-objectivo que deve ser minimi­
zada é 

«11 + *21 + z22 
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com as restrições apresentadas e a ^ í g O , 
x2>0, " i ^ O , v 2 ^ 0 , z u > 0 , ? 2 1 > 0 , 
222 = 0 6 V\ 8 e m restrição de sinal. Pondo 
yx = Mj — «g (MJ > 0 , w 2 2;0 ) , o programa 
linear a resolver consiste em 

minimizar zxx + z2X + zoa 

(maximizar — zxx — z2X — z<£) 

com as restrições 

xx+x3 + zxx = 2 

2a?i w 2 — + 2 2 i = 4 
2x2 + Ux — U2 —V2 +222 = 2 

tf] a?i + v 2 £r2 = 0 
a : ,>0 , a r 2 ^ 0 , W j ^ O , « 2 > 0 , i > i ^ 0 , 

" 2 ^ ° 5 Z l l ^ O j ^21^0» « 2 2 ^ 0 -

Tomando a matriz 

Dx D2 Dò Dt D5 De D7 Dg Dg 

[ 1 1 0 0 0 0 1 0 0"] 

2 0 1 - 1 —1 0 0 1 0 

0 2 1 - 1 0 - 1 0 0 l j 
obtém-se fàcilmente a solução básica inicial 
sxx = 2, z2\ = 4 , 222 = 2 e o primeiro 
quadro do simplex é 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base c i 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 

A -1 2 1 1 0 0 0 0 1 0 0 

A -1 4 2 0 1 -1 -1 0 0 1 0 

- A -1 2 0 S l -1 0 -1 0 0 1 

-8 -3 -3 -2 2 1 1 - l -1 -1 

CÍ~ZÍ 3 3 
t 

2 -2 -1 -1 0 0 0 

Os restantes quadros derivam-se da ma­
neira habitual: 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base c / 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 

-1 í r n o -1/2 1/2 0 1/2 1 0 -1/2 

A -1 4 2 0 1 -1 -1 0 0 1 0 

A 0 1 0 1 1/2 -1/2 0 -1/2 0 0 1/2 

*i -5 -3 0 -1/2 1/2 1 -1/2 -1 -1 ]/2 

3 0 
Î 

1/2 -1/2 -1 1/2 0 0 -3/2 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base c í 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 

Pt 0 1 1 0 - •1/2 1/2 0 1/2 1 0 -1/2 

« - A -1 2 0 0 [2j -2 -1 -1 -2 1 1 

A 0 1 0 1 1/2 -1/2 0 -1/2 0 0 1/2 

-2 0 0 -2 2 1 1 2 -1 -1 

Cj—Zj 0 0 2 -2 -1 
t 

-1 -3 0 0 

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Base «í 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 

A. 0 3/2 1 0 0 0 -1/4 1/4 1/2 1/4 1/4 

A 0 1 0 0 1 -1 -1/2 --1/2 -1 1/2 1/2 

A 0 1/2 0 1 0 0 1/4 -•1/4 1/2 -1/4 1/4 

«i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

«V—*j 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 

Atingiu-se o mínimo de zxx + z2\ + z22 e 

portanto o máximo da f u n ç ã o - o b j e c t i v o 
obtém-se para xx = 3/2 , x2 = 1/2 . 

5. 2 Método de Frank e Wolfe 

Sabe-se que para o problema de progra­
mação quadrática as condições de K U H N -
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T U C K E R são necessárias e suficientes para a 
existência de óptimo. 

De acordo com a demonstração do teorema I 
do n.° 3 , a? é solução do problema de pro­
gramação quadrática sse 

V f ( x ) x — max j V / ( Í C ) to: w ^ 0 A B w ^ b \ 

onde 

w = 

L ^ n J 

O teorema da dualidade da programação 
linear justifica que max jV/(cc) w : w> 0 A 
A B w<.b\ = m in \u T b: t t > 0 A u T 5 ^ V / ( « ) 
onde M = r « i ~1. Então a condição neces-

sária e suficiente para que x seja solução 
óptima é que 

max I Vf(x)x—uT b:u^0/\uT B> Vf(x) J = 0 

porque 

Vf(x)x — min uTb = 0 
e 

Vf(x)x—min ttrô = max|V/(íe)a; — u^ôj . 

Seja 
. F (ÍC , M) = V/(a?) x — uTb 

= (cT — 2xTA)x — uTb 
= cT x — uTb — 2 xT A x . 

Em virtude do exposto, é fácil concluir que 
x é solução óptima do problema de progra­
mação quadrática sse existe u tal que 

» ^ 0 , M > 0 , Bx^b , V f ( x ) ^ u T B , 

F(x,u) - 0 . 

O problema equivale pois a maximizar 
F(x,u) (cujo máximo é zero) sujeita às 

restrições apresentadas. O algoritmo de F R A N K 
e W O L F E utiliza o método do simplex da pro­
gramação linear. Introduzindo variáveis auxi­
liares v = r » ! ~l e y = r~yl "1 , pode-se 

L V m J L Vm J 

reformular o problema do modo seguinte : 

Dadas as restrições 

x^O, M ^ O , v^O, 

B x + y = b 

2Ax + BTu — v = c 

vT x + uT y = 0 , 

maximizar 

F(x,u) cT x — uT b — 2 xT A x — 
= — vT x — uTy . 

O valor máximo é zero, se existir solução 
óptima para o programa quadrático. 

As fases do algoritmo de F R A N K e W O L F E 
são as seguintes : 

com 

Constrói-se a equação 

B 
\A 

0 I 
BT 0 • Î ] 

x 
u 
y 
V 

Escolhe-se uma solução admissível bá­
sica inicial como no método do sim­
plex. 
Exprime-se d e todas as colunas de 
D em termos da base escolhida. 
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4. Seja v)\ o vector constituído pelos 
coeficientes da combinação linear de 
d em termos dos vectores da base. 
Utilizando os coeficientes de w\ nas 
posições indicadas pelos índices dos 
vectores da base e zeros nos outros 

lugares, obtenha-se = 

5 . Calcula-se vT x + uT y . 

u 

y 
V 

a) Se v T x + u T y = 0, o algoritmo 
termina. 

b) Se vT x + uT y =f= 0 , o algoritmo 
procede de acordo com as fases 
seguintes. 

6. Seja V F(w) o gradiente de F to­
mando as derivadas parciais de F em 
relação às componentes de w, na 
ordem em que aparecem em w . 

7. Calcula-se Vi^io , ) e usa-se V F(w{) 
como vector dos coeficientes de custo 
no método do simplex para obter a 
nova base. 

8. Obtém-se w2 a partir do vector d ex­
presso como combinação linear da 
nova base. 

9. Calcula-se F{w2) = vT x + uTy . 

a) Se vTx + u T y = ' 0 ) o algoritmo 
termina. 

b) Se vTx-\-uTy =j= 0 , e 
c) Se vTx-\-ury não decresceu em 

relação à fase 5 , determine-se ^ 
. talque F(w) = F[u>i+'k(w3 — wl)] 

(0<ÍÀ<; 1) é minimizada. Obtém-se 
assim o novo w para o qual V F 
é calculado, achando-se os coefi­
cientes de custo. Quando c) está 
completada volta-se à fase 5 . 

E X E M P L O 5 . 2 . Maximizar f ( x ) = Axx + 
+ 6 x2 — a?J _ 3 a»! c o m a s restrições • 

xx + 2x2^4 
x^O, x2>0. 

Para este problema é 

D w 

A D2 D5 Z>4 D5 DB 
w 

"1 2 0 1 0 0 " ~*1 
2 0 1 0 — 1 0 a? 2 

_ 0 6 2 0 0 — 1 _ u 
y 
vi 
v2 

Tomemos, por exemplo, a base inicial Z ) 3 , 
Z) 4 e De e exprimam-se os restantes vecto­
res de D como combinações lineares destes. 
Como 

ro í on 
[D, Z?4 Z) f l ]- i = 1 0 0 , 

Lo 2 - l j 
vêm os coeficientes seguintes 

d = [Ds 

D2 : [D5 

[I] 
[;] 
[J] 
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Z ) 5 : [ Z ) S D 4 Z ) 5 ] 

Hf] 
'[-!]-[:;] 

Pode pois construir-se o quadro 

1 2 3 4 5 6 

Ds 
4 2 0 1 0 - 1 0 

Di 4 1 2 0 1 0 0 

D6 
2 4 - 6 0 0 - 2 1 

Notemos que se obtém wx exprimindo d 
como c o m p o s i ç ã o linear dos vectores da 
base. Tem-se F (w{) = (— vT x — uT y)Wl = 

[0 2] j~0 J — [4] [4] = — 16 e portanto 

temos de calcular V F(v){). Ora neste caso 
F(w) = — vx ari — v2 x2 — «! y\ e portanto 

àF 
d xi 

d F 
dxz 
dF 
d MI 

i —vi = 0 

— yi = — 4 

dF 
dyi 
dF 
d vi 
dF 
d V2 

— — «i = — 4 

= — xi = 0 

= _ X i = 0 . 

Adoptando um quadro análogo ao que se 
utiliza no método do simplex para a progra­
mação linear, vem 

0 —2 —4 - 4 0 0 

Ai —4 4 2 0 1 0 —1 0 

Di - 4 4 1 2 0 1 0 0 

^De 0 2 H —6 0 0 - 2 1 

- 1 2 —8 - 4 —4 4 0 

12 6 0 0 —4 0 

Como a maior diferença positiva ó 12, 
isto indica que se deve introduzir na base o 
vector Z>i. Para determinar o vector que 
deve ser retirado calculasse 

mm ( componente da so lução bás i ca ici 

correspondente componente positiva de Di 

} x . / 4 4 2 \ i > a í = m i n ( Y , T , T ) - l / 2 

e portanto o vector a retirar é D6 . O novo 
quadro é 

u'2 1 2 3 4 5 6 

Da 
3 0 3 1 0 0 - 1 / 2 

Di 7/2 0 7/2 0 1 1/2 - 1 / 4 

Di 1/2 1 —3/2 0 0 - 1 / 2 1/4 

U>1— 
1/2 

0 

3 

7/2 

0 

0 

u 

y 

F(w»)«= —[0 0 ] p / 2 J - [ 3 ] [7 /2]= - 2 1 / 2 

= o 

» 0 

- - 7 / 2 

Tem-se agora o quadro 

dyi 

dF 
d vi 

d F  

d i>2 

3 

= - 1 / 2 

:0. 
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w2 0 0 - 7 / 2 —3 - 1 / 2 0 

—7/2 3 0 s 1 0 0 - 1 / 2 

D* - 3 7/2 0 7/2 0 1 1/2 - í / 4 

Dl 0 1/2 1 - 3 / 2 0 0 - 1 / 2 1/4 

zs 
F —a 

0 

0 

—21 

21 

t 

—7/2 

0 

- 3 

0 

- 3 / 2 

2 

5/2 

—5/2 

O vector a introduzir na base é D% e o 
vector a retirar ó Z) 3 ou Z ) 4 . Admita-se 
que é D5. O novo quadro obtém-se fàcil-
mente : 

w3 1 2 3 4 5 6 

D2 
1 0 1 1/3 0 0 - 1 / 6 

Dt 0 0 0 - 7 / 6 1 1/2 1/3 

©1 2 1 0 1/2 0 - 1 / 2 0 

~ 2 ~ 1 

1 1-
0 u 
0 y 
0 1 
0 r 

í > 3 ) = - [ 0 0 ] ^ J - [ 0 ] [ 0 ] = 0 

Logo, atingiu-se a solução optimizante dada 
por a?i = 2 e x% = 1. 

5. 3. Métode de Beale 

O método de B E A L E para resolver um pro­
blema de programação quadrática não utiliza 
explicitamente as condições de K U H S - T U C K E R . 

Consideremos o problema de minimizar a 
função convexa 

f ( x ) = a + cTx + xT A x (a constante) 

com as restrições lineares 

x^O. 

É fácil ver que f ( x ) se pode escrever na 
forma 

" 1 " d f 

/(a?)=a + 2 c3xi + — 2 xi~r~-

O método de B E A L E , que se descreve se­
guidamente de modo intuitivo, apresenta 
muitas semelhanças com o método do simplex 
para a programação linear. O processo para 
achar uma solução admissível básica é o 
mesmo porque as restrições são lineares. 
Suponhamos determinada uma solução admis­
sível básica não-degenerada (771 variáveis 
básicas positivas e n — m variáveis não-
-básicas nulas). Como mais adiante são intro­
duzidas novas variáveis não-básicas uk, que 
não são x, designemos por zk uma variá­
vel não-básica. 

O processo começa por incrementar uma 
das variáveis não-básicas até que um dos 
três casos seguintes se dê : 

1. A função / começa a crescer. Isto 
acontece se d f / d z k se torna nula e 
depois positiva, onde ó a variável 
não-básica para a qual | d f j ò zk \, entre 
todas as d f / d zk^0, tem o maior valor 
no ponto inicial. É claro que, na di­
recção de zk, f decresce mais rapida­
mente e portanto a variação ao longo 
de zk conduz mais ràpidamente ao 
m i n / . 

2 . Uma das restrições é violada quando 
zk cresce. 

3. Quando zk cresce, uma das variáveis 
básicas, que originalmente tinha um 
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valor positivo, torna-se negativa, vio­
lando a condição x}; > 0 . Esta con­
dição é essencialmente a mesma que (2). 

Consoante o caso, introduz-se um novo 
conjunto de variáveis não-básicas, segundo 
um processo que se descreve adiante. Prosse­
guindo deste modo, atinge-se um ponto onde 
nenhuma variação posterior do valor de uma 
variável não-básica produz decrescimento do 
valor de f . Como f é convexa, o mínimo 
absoluto é atingido. 

Seja Xi uma variável básica e zj uma 
variável não-básica. Então, usando as res­
trições lineares, pode escrever-se 

n - rn 

1) Xi « • « J 0-f- 2 *tj *J (* = Í , 2 , , » ) 
J" = l 

onde Zj = x m + j . A função / também se pode 
exprimir em termos das variáveis x} de 
acordo com as expressões 1) : 

n—m n—m 

2) / - 2 2 P<J**4 

onde z0 = 1 e Z\, « • •, zm são variáveis não-
- b á s i c a s . Se d f / d z k < 0 p a r a algum 
k(k = 1, • • • , n — m), então um pequeno 
aumento de zk com zt = 0 (i=j=k) redu­
zirá / . É claro que é conveniente aumentar 
zk até que (1) algum xk se anule e decresça 
para valores negativos ou (2) d f / d z k se 
anule e passe a tomar valores positivos. No 
caso (1), o conjunto de variáveis não-básicas 
é mudado, substituindo xk por zk, e expri-
me-se / em termos das novas variáveis não-
-básicas ; no caso (2), como d f j d zk é uma 
função linear dos Bj, introduz-se 

1 df 
«* = — — 

2 dzk 

como variável não-básica. Esta variável uk 

é semelhante a qualquer outra variável não-

-básica; a diferença reside em que uk pode 
tomar valores positivos e negativos (por esse 
facto é uk uma variável livre). 

Enfim, as fases do algoritmo são as se­
guintes : 

Fase 1 — Acha-se uma solução admissível 
básica. 

Fase 2 — Exprime-se / em termos das 
variáveis não-básicas. 

Fase 3 — Calcula-se 

dfldzu {k = 1, • • • , n — m) 

e escolhe-se zk por forma que 
\ d f / d z k \ é o maior entre todos 
os k para os quais df/dzk<iO. 

Fase 4 — Deram-se três condições para o 
acréscimo de zk que vão ser 
agora aplicadas. Resolve-se em 
ordem a zk a equação dfjd zk=0, 
que ó linear em zk e portanto 
conduz a um só valor de zk, 
mantendo nulas as outras variá­
veis não-básicas. Resolve-se tam­
bém em ordem a zk cada uma 
das equações 

Tl - m 

3) Xi = <xi0 + 2 
3 - 1 

onde 

*,-=0 (j=f=k) 
e 

Xí = 0 . 

Comparam-se os diferentes valo­
res de zk obtidos destes cálculos. 
Seja zK o menor de todos. 
Segue-se a Fase 5a se z*o não 
se obtém das equações 3) ; caso 
contrário segue-se a Fase 5b. 

1 d f 
Fase5a.—Põe-se uk= — e resolve-se 

2 dzk 

em ordem a zk (esta expressão 
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é linear em zk). Substitui-se de­
pois zk por essa expressão. No-
te-se que nesta fase uk =» 0 por­
que d f l dzk = 0. 

Fase 5b — Tendo-se determinado zka como 
o menor dos valores correspon­
dentes a uma certa equação em 
3), substitui-se zk em / pelo x{ 

nessa equação e obtém-se uma 
nova expressão para f nas va­
riáveis não-básicas. Note-se que, 
nesta fase, zk é básica e igual a 
— a í o / a i * • 

Fase 6 — Calcula-se d f j ò z k , onde zk é 
qualquer variável n ã o - b á s i c a . 
Calcula-se \ d f / d z k \ para todos 
os zk tais que d f / d z k < 0 ou 
Zk=*Uk . 

Distinguem-se dois casos : 

Caso 1. Se \ d f / à z k \ é máximo para 
zk = uk, então uk deve decres­
cer ou crescer consoante df/duk 

é positiva ou negativa e segue-se 
a fase 5 usando a nova solução 
admissível com o mínimo valor 
de zk acabado de calcular. 

Caso 2. Se zh não é uk, então retoma-se 
a fase 4. O algoritmo termina 
quando a variação de qualquer 
variável não-básica já não pro­
duz uma diminuição do valor de / . 

ExEMPio 5. 3. 

minimizar / = x\ + x\ - 4 ^ — 2x 2 + 5 

com as restrições 

xí-\-x2^2 

xx ;> 0 , ï j ^ O . 

Tomando a variável auxiliar £ f 5 > 0 , a 
desigualdade transforma-se na equação xr + 

+ £r2 + a?3 = 2 . Uma solução básica ime­
diata é »i = a?2 = 0 , #3 = 2 . Tem-se 

d xi 
= 2xi-4 

AL 
d X2 

= 2 x 2 - 2 

a?3 = 2 — xi — x% 

\ d xi /Xí=q 

df 

x,=2 

d X 2 / x , = 0 
x,=0 
x„=2 

= - 2 

e portanto deve ser aumentada a variável 
não básica xi. 

Tomando x5 = 2 — xi — x2, vem 0 = 2 — 

— xi ou xi = 2; de df 
d xi 

•• 0 vem também 

xi = 2 . Como os valores são iguais, tome-se, 
por exemplo, a equação a?3 = 2 — xi — x2 

que, resolvida em ordem a xi (nova variá­
vel básica), dá 

xi — 2 — x2 — a?3 

e proçeda-se à substituição em / . Vem 

/ = 2 x\ + x\ + 2 x2 x5 - 2 x2 + 1. 

Tem-se agora 

df , 

áa?3 

. 4 a < a T - 2 a f c - 2 = - 2 
\ á X 2 / x , = 0 

x, = 0 

= 2x5+2x2 = 0 
\ d x 5 / x , = Q 

x3<=0 

e portanto deve-se aumentar x2. Como de 

Xl = 2 — X2 — £P3 

vem 
0 = 2 — # 2 — 0 , 

a;2 = 2 , 
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e de 

vem 

ou 

4a?2 + 0 — 2 = 0. 

a ' 2 = i r 2 ' 

a variável x2 só poderá aumentar até 1/2. 
Fazendo 

w2 = — = 2 * 2 + ^ - 1 , 
2 () ÍT 2 

vem 

2 2 2 

1t | í»2 1 

 

= «3 + 1 m - i > o 
\ á ̂ 3/^=0 

«i=0 

\ dv2J x 'x,=0 
M , = 0 

e portanto nenhuma variação em x5 ou « 2 

produz decrescimento em / e alcançámos o 
mínimo. 

Portanto a solução minimizante ó x5 = 0 , 
a?2 = 1/2 , » ! = 3/2 e o mínimo ó / = l / 2 . 

ó. Programação côncava geral 

progressos se têm feito no que se refere à 
pesquisa de algoritmos eficientes para resol­
ver o problema geral da programação mate­
mática mas, no caso especial da programação 
côncava, existem já alguns processos, na 
maior parte iterativos, para a pesquisa da 
solução óptima. 

Quando as funções gi{x) são convexas, 
o teorema X I I do n.° 2 ensina que o con­
junto admissível é convexo. Esta propriedade 
e a concavidade de f ( x ) implicam que qual­
quer óptimo local é também óptimo absoluto 
(teorema I I I do n.° 2). Logo, em vez de pro­
curar e comparar um grande número (possi­
velmente infinito) de óptimos loeais, ó apenas 
necessário encontrar um óptimo local pois 
este será necessariamente óptimo absoluto. 

Grande número de algoritmos apoia-se no 
gradiente V/(a?) da função-objectivo e são 
por isso mesmo chamados métodos do gra­
diente. Eles aproveitam o facto de a direcção 
de V/(a?) ser a direcção de máximo cresci­
mento de f ( x ) para, a partir de um ponto 
arbitrário pertencente ao conjunto admissível, 
gerarem uma sucessão de pontos convergente 
para a solução óptima. 

Comparando os diferentes métodos do gra­
diente, verifica-se que eles possuem certas 
semelhanças. Se, por exemplo, o problema 
consiste em maximizar a função côncava 
f ( x ) sujeita às restrições lineares 

Ai x <; bi, 

consideremos um ponto arbitrário x° (inte­
rior ou fronteiro) pertencente ao conjunto 
admissível (AiX°<Lbi). Para passar do ponto 
xk ao ponto x k + l determina-se uma direcção 
sk em x* tal que, para um pequeno > 0 , 

Como já se disse no n.° 3, o problema da 
programação côncava (*) consiste em maxi­
mizar a função côncava f { x ) , supondo que 
todas as funções <7Í(.K) são convexas. Poucos 

(!) Alguns autores chamam-lhe programação con­
vexa. De facto ela t a m b é m se pode definir como a 
m i n i m i z a ç ã o de uma função convexa, supondo que 
as funções <?j (x) são convexas. 
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xk-\-'ksk pertence ainda ao conjunto admissí­
vel. Para isso é necessário e suficiente que 

-<4;S*<S0 para todo o i com AiXk = bt. 

A direcção su diz-se admissível. A função 
f ( x ) tem de aumentar ao longo de xk + 1 8k 

e portanto deverá obedecer à condição 

V y ( a j * ) « * > 0 . 

Toda a direcção s* que satisfaz a esta 
desigualdade diz-se utilizável. Os diferentes 
métodos dão regras para determinar sk de 
entre o conjunto de todas as direcções s 
admissíveis e utilizáveis em xk. Achada a 
direcção s* mais favorável, o cálculo de A* 
faz-se sempre da mesma maneira para todos 
os métodos. Determina-se o valor X' para o 
qual xk + V 8k não pertence ao conjunto 
admissível, assim como o valor 1" para o 
qual f ( x ) ó óptimo sobre xk + \ . Então 
A* ó dado por 

e vem 

xk + i = x k + l k s k . 

Entre os métodos do gradiente figuram os 
de F E I S C H , R O S E N e ZOTJTENDIJK. 

Método recente muito promissor deve-se 
a C . W . C A R R O L . Aperfeiçoado por F I A C C O 
e M C C O R M I C K , ó vulgarmente conhecido por 
método sequencial ou método SUMT{isequen­
tial unconstrained minimization technique»). 

Consideremos o problema de minimizar a 
função convexa f ( x ) sujeita às restrições 
9i 0*0 ̂ 0 (i = 1 , 2 , • • • , TO + w) que incluem 
as condições de não-negatividade x > 0 . 
Admite-se que as funções gi(x) são côncavas. 

O processo iterativo socorre-se da função 

m+n -i 

P ( * ; r ) = / ( * ) + r £ —-r-r 
Í = I 9 i ( x ) 

onde r > 0 ó um parâmetro perturbador. 

A função P(x;r) deve ser minimizada 
para diferentes valores de r sujeita às res­
trições gi(x)>0. Notando que l/gi(x) tende 
para + oo quando ^(a?)-* + 0 , ó evidente 
que o ponto x* que miniminiza P(x;r) 
satisfaz a gt (x*) > 0 (i = 1 , 2 , • • • , m + w). 
Logo o termo 

m+n -Í 

impede que x* seja ponto fronteiro do con­
junto admissível. Este facto ó importantíssimo 
pois reduz o problema da minimização de 
P(x;r), sujeita às restrições gt (x) > 0 , 
à pesquisa de um minimizante interior, o que 
é muito mais fácil. É claro que ainda pode 
ser difícil resolver este último problema e 
usualmente ó necessário utilizar um método 
de aproximações sucessivas mas pelo menos 
o problema pod9 ser resolvido pelos métodos 
clássicos. 

O objectivo último do método sequencial 
é achar uma solução admissível que minimize 
f ( x ) . Ora não é difícil mostrar que 

/ • lim min P (x ; ric) = min f ( x ) ^ v 0 . 
rk = 0 x x 

Note-se que, sendo g (x) côncava, então 
l/g(x) é convexa para todo o x tal que 
g (x) > 0 . Logo, para r fixo, P (a? ; r) possui 
um único mínimo em relação a x. Também 
ó claro que, para ra < rb , 

min P (x ; ra) < min P (x ; rb). 
X X 

Para provar o teorema basta mostrar que 

V e > 0 , 3 k0 : k> Jc0 => I min P(o? ; n)-v0 |< s . 
x 

O r a , sendo v0 = min f{sc), tem-se 
X 

/ ( * ) < Vo + s /2 
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para x suficientemente vizinho do minimi-
zante. Se x* satisfaz a esta condição, esco-
lha-se rx tal que 

min Çi (x*) 
<e/2(m + n) , 

Então, para k > Ic0 , vem 

min P (x ; n) < min P [x ; r K ) < v0 + 

e também é verdade que 

min P (x ; rk) > v0 — s 

dP 

d xi 
= ( « 1 + 1 ) 2 -

{XI - If 

dP 1 r 
dx2 «1 ' 

A solução minimizante de P(xi,x2;r) 
obtém-se facilmente neste caso. Trata-se de 
a?i = l / l + \Jr a?2 = v/r . Quando r -*0 , vem 
a solução optimizante a ? i = l , x2 = 0 já 
encontrada anteriormente por meio das con­
dições de K U H N - T U C K E R (Exemplo 3. 1). 
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Sobre o Teorema dos Códigos para um Canal 
sem Ruído C ) 

por J. Merques Henriques 

0. Sumário. 

E examinado o teorema dos códigos para 
um canal sem ruído dum ponto de vista pro-
babilístico, num caso especial, tomando a 
expansão relativa à base 8 dum ponto do 
intervalo unitário, considerando-a como a 
realização do processo estocástico a ser codi­
ficado e relacionando-a com propriedades 
conhecidas do intervalo unitário, em parti­
cular no que se refere à dimensão de H A U S -
D O R F F B E S I C O V I T C H e ao teorema de SHANNON-

-McMlLLAN- B R E I M AN. 

1. Generalidades e propriedades básicas . 

Seja íi = ( 0 , l ] e R o conjunto dos bo-
relianos de íi . Para cada to e Q associemos-
-lhe a sua expansão infinita relativamente a 
uma base 8 > 2 (8 inteiro), ou seja, 

» - S * ( « ) / 0 ' , 

onde cti («) 0 , 1 , • • • , 8 — 1 . Então cada 
a((to) é uma função mensurável relativamente 
a (Q , R) (para detalhes relativamente à no­
tação ver [4]). 

(*) Trabalho apresentado no «SimpÓBio sobre as 
Teorias da Informação e dos S i s t e m a s » , Lisboa, Se . 
tembro de 1970. 

Deste modo, se P for uma medida de 
probabilidade sobre |aj(») : *'—1,2, • • • j 
é um processo estocástico relativamente a 
(Q , & , P), com e s p a ç o - a m o s t r a f inito , 
H = {0 , 1 , • • • , 8 — 1( , a que aqui chamamos 
alfabeto, sendo os elementos 0 , 1 , • • • , 8 — 1 
as suas letras. 

Inversamente, pode provar-se que se a 
medida de probabilidade P for não-atómica 
(isto é, se com P(A)>0 existir sempre um 
BcA com 0 < P(B)< P(A)), então qual­
quer processo estocástico com alfabeto S 
pode representar-se desta forma. 

Neste trabalho ocupar-nos-emos em parti­
cular daquelas medidas não-atómicas P, re­
lativamente às quais o processo estocástico 
ja; (to) : i = 1, 2 , • • • J é estacionário e ergó-
dico. 

Por definição o processo é estacionário 
se P(a> : a, (to) , . . . , a„ (to)) = P (to : a k + l (u) , 

(to)), com qualquer inteiro k. Quanto 
à ergodicidade, diremos que para a trans­
formação T definida sobre Q por J1ro = 8to 
(mod 1) A é invariante se para AeSi, 
T~l A = A , e que P é ergódica relativa­
mente a T se para todo o A e R invariante 
P{A) = 0 ou P ( A ) - 1 . 

DEFINIÇÃO 1. Chamaremos código a qual­
quer função x contínua e não decrescente 
em [ 0 , 1 ] , tal que X(0) = 0 e *X(1) = 1. 

E m correspondência com cada u obtemos 
então a expansão de x ( M ) relativamente à 
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base 6, de tal modo que virá 

X( M ) = 2 4 i ( » ) / 8 i . 

Agora podemos interpretar o código x 
como um esquema tal que a cada sucessão 
ou mensagem original a — (rij,~o a, •••) de le­
tras de Z lhe faz corresponder uma outra su­
cessão ou mensagem codificada 6 —(é| ,b9, •••). 
Por uma questão de simplicidade só conside­
raremos códigos com o mesmo alfabeto 2 
para domínio e contradominio, aos quais 
também chamaremos input e output. 

Vamos assumir daqui em diante que todas 
as medidas de probabilidade P são não-ató-
micas ; então o código x ^ tal que com pro­
babilidade 1 podemos determinar as primeiras 
n letras de 6 conhecido que seja um número 
finito de letras de a. 

Em todo este artigo só nos ocuparemos 
de um canal sem ruído, isto ó, um código ao 
qual estão associados um input e um output, 
cada um dos quais possui o alfabeto Z . Do 
ponto de vista matemático o canal sem ruído 
é simplesmente o alfabeto H , ao qual se 
associam todas as possíveis mensagens. Se 
uma mensagem a é enviada através do canal, 
ela é recebida com perfeito rigor depois de 
codificada, b . 

O teorema dos códigos para um canal sem 
ruído, de que ó uma versão especial no nosso 
caso o Teorema 5 abaixo, pretende estabele­
cer condições segundo as quais uma mensa­
gem, depois de codificada, b — x («) > pode 
ser retransmitida do output para o input e aí 
reconstituída a mensagem inicial ([6] e [1]). 

D E F I N I Ç Ã O 2. Intervalo fundamental de 

ordem n de Q ó um subconjunto AÍ?,...,**, 
tal que 

= [ w e O : - A i , 

i = 1, • • • , n e / Í Í e Z j . 

É evidente que para qualquer n, A ( n ) é 
um conjunto de inversamente, os con­
juntos A ( n ) geram a a-álgebra . 

No que se segue omitimos os índices 
kx, ••• , kn , visto não haver qualquer possi­
bilidade de confusão, pois trata-se de ele­
mentos prèviamente escolhidos de H . Tam­
bém no caso de n ser bem definido escreve­
remos apenas A (co) ou A . 

Da Definição 2 imediatamente se deduz 
que para todo o n>\ e co e Q existe um e 
um só intervalo fundamental de ordem n 
que contém co. Indicá-lo-emos por A^(co) 
ou A (w) sempre que seja necessário indivi­
dualizá-lo. Este é então o intervalo 0-ádico 
do tipo (Z/9 n , (1+ l ) / 0 n ] , com 1 - 0 , 1 ; 
• •• ,0" — 1 que contém co, pois os 0" inter­
valos de ordem n possuem todos o mesmo 
comprimento, pelo que se se designar por X 
a clássica medida de L E B E S G U E sobre U será 
X(A) = 0 - n . 

Mas agora, se os n primeiros símbolos da 
expansão de co são conhecidos, também o ó A, 
e é então evidente que x ( w ) 6 x ( A ) . Denote­
mos por j x ( A ) | o intervalo 0-ádico mais 
pequeno que contém x(A); deste modo o 
número de símbolos do alfabeto Z na ex­
pansão de x ( M ) 1 u e pode ser determinado 
de maneira unívoca é exactamente a ordem 
do intervalo 0-ádico |x(A)j mas esta ó 
— log9X |x(A)| , onde, tal como acima, ï. é a 
medida de L E B E S G U E . ISSO ó, aliás, óbvio, no 
caso de ser x (&>) — co, por vir — log9 X (A) = n. 

Deste modo, os primeiros n símbolos da 
expansão de co determinam exactamente 
— log6 * IX (A ( n )(w))| símbolos na expansão 
de x(w). 

Assim, podemos medir a eficiência do 
código x > considerando a relação entre o 
número de símbolos determinados na expansão 
de X ( w ) e 0 número de símbolos da expansão 
de co necessários para a determinação daque­
les, a que chamamos a compressão originada 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 43 

por x , e que denotaremos por 

C n ( f o): = - « - i l o g 6 X ! X ( A w ( M ) ) J . 

Para simplificar as deduções que vamos 
fazer substituiremos Cn por 

X).(a):«-B-»Iog 4X(x(A<"> 

Um código x será. eficiente se C„(co) for 
pequeno, no limite para n infinito. Assim, 
definimos 

<3c(u): = lim C7„((a) 
n-*oo 

e 
C£ (w) : = lim inf C„ (w) 

7 Í - + 0 O 

no caso de existirem ambos os limites, e anà-
logamente para Dy (ca) e D* (co) . 

Suponhamos agora que é dada uma medida 
de probabilidade P sobre (Q, , tal que 
P é estacionária, não-atómica e ergódica. 
Se for F(x): = P(0,x] a função de distri­
buição de P, então F é um código. Mos­
traremos abaixo que para este código é 

P (to : DF (<a) = h) - 1 , 

onde h é a entropia relativa de j « f} em re­

lação a P, ou seja, Ã = lim / Dn{u>)dP 
*-*•* , / n 

(a entropia relativa será simplesmente a en­
tropia dividida por log 9). . 

Mostraremos ainda que para qualquer 
outro código x é : 

P(co:Z)» x (to)<A) = 0 , 

de modo que F possui a eficiência máxima, 
como aliás seria de esperar. Quer isto dizer 
que para um dado processo um código será 
optimal se considerado como função sobre Q, 
for precisamente a função de distribuição 
deste processo. 

2. O c ó d i g o F. 

Se, tal como acima, designarmos por F 
a função de distribuição de P, então F é 
um código que goza da propriedade de que 
com to =j= &>' , 

P ( C O : P ( Í O ) = P(<»' ) ) = 0 

e isto por P ser não-atómica ; por outras 
palavras, a mensagem original pode, com 
probabilidade 1, deduzir-se da mensagem 
codificada. 

T E O R E M A 1. Se P for não atómica, esta-
cionária e ergódica, então 

P (to : DF (co) == h) - 1, 

onde h é a entropia relativa de relati­
vamente a P. 

D E M . : Por ser P n ã o - a t ó m i c a , vem 
A(P(A) ) = P ( A ) para qualquer intervalo A 
(isto é o mesmo que afirmar que se X for 
uma variável aleatória com função de distri­
buição G (x), então G(X) é uma variável 
aleatória uniformemente distribuída no inter­
valo unitário). Por conseguinte 

Z ) „ ( t o ) = - w - i l o g 6 P ( A < n ) ( < o ) ) , 

e a afirmação é agora uma consequência do 
teorema de S H A N N O N - M C M I L L A N - B R E I M A N 
[1, pág. 197J . Q. E . D . 

3. Alguns tópicos sobre a d i m e n s ã o de 
Hausdorff-Besicovitch de subconjuntos 
de Q. 

Nesta Secção apresentaremos apenas a de­
finição e propriedades mais importantes da 
d i m e n s ã o de H A U S D O R P F - B E S I C O V I T C H de 
subconjuntos de Q, que nos será de utili­
dade posterior. 
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Consideremos de novo o espaço de proba­
bilidade (Q.Sk,P) não-atómico e seja A 
um subconjunto qualquer de Q (não necessà-
riamente em .$?). Considere-se uma cobertura 
de A por conjuntos Zt de R, em número 
finito ou infinito denumerável : 

A c \ J Z i , Z ( s ^ . 

Agora, uma vez que o espaço de probabi­
lidade é não atómico, será sempre possível, 
dado p > 0 encontrar conjuntos \Zt\ em 
que cobrem A, com P ( Z ; ) < p ; chamar-
-lhe-emos uma cobertura p de A. Então, 
fixado a > 0 definimos para qualquer AcQ: 

r « ( 4 ; p ) : - i n f 
i=l 

tomado o ínfimo para todas as coberturas p 
de A (com P ( Z ; ) < p ; nada impede aqui 
que r a ( . á ; p ) tome o valor 4- ° o ) , 

Quando p i 0 , r a ( A ; p) é não decrescente, 
pois com p' < p toda a cobertura p' de A 
é também uma cobertura p de A e deste 
modo o ínfimo ó tomado para classes cada 
vez mais reduzidas de coberturas de A, e 
portanto o limite de r œ(.4;p) para p | 0 
existe. Então definimos 

Ta(A):=YunTx{A;o). 
PIO 

A TA(A) chama-se por vezes a medida 
exterior a-dimensional de A. É evidente 
que r a(.) é monótona não decrescente: para 
A, BciQ, se AŒB, então r a ( ^ l ) ^ r a ( S ) . 

E , dada uma sucessão de conjuntos AN de 
Q, podem escolher-se para cada um deles 
coberturas jZ„,| , com P ( Z n i ) < p , tais que 

2 P { Z n í f < Y a {An ; P ) + s 2""^r a (.1) + « 2 " \ 
i = l 

Deste modo a totalidade dos Z„; cons­
titui uma cobertura p da união (J An tal que 

n 

n i 7i 

e assim vemos que r a(.) é uma função sub-
-aditiva, ou seja : 

Quer dizer, tomada como função de A, 
Ta(A) é, de facto, uma medida exterior no 
sentido de CARATHÉODORY. 

T E O R E M A 2. Com a > 0 , r a (A) < cc im~ 
plica ra_|_e {A) = 0 para todos os s > 0 . 

D E M . Se for |Zj} uma cobertura p de 
A para a qual 

2 P (Zi)a g T a (A ; p) + e ^ T a (A)+1 = K< °c 
i , 

(da Definição de r a ( 4 ; p ) , uma tal cober­
tura existe sempre), então também 

r a + t ( ^ ; p ) ^ 2 p ( z 0 a + * ^ 
i 

< ! f 2 i P ( Z i y < f K . 
i 

E , por ser e > 0, fazendo p l 0 logo se 
vê que r a + e (^) = 0 . Q . E . D . 

Anàlogamente se mostra que se r a ( . á ) > 0 
então para todos os e tais que 0 < s < « 
vem r a _ e (A) = oo . 

Quer dizer : há um ponto a0, tal que 
r a ( 4 ) = = o para a < a0 e r«(^) = 0 para 
a > a 0 . O valor de r a(.d.) em a0 pode ser 
nulo, finito e positivo ou + 0 0 . A este 
número a0, bem determinado, chamamos 
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então a dimensão de H A U S D O R F F - B E S I C O V I T C H 
de A (relativamente à medida de probabili­
dade P): 

D E F . 

dim A : = sup ja : Ta (A) = o o j = 
p 

m. inf{«:IY0á) = Oj. 

No caso de ser T a (A) < oo para todos os 
a > 0 , definiremos dim A como sendo 0 
(omitiremos a indicação da medida de proba­
bilidade P sempre que não haja qualquer 
motivo para dúvidas, o que aliás sucede 
sempre abaixo; no caso de P ^ l , dim A 

x 
coincide com a vulgar dimensão de H A U S -
D O R F F de .4). 

Mostra-se com facilidade que dim 0 = 0 
(0 é o conjunto vazio e d i m Q = l . Tam­
bém ó válido o 

T E O R E M A 3. A dimensão de Hausdorff-
-Besicovitch goza das propriedades seguintes: 

a) A, B <z Q então dim A s£ dim B ; 

b) dim A = 1 para todos os A e Si com 
probabilidade positiva ; 

c) 0£ídim Af^l; 
oo 

d) dim (J Ai = SUP dim Ai. 
Í = I 

D E M . à)-c) deduzem-se imediatamente da 
Definição ; 

d) é ligeiramente mais complexa : se 
« > s u p d i m ^ l i , então r a (.4;)= 0(t = 1,2, • • •) 
e por isso, pela subaditividade de r a(.) como 
medida exterior sobre Q, também 

r a ( y i i , ) - o , 

o que implica 

dim Ai<lcc ; 
i 

agora, para provar a desigualdade no outro 
sentido, se a < sup dim Ai, para t 0 conve-

I 
nientemente fixado é evidente que a < dim Ait 

e deste modo Ta (Ait) = oc . Isto acarreta 
^ a ( U -^') = 0 ° ( P o r a ) a c i m a ) 6 por conse-

i 

quência dim - á i > c e . Q. E . D . 
i 

Um resultado importante, mas que pela 
extensão da demonstração não provaremos 
aqui (ver [2] e [4]) é o seguinte : 

T E O R E M A 4. Se P for uma medida de 
probabilidade não atómica sobre ff, ( H uma 
outra medida sobre Si cowi II (Q) < oo , então 
para o conjunto 

A : = L : l i m i n f l ° ° U ^ ^ \ 
\ logP^\*)) ~ \ 

vem dim A<L$ . 

4. O c ó d i g o geral. 

Nesta secção vamos mostrar que o código 
F da Secção 2 é optimal no sentido de que 
para nenhum outro código X se obtém uma 
compressão inferior a h. 

T E O R E M A 5. Sendo P não-atómica, esta­
cionária e ergódica e x u m código qualquer, 
então 

P ( C O : Z > £ ( C Ú ) < Ã ) = 0 . 

D E M . Considere-se a medida de probabi­
lidade I I sobre Si, cuja função de distri­
buição é x. Como x & contínua, I I é 
não-atómica e para qualquer intervalo A , 
n(A) = X(x(A)). Assim, 
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Dn ( • » ) • - - l o g , n ( A w ( « ) ) 

lo g í P(A(">(«) ) L » k J 

Mas, de acordo com o Teorema 1, o se­
gando factor do lado direito converge para 
h, a menos de um conjunto de medida P 
nula. Por isso, 

D* (co) = h hm inf — v

 ; ' 7 [ P I . 
I o g , P ( A w ( B ) ) 

Ora, aplicando o Teorema 4 com 3 = fi/h 
e (3 < A vem 

dim (co : lim i o g a n ( A w ( W ) ) ^ p inf " ^ B " v < 1 
- l o g , P ( A w ( » ) ) " 

Mas como qualquer conjunto de medida P 
positiva possui dimensão 1 , então isso acar­
reta que com (3 < h 

log, P ( A W («•>)) ft/ 

õu seja 

Q . E . D . 

P (co : Z)* (co) ̂  (3) = 0 , 

Antes, na Secção 1, tínhamos assumido 
que x ( 0 ) = 0 e Contudo pode­
mos relaxar ligeiramente esta hipótese fa­
zendo apenas 0 Z. x(0) Z. x ( 1 ) ^ 1 e defi­
nindo II ( 0 , ar] : = — • Neste caso 
será ainda II (Q) < o o , embora não uma 
medida de probabilidade, e a demonstração 
permanece inalterável. 

Como P (co : Dl (w) > h) = 1 , pelo Lema 
de F A T O U vem 

lim inf / D„ (i 

n — oo J Q 

co) d P = h, 

o que quer dizer que h ó não só a com­
pressão média, mas também a compressão 
mínima, de acordo com o Teorema 5 . Este 
resultado ó devido a K H I N C H I N [5, pág. 2 4 ] , 
embora partindo de definições diferentes e 
vindo aí o limite superior em vez do limite 
inferior. 

Como exemplo de aplicação consideremos 
o conjunto de CANTOR, isto é, com 0 = 3 

K:= jco : tz„(co) = t; £ = 0 , 2 ; n — i , 2 , > . . ] 

ao qual corresponde a medida de probabili­
dade singular 

P (co : a„ (w) = <) = pi, 

com PQ= Pi = 1 / 2 e pl = 0. Mostra-se 
com facilidade que > ( A * ) = 0 . Neste caso o 
código optimal consiste em substituir na 
expansão de qualquer co e K os dígitos 2 por 
dígitos 1, considerando as mensagens cons­
tituídas por 0's e l's como expansões biná­
rias tomadas relativamente à base 3. A com­
pressão que assim se obtém ó log 2 / l o g 3 , 
eventualmente o mesmo valor que para a 
dimensão de H A U S D O R F F - B E S I C O V I T C H deste 
mesmo conjunto, tomada relativamente à 
medida de L E B E S G U E . 

Um exemplo clássico é devido a SHANNON : 
com 0 = 4 , façamos P (co : a„ (co) = i) = pt 

com p0 = 1 / 2 , pi = 1 / 4 , e p2 = / / 5 = 1 / 8 . 
Então substituindo cada letra numa mensa­
gem a codificar por um conjunto de 0's e 
de l's, de acordo com o código 0-<-0, 1 - + 1 0 , 
2 - » - 1 1 0 , 3 -»-111 , vem esta mensagem subs­
tituída por uma outra de dígitos binários. 
Estes símbolos são agora agrupados dois a 
dois e traduzidos para a base 0 = 4 de 
acordo com a tabela 0 0 -* 0 , 0 1 -» 1 , 
1 0 -+ 2 e 11 -* 3 . Quer d izer , qualquer 
co = (a! (co) , o2(co) , . ••) vem codificado x ( u ) = 

= (6i (co), è 2(co), . . . ) , onde x é a função de 
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de distribuição de P, definida acima. Então 
o código x é optimal, obtendo-se a com­
pressão média de 7/8 [6, pág. 63-4]. 
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Matrices partitionnées en blocs commutatifs 
par José Vitória (}) 

Lourenço Marques (Moçambique) 

Résumé 

E n travaillant sur des matrices partionnées 
en blocs commutatifs, on obtient des résul­
tats formellement semblables à la règle de 
Cramer et au théorème de Roucbé; et on 
donne, à partir de là, la solution de l'équa­
tion AX—ÙX, où À est une valeur propre 
de A et où I est soit un vecteur soit une 
matrice. 

Sumário 

Trabalhando com matrizes fraccionadas 
em blocos comutativos, obtemos resultados 
formalmente semelhantes à regra de Cramer 
e ao teorema de Rouchó ; e damos, a partir 
dai, a solução da equação À.Y = L Y , em 
que X é um valor próprio de A e em que 
X é quer um vector quer uma matriz. 

I . Introduction, définitions, notations 

Dans la pratique, quand on a à résoudre 
des systèmes d'équations différentielles aux 
dérivées partielles par la méthode des diffé­
rences finies, la matrice du système est par­
titionnée en blocs commutatifs et symétri­
ques [5]. 

Dans cette étude, nous nous intéressons à 
certains systèmes d'équations linéaires (ma­
tricielles), où la matrice du système est par­
titionnée en blocs commutatifs, qui surgissent, 
par exemple, quand on a affaire à la resolu­
tion simultanée de systèmes d'équations li­

néaires (algébriques) qui diffèrent seulement 
par les colonnes des termes indépendants. 
On n'aura pas besoin de calculer le détermi­
nant de la matrice donnée, mais simplement 
de savoir si une certaine matrice de l'ordre 
de ses sous-matrices est non-singulière. 

K désigne le corps des nombres réels ou 
complexes (R on C ) ; 

« i l 

« n i 

« 1 n 

« n n 

= ( a i , ) 6 M „ , n ( K ) 

désigne la matrice de type (n , n) d'éléments 
Otj appartenant à K ; 

: = (x}) = X e K" et {bC, = B e K * 

vecteurs d'éléments de K ; 

«11 • • • ai B 

D : = det 
am ORS 

déterminant principal ; R ^.n , rang de la 
matrice Á ; 

Di : = det 
« 1 1 • • « l , i - l ' * l « l , i + i • • C l H 

• • a s . i - i ft* ««,<+! 

(**=== 1, . . . ,R); 

(!) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian, 
Lisboa, Portugal. 
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Cj : = det 

<*\ R ! *1 

O>RR\ bu 

ajR 

déterminant caractéristique; (si B — n, G 
n'est pas défini) ; 

[]] ••• Ain 
A = ( A ï ) ) 

•••,»»; ç = l , • • • , « ) , OÙ ApqehA,,,(K) 
et Apq • Ap.* — Ap,, • Apq , c'est-à dire, on 
considère les sous-matrices Aij appartenant 
à un anneau commutatif (relativement à la 
multiplication et à l'addition) avec élément 
unité ; 

An • •• Au 

dev 

An Ar 

désigne la matrice d'ordre s que l'on obtient 
en développant le déterminant de (Aij), 
(*, J mm 1 , . . . , r ; r ^ min (m , n)) et en con­
sidérant les Aij comme éléments (scalaires) ; 

A; : = dev i . . . 
11 • 

Arl • 

^ î . i + i • • • 

Ar, i+1 ' ' • ArJ 

(t = l , . . . , r ) , désigne la matrice de type 
( r , s ) que l'on obtient en développant le 
déterminant suivant la «colonne» i (colone de 
blocs) et en considérant les Apq, ( jo= l , — , r ; 
q = 1 , . . . , i — 1 , t + 1 , • • • , r ) , et les ma­
trices B},(J=l, ••• ,r) de type (s , t) comme 
éléments, mais où les facteurs Bj sont tou­
jours à droite ; (pour que l'on puisse éffec-
tuer les multiplications-• •); 

^•: = Dev 

A u . - . A ï r ! Bt 

Arl ••• Arr \ BT   

i 
An...Ajr Bj 

, G ' = r + i , - - . , w ) , 

désigne la matrice obtenue en développant le 
déterminant suivant la dérnière acolonne», 
les Apq,(p = l , . . . , r , j ; q = l , . . . ,r), et 
les Bi,(i = 1 , . . . , r , j ) (ceux-ciapparaîtront 
à droite) considérés comme éléments. 

On définit le «co-facteur» de «l'élément» 
en position ( î , j ) comme étant le déterminant 
de la matrice que l'on obtient en rayant la 
«ligne» i et la «colonne» j de la matrice 
en considération, multiplié par (—1)'+-'. 

Désignons par A ( j - , (i , j = 1, • • • , n), les 
matrices obtenues en développant les «co-
- facteurs» des matrices Aij. 

E X E M P L E 

^ i i A\2 A\*> 
A - A<i\ Aw A25 ; Aijeb\,tS(K) 

A<,\ A32 A33 

et commutatives ; B{ matrices de type (s, t), 
( t = 1 , 2 , 3 ) ; Supposons r = 2 . 

À : = dev 
A 11 '12 
A21 A22 

= An A22 — A2l AX2 e M , , , ( K ) ; 

dev Bl A\2 
A 22 

= A22BX — ^ i 2 # 2 6 M » , i ( K ) ; 

A 2 : = dev 
An Bl 

A2l B2 

A n B 2 - A 2 l 5 , G M S I Í ( K ) ; 

1 2 3 

Dev 
An Al2 \ -Bj 

21 -̂ 22 1 -D2 
1 
1 

B, 

1 

2 = 

— dev Au Ai2 

31 ^ 3 2 

( _ l ) 3 + 3 f î 5 + 

'21 i 2 2 
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+ dev 

- f dev 

•"11 A12 
'51 '32 

A2l -^22 
A51 A52 

( - 1 ) 2 + 3 ^ + 

( - 1 ) 1 + 3 5 , = 

= 0*11 ^ 2 2 -
 A31 A \ i ) B5 -

— ( A u A 5 2 - A 5 l A i 2 ) B 2 + 

+ (A21 A52 — A5l A22) B1 e Ma,< (K) ; 

«co-facteur» de Ai2 : — 

( _ 1)1+2 det '21 *23 

•^31 ^ 3 3 

A 1 2 : = dev («co-facteur» de ^ 1 2 ) : 

d e v ( - 1)1+2 

= ( _ 1)1+2 dev 

A 21 '23 

A5l Att 

'21 J 23 

A3l Att 

I I . Résultais intermédiaires (Connus) 

Considérons le système 

(1) ^iai,Xj = b ( , ( i = l , . . - , m ) . 

On peut énoncer [4, 1], si le rang de la 
matrice du système est r = m = n : 

A. Règle de Cramer ( M A C - L A U R I N , B É -
ZOUT [1]). 

Tout système de n équations à n inconnues, 
oit le déterminant des coefficients est différent 
de zéro, admet un système de solutions uniques, 
données par les formules suivantes : 

Xi = D-lDi, (* = 1 , 2 , . . - , » ) . 

Lorsque r = m<C.n, le système est pos­
sible indéterminé et les r inconnues princi­

pales sont fonctions linéaires des n — r in­
connues non-principales. 

Lorsque r < m, le système est possible 
si et seulement si Cj = 0, (J = r-\-l, ••• ,m). 

E t l'on peut énoncer [4, 7] : 

B . Théorème de Rouché ( C A P P E L L I [3]). 

Un système d'équations linéaires est possi­
ble si et seulement s'il n'y a pas de détermi­
nants caractéristiques ou tous s'annulent. 

On a, alors, r étant le rang de la 
matrice du système: 

Xi = D~l Di (£ = 1, • • • , r ) , 

n — r inconnues arbitraires et 

Oj=>0, (Jmm r'+l , . . . , • ) . 

I l nous faut un théorème hybride d'abord ( i ) 
énoncé par INGRAHAM [6] et récemment géné­
ralisé par B R E N N E R [2] : 

C . (Ingraham) 

Si A — (Aij), (» ,j-m 1 , 2 , . . . , » ) , et Aij 
sont des matrices carrées de type (s, s) per­
mutables entre elles et si A est la matrice 
obtenue en dévellopant le déterminant de A 
en prennant les Aij comme éléments, alors 
det A —det A. 

B E M A R Q U E . INGRAHAM a démontré ce théo­
rème sous une double hypothèse : toutes les 
sous-matrices Aij sont commutatives et le 
corps des coefficients est aussi commutatif. 
B R E N N E R l'a généralisé pour le cas où les 
matrices ne sont pas commutatives. 

Maintenant, considérons l'équation Axx = 
= À, xx, où A e M„,„ (K) , Xi est un vecteur 
propre de A correspondant à la valeur 
propre simple l x . X, étant simple, la matrice 

(i) OSTEOWSKI [8J te réfère aussi à Schur. 
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(A — 7) admet, au moins, un mineur d'or­
dre n — 1 différent de zéro. Sans perdre de 
la généralité on peut supposer que c'est le 
déterminant de la sous-matrice principale 
d'ordre n - 1 de (A — X j / ) . 

De la théorie des équations algébriques, 
on sait que l'on peut avoir [11, p. 67] : 

D. 

xi = 

«1 

C«2 

oit c B i ; désigne le co-facteur de l'élément de 
{A — Xj / ) dans la position 

(«,*)> (» = 1 , 2 , • • • , n) . 

I I I . Résultats (formellement) semblables 
à A. et B. 

Considérons le système d'équations matri­
cielles linéaires 

(2) J j A a X » - 2 , ••• , » ) , 

ou 

E n pré-multiplîant les deux membres de (2) 
par A; ji, (t , j — 1 , . • • , n) et en sommant, vient 

V 2 A i 7 J , , X 4 = J A 0 * . 0 '=1 ,2 , • • • ,n) , 

et, par définition de A , de A ; ,• et de A,-, 
(J = 1, • • • , n ) , on obtient [9] 

A X , = A,-,rj = l , . . . , n ) . 

D'où Z f - A - l A , , — • • • " , » ) , si et 
seulement si A est non-singulière. 

Toujours pour wi == n = r , le système (2) 
admet une solution unique si et seulement si 
sa matrice Au-- A\n est non-singulière. 

An\• • • Ann 

Donc, vu le théorème de Ingraham, on 
peut énoncer : 

A l . Le système (2) admet une unique solu­
tion si et seulement si la matrice A est non-
singulière, et la solution est donnée par 

X j - A-i&i,(/-1,2,...,«). 

b) Considérons maintenant r = m •< n 

L e système (2) peut s'écrire 

ApqeM.,.{K),(p=l,2,.-.,m;q = l,2,.--,n) (3) V Ai" x* = B'i > (« = 1 » •• •. ™) 

sont des éléments connus de l'anneau comma-
tatif M,,»(K), (relativement à l'addition et 
à la multiplication), avec élément unité; 

A « M M ( K ) , ( Î - 1 , 2 , . . . , « ) 

sont connus et 

7 » « M . , i ( I Q ' l { l - 1 , 2 , . . . - , » ) 

sont inconnus ; 

a) Soit d'abord m = n = r . 

avec 

Bt- Bi- 2 4>3r> ( s * - 1 , 2 , . . . , « ) , 
j«»m-t-l 

où les matrices J Ç , , ( j = m + 1 , • • • , n ) , 
sont considérées arbitraires [10]. 

L a matrice de (2) est 

A\\ ••• Aim ••• A\n 

Ami " " -<4mni • •• Am,t 
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celle de (3) est 

A' 
An ••• Au 

Am i • • • Am 

Notons par A' et A- les correspondants de 
A et A( (pour A' et B'i). L'on peut dire : 

A 2 . Le système (3) admet la solution 
Xj = (A')-i òíj, (J -m 1 , 2 , •« • , m) i si et seule­
ment si la matrice A' est non singulière. La 
solutiou dépend évidemment des n—m—n—r 
matrices arbitraires restantes. 

c) Supposons finalement m > n = r. 
Considérons le système (2) et aussi le système 

si et seulement si la matrice A" : = dev A" 
est non-singulière. L a solution est donnée 
par les formules 

(5) ^ = ( A " ) - J A i ' , 0 - - l , 2 , . . . } i » ) , 

où les matrices A'j sont définies par rapport 
au système (4). De (5) on voit que X'j = 0, 
( j = n +1, • • • , m) si et seulement si A" = 0, 
{J = n + 1, • • • , m) . Mais, lorsque X'j = 0 , 
\j = n + l , . . - ,m), X'i=Xt,(i-l, 2, ..,«). 
On remarquera que, dans le cas du système 
(4) [10]: 

A" = dev 

An\ ' • • Ann 

(4) 

^11 Z-1 + - . •+A^n X'n = £, ••• -^î.i-i -^î.y+i ••• -4ln ^11 Z-1 + - . X'n = £, 
A>J = dev 

Anl ' "f* Ann X'n =Bn -4„i ••• An>j-i 
1 B An ,7+1 ' • • ^ n n 

,*,+.. • + An+\ nXn + X„+ 1 = Bn + \ 
An+2 , 3 7 , + - - •+An + 2 nXn + X'n+2 = Ba+2 0" = 1 ,2 , . • •, n), et 

-4ml -^'î + • • • + Amn Xn + X'm =Bm 

L a matrice du système (2) est 

Au • • • A\ n ••• Aim 

Am i • • • Amn • • • Amm 

et celle du système (4) est 

Ai' = Dev 

An . . . <4i„ J v3, 

•<4n 1 • • • -4 n n ! Bn 

Ak\ • • • Akn Bu 

Donc on peut énoncer : 

(Je = n + 1 , . . . m). 

A" = 

An • •• Atn 1 0 o. . • 0 

An\ • • • Ann 0 o . . 0 

-^n + 1,1 " ' ' An + ltn I c 0 

-^n + 2,1 • • ' -4n + 2,n 0 I - . 0 

Am i ' ' Am>n 0 o. . • I 

où I est l'identité de M» ) S (K) . 
L e système (4) admet une unique solution 

B 1 . Soit A" une matrice non-singulière 
de type (*,«). Le système (2) admet une 
unique solution donnée par 

Xi = (A»)-iA,/,(i=l,2,...,n = r), 

si et seulement si Si' = 0 , (k = n + 1 , . • • , m) ; 

c'est-à-dire, 

Un système d'équations linéaires matricielles 
est possible si et seulement s'il n'y a pas de 
matrices acaractéristiquesn'ftu toutes s'annulent. 
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[Matrices «caractéristiques», par ressem­
blance formelle avec déterminants caracté­
ristiques]. 

On peut appeler r le «rang généralisé» de 
la matrice du système. 

I V . Résultats (formellement) semblables 
à D . 

V 
On s'intéresse à la résolution de l'équa­

tion AX=1X où 

An •••Am 

An\ • • • Â.nn 

= ( i i ; ) = A e M „ , , n , ( K ) 

est une matrice carrée d'éléments commuta-
tifs A,-j6 M., S (K) ; dans un cas, 

», 

SCns Xn 

où Z ( e M s , i ( K ) , (t = 1, • • • , n), sont des 
vecteurs inconnus non tous nuls ; dans un 
autre cas, 

X = 

X» 

, Z e M » , . ( K ) , (i - 1 , . . . , » ) , 

sont aussi inconnus et non tous nuls. 
L'équation matricielle AX = 1X, X étant 

un nombre réel ou complexe quelconque, 
peut s'écrire de la forme suivante : 

(6) 

- X / ) Z , + Al2 X2 +-. • • + Ain Xn = 0 
A2lX1 + ( A 2 2 - ï l ) X 2 + . . . + A2nXn = 0 

. Anl Xi + An2 X2+...+(Ann-lI)Xn=0 

(7 matrice identité). 

On pose 

A* : = dev 

Au An •• Ain 
AZi ' 1 A^n 

A„-i " A„_J,„--1 An— 

4.S • Ann 

: = dev.4X: / 

•Au 

An—i 
8*: = dev 

0 = 1 , 2 , • • • , « - ! ) ; 

• A„_,,„_ 

| x : = Dev 

A , i -'lijii-i ! — A i n X„ 

An—i,i • " A , — A „ _ i i n A „ 

avec A,; = /4« — X 1 , (i = 1, 2 , • • • , n). 
Par Cni, (i = 1, 2 , •• • , n) on désigne la 

matrice obtenue par développement des 
« co-facteurs» des «éléments» de An en 
position ( « , » ) , (t = 1, 2 , • • • , n) . 

a) Cas où l'inconnue est un vecteur 

On a à résoudre l'équation 7) AX = I X , 
où X est une valeur propre de A . X étant 
une valeur propre de A , le vecteur X est 
différent de zéro, par conséquent la matrice 
A* est singulière. (Si et seulement si A« 
était non-singulière, on aurait la solution uni­
que Z = 0 e K n ' ) . 

Par C , A*, est singulière. Sans perdre de 
la généralité on suppose que A*_, : = dev An_i, 
où A«-i est la sous-matrice principale d'or­
dre n — 1 . 

On vérifie aisément que 

et 

£ X A X X 

Comme Xn est a r b i t r a i r e (A. 2), Sn = 0 
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(matrice) si et seulement si A£ = 0 . E t , vu 
le résultat B l . , on peut énoncer : 

D 1. La solution de l'équation 7) est donnée 
par Z ^ A t , ) - 1 ^ ^ , 0 = 1 , 2 , . . . , « - 1 ) , 
si et seulement si la matrice AjLi est non-sin­
gulière et si et seulement A„ = O . 

Xn e M s > i (K) e K" étant arbitraire, on peut 
poser Xn = A*-iK, où A'eK* est un vec­
teur arbitraire différent de zéro, et l'on 
obtient 

Xj<=(AUTl(CnjAU)K = 

= ((AUT1ti-i)CnjK= C n j K , 

U = 1 ,•••,»—i) ; 

Comme Aj_i = C n n , vient X j = C n j K , 
U - l , 2 , — . n ) . 

E t l'on a : 

D 2. 

X -

in CnnK 

b) Cas où l'inconnue est une matrice 

Considérons la matrice A du début de ce 
paragraphe et soit X un nombre quelconque; 
soit YT = [Yl Y 2 ••• Y„] une matrice non 
nulle où Yi e M I ) S ( K ) , ( i = l , 2 , . . . , n ) , sont 
inconnus. Soit l'équation 

8) A Y=l Y. 

Comme avant, on peut affirmer : 

D 3. Si et seulement si la matrice A*_j 
est non-singulière, et si et seulement si A„" = OJ 
la solution de 8) est donnée par 

y;= ( A L , ) - 1 c M / r n , ( j = 1 , 2 , . . . , « - i ) 

où Yn est une matrice arbitraire. 

On peut poser F» = A*_j = C n n , donc 
Y3=C 

D 4. 

0' = i , 2 , . . . j n) et, alors, on a: 

F , 

X7" Cn2 
J = ; * 

r„ Cnn 

V. Éxemple numérique. 

Les deux systèmes suivants ont la même 
matrice et seules les colonnes des termes 
indépendants diffèrent. 

x + y + 2z + 2M; = 1 
y + 2 w = 2 

3x + 3j / + 4z + 4w = 3 ' 
3 y -f- 4 w = 4 

a + (3 + 2y + 2a = 3 
(3 + 2(3 = 1 

3 a + 3(3 + 4 y - f 43 = 2 - 

3(3 + 4 5 = 4 

On peut résoudre simultanément ceux deux 
systèmes, en considérant le système 

+ ^12 • S ' a = ^1 où A = 12 

*21 J 22 

dont les sous-matrices sont carrée» et corn 
mutatives ; 

et 

Xt = 

B1 = 

X OL 

y (3 

1 3 
2 1 

) x% = 

. #2 

e y 
w S 

3 2 
4 4 
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On aura 

A : = dev A = 

=>A-' = 

-2 - 4 
0 - 2 

- i - 1 
2 

0 — -

A, : ta dev 

1 3 
2 1 

3 2 

Bi 

4 4 
0 4 
- 2 

0 

1 
2 
4 

— 4 

dev 

4 4 

3 
1 

B, 

2 
0 

1 3 
2 1 

3 2 
4 4' 

Bi 

1 1 3 2 3 3 1 3 
0 1 4 4 0 3 2 1 

2 - 6 
- 2 1 

? 

= A - i A, = 
1 
0 

— 6 
2 ) -^2 = . A->A 

— 1 

1 

Considérons, maintenant, simultanément, les 
deux systèmes 

x + y + 2a + 2u>= 1 
y + 2u> = 2 

3a: + 3y + 4 Z + 4M> = 3 
3 y + 4 iy = 4 ' 

2a? + 2# + 42 + 4w = 5 
2 y + 4w = 6 

i) 

oc+ (3 + 2y + 23 = l 
P + 2 3 = 2 

3 « + 3 (3 + 4 y + 4 3 = 3 
3(3 + 4 3 = 4 

2 a + 2(3 + 4y + 43 = 2 
2(3 + 4 3 = 4 

On aura 
2 2 
0 2 ^ 1 2 

4 4 E5 : = Dev " 9 1 -^22 * 2 

0 4 
^31 ^ 3 2 # 3 

= Dev 

1 1 2 2 1 1 
0 1 0 2 2 2 

3 3 4 3 3 
0 3 0 4 4 

2 2 4 5 2 
0 2 0 6 4 

— dev 

+ dev 

+ dev 

3 3 ; 4 4 
0 3 ! 0 4 

•(-
2 2 ; 4 4 

•(-

0 2 i 0 4 

1 i ; 2 2 

0 i ; 0 2 
• ( -

2 2 ; 4 4 
• ( -

0 2 ! 0 4 

1 i ; 2 2 
0 i ; 0 2 

• ( -
3 s ; 4 4 

• ( -

0 3 ! 0 4 

— 14 0 
4 0 

M + 8 
1 1 
2 2 + 

*»+», + 

13+3 , 

=f=0. 

2 
4 
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On peut remarquer, néanmoins, en regar­
dant la 2. e colonne de E3, que le système 
ii) est possible. 

V I . Remarque sur l'égalité des détermi-
minants de certaines matrices. 

On montre que 

E . Les matrices 

An ••• A i n 

A = 

•An 

et B = 

A T Â T 

An ••• A l n 

AT . AT 

ont les mêmes déterminants. (A?j est la trans­
posée de A i j . Les sous-matrices Aij sont 
commutatives). 

E n effet, posant a-.=devB et A : = d e v J . , 
vu le théorème de Ingraham, et vu que l'on 
vérifie aisément que xT = À , on a 

det A = det A = d e t « r = deta = detB . 
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NOTA DE AULA 

Sobre um teorema de Lucas relacionado 
com o pequeno teorema de Fermât 

por José Morgado 
Instituto de Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

1. O pequeno teorema de F E R M Â T estabe­
lece que, para todo inteiro racional a não 
divisível pelo inteiro racional primo positivo 
p , ó válida a congruência 

a P - ' ^ l (mod. p). 

No entanto, como é bem sabido, do facto 
de a congruência 

a n - i _ i (mod. n) 

ser válida para algum inteiro racional a (ne-
cessàriamente primo com n), não se pode 
concluir que o inteiro racional positivo w 
seja primo. Assim, como foi observado por 
F . S A R R U S em 1819 [1], tem-se 

234° = i (mod. 341), 

apesar de 341 (=11.31) não ser primo. 
E m 1876, ÉDOUARD L U C A S obteve o se­

guinte resultado [2] : 

Se n é um inteiro racional positivo tal que, 
para algum inteiro racional a , se tem 

a n _ 1 m 1 (mod. n) 

e, para todo inteiro racional t satisfazendo à 
condição 0 < t < n — 1, se tem 

a'̂ fe 1 (mod. n ) , 

então n é primo. 

Posteriormente, em 1891, E . L U C A S [3] 
melhorou este resultado, estabelecendo que : 

Se a congruência 

a 1 = 1 (mod. n) 

é válida pira x = n - 1 , mas não é valida 
se x é divisor próprio de n — 1 , então n é 
primo. 

Nesta nota, formulamos um análogo a etse 
teorema de L U C A S , para anéis comutativos. 

2. Seja A um anel comutativo e seja P 
um ideal próprio de A . 

Recordemos que P se diz um ideal primo 
de A, se é satisfeita a seguinte condição: 

Se x , y e A e x y e P , então x e P ou 
y e P . 

Recordemos ainda que, se A é um anel 
comutativo com elemento um, então o ideal 
P de A è um ideal primo, se e só se o anel 
quociente A/P é um domínio de integridade. 

Um análogo ao pequeno teorema de F E R M Â T 
para anéis comutativos pode enunciar-se 
assim : 

T E O R E M A 1. Se A é um anel comutativo 
com elemento um e P é um ideal primo de A 
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tal que o anel quociente A / P tem precisa­
mente n elementos, então tem-se 

(a + p y - ^ i + p 

ou, equivalentemente, 

a n -i = 1 (mod. P ) , 

para todo elemento & de A que não per­
tença a P . 

Dem. : Com efeito, da circunstância de 
A/P ser um dominio de integridade finito, 
conclui-se que A/P é um corpo e, por isso, 
os seus elementos não nulos constituem um 
grupo multiplicativo cuja ordem é n — 1 . 

Para todo elemento a e A tal que a$P 
tem-se, por consequência, 

a „ _ i + p = ( a + p y - i = i + p f 

como se pretendia. 
O pequeno teorema de F E R M Â T , na sua 

forma original, é justamente um caso parti­
cular deste teorema, a saber, o caso em que 
o anel A ó o anel Z dos inteiros racionais. 
Então um ideal primo P de A é o ideal 
principal gerado por um inteiro racional po­
sitivo primo p e o anel quociente A\P tem 
exactamente p elementos. 

O teorema anterior mostra que o pequeno 
teorema de F E R M Â T é válido no anel dos 
inteiros de G A U S S O = | a + ib : a , b e Z j 

( [ 4 ] , pp. 19-21) (em anéis de inteiros algé­
bricos ver [4], pp. KW-llO). 

3 . Vamos agora estabelecer, para anéis 
comutativos, um teorema análogo ao teorema 
de L U C A S , tal como foi formulado em [3]. 

T E O R E M A 2. Seja A um anel comutativo 
tom elemento um e seja P um ideal de A tal 

que o anel quociente A / P tem n elementos. 
Se, para algum a e A , se tem '— 

(a + P ) M = l + P 

e se, para todo divisor próprio t de n — 1, 
se tem 

(a + P ) ' ^ l + P , 

então P é um ideal primo de A . 

Dem. : Na verdade, consideremos os se­
guintes elementos de A/P : 

( 1 ) P,a+P,a2 + P = (a + Py,...,a»-i + 

+ P^(a + P)n-*. 

É fácil ver que, se i , j e 11,2 , • • • , n— 1 1 , 
então 

(2) isfsj implica a1 + P=f=a> + P. 

Com efeito, suponhamos que 

(3) a' + P = ai + P 

tendo-se, por exemplo, i > j . 
Ora, fazendo n — 1 — i=k , de ( 3 ) resul­

taria 

a"-i + P mm o'+* + P = ai+k + P 

e, como, por hipótese, 

a"-i + P = 1 + P, 

ter-se-ia 

o7+* e 1 + p 

com 0 <Cj + k < w — 1 . 

Designemos por d o menor inteiro racio­
nal positivo tal que 

a" 6 1 + P 

e vejamos que, então, d é divisor de n — 1 . 
De facto, pelo algoritmo de divisão, 

w — 1 = d m + r com 0 ^ r -< d 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 6 1 

e, por consequência, 

1 + P = o"-1 + P = (a + P ) " - 1 - (a + Z J ) d m + r = 

= (a* + Pf • (a' + P ) = (1 + P f • 

• ( a ' + P ) = (1 + P ) • (a' + P ) = a' + P , 

isto é, 

a' e 1 + P , 

donde, pela definição de d, resulta que 
r = 0 , quer dizer, d é divisor de n — 1. 

Mas, como 

d ^ j + k<n- 1, 

não pode ter-se, por força da hipótese, 
(a + P)d - 1 + P . 

Esta contradição mostra a validade da 
implicação (2). 

Ássim, em (1) estão precisamente os n 
elementos que constituem o anel A/P. Então 

o conjunto dos elementos de A/P que são 
diferentes de P constitui um grupo abeliano 
(cíclico), com respeito à multiplicação do anel 
A/P.. 

Isto significa que o anel A/P é um corpo, 
logo, um domínio de integridade e, portanto, 
P é um ideal primo, como queríamos mos­
trar. 
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Geometrização da Lógica efe Proposições 
(a n dimensões) 

i 
por António José Mendes Silva 

Universidade de Coimbra 

I — Introdução e proposições básicas da 
teoria. 

Traduzir a rigorosa linguagem da análise 
lógica, para a sugestiva linguagem dos tra­
çados geométricos, foi a ideia central, que 
presidiu à elaboração deste método, com 
vista à criação de sistemas de cálculo mais 
rápidos e intuitivos. 

As proposições básicas desta teoria, são, 
além de proposições de lógica pura, as se­
guintes condições definidoras do referencial 
lógico : 

1 — «O» é a origem do referencial e a in­
tersecção dos semi-eixos afechados» — Pos­
tulado. 

2 — Cada eixo é constituído por um semi-
-eixo verdadeiro e por um semi-eixo falso — 
Postulado. 

3 — Os pontos dos eixos distintos da ori­
gem, representam proposições — Postulado. 

A origem (ponto comum aos semi-eixos 
verdadeiros e falsos) não pode representar 
proposições-Teorema, pois se assim não fosse, 
uma proposição poderia ser simultâneamente 
verdadeira e falsa, o que peca contra o prin­
cípio da não contradição aqui admitido. 

4 — Os pontos P dos quadrantes repre­
sentam pares ordenados, cujos elementos são 
as suas coordenadas — Postulado. 

Deste postulado e do teorema anterior 
deriva que os quadrantes lógicos são con­
juntos disjuntos, pois não contêm os eixos-
-Corolário, porque se um ponto dos qua­
drantes, pertencesse a um eixo, pelo menos 
uma das suas coordenadas (que são propo­
sições) estaria situada na origem, o que vai 
con t r a o teorema anterior, pelo qual a origem 
não pode representar proposições. 

5 — O universo operacional duma operação 
entre proposições xt 8 yx, é a reunião dos 
pontos Py, P 2 , P 5 e P 4 , que representam 
os pares ordenados (xx,y{), (~^i>^i)> 
(~ a?], ~ 3/j) e j/i), respectivamente — 
Postulado. 

6 — O universo operacional duma operação 
entre expressões proposicionais x 6 y, ó a 
reunião dos quatro quadrantes, qx , q2, qs 

e qt, ou seja : o conjunto dos pontos que 
representam respectivamente os pares orde­
nados (x,y), (~x,y) (~x,~y) e {x,~y) 
— Postulado. 

Destas duas últimas condições se infere, 
que as deduções, silogismos e problemas, 
quer relativos a expressões proporcionais, 
quer aelativos a proposições, se consideram 
referidos aos respectivos universos opera­
cionais. 

7—Domínio operacional (}) é o conjunto 
de pontos do universo operacional em que 

(*) Para simplificar, adiante diremos apenas domí­
nio, em vez de domínio operacional. 
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a operação considerada ó verdadeira — Pos­
tulado. 

8 — Duas proposições são contrárias, isto 
é, uma é a negação da outra, quando estão 
situadas no mesmo eixo e ocupam posições 
simétricas relativamente à origem do refe­
rencial — Postulado. 

A figura que a seguir apresentamos, ajuda 
a visualizar as condições do referencial 
lógico : 

ir, 

« j p i x - J / N y - v j 

j = | p : i = F A y * F | 

Í x » CP « * . v A y - v i 

fí" x = V A y -A 
Fig. 1 

I l — Áplicação ao cálculo. Generalização. 

1 — Com base na axiomática exposta, é 
fácil construir uma tabela com os domínios 
operacionais das principais operações lógicas. 
A tabela que a seguir apresentamos, foi feita 
para expressões proposicionais (para propo­
sições a tabela é análoga). Na coluna dos 
(domínios operacionais D estão justificações 
entre parênteses. 

OPEEAÇÏO DOMÍNIO OPBHACIONAI 

i A y q^ (ambos verdadeiros) 

x V y VJ q^ (um verdadeiro e outro falso)* 

i V y q^ u q^ \J q^ (um ou dois verdadeiros) 

x =p> y i j U ^ u i ; | x =f> y) - *• sss. 

x = V A y - F) 

* <^> y 4I U q, (ambos verdadeiros ou amboa 
5 f a l so s ) 

'(x e y) domínio complementar do domínio de 
x S y 

É fácil provar, utilizando a teoria das es­
truturas algébricas, que : 

( 4 , V ) * ( 0 , U ) , ( 4 , A ) « ( S , n ) , 
{At~)*(p,Clt ( 4 I - » ) * ( D , C ) 1 

(A<=>)^(D, =), etc. 

— Sendo : estes pares ordenados grupoides, 
A o conjunto das operações entre proposi­
ções, D o conjunto dos domínios opera­
cionais das referidas operações e ~ a relação 
de isomorfia definida pela aplicação que a 
uma operação entre proposições, faz corres­
ponder o respectivo domínio operacional (!). 

Ora o princípio de isomorfia, diz que se 
(E, 0) e (B, <p) são grupoides isomorfos, 
todas as propriedades lógicas de 0 são veri­
ficadas por çp e vice versa ; então, pela apli­
cação deste princípio ao caso presente, 
provamos que para efeitos de cálculo, os 
domínios operacionais podem substituir as 
correspondentes operações. 

Obtém-se assim um novo sistema de cál­
culo, mais intuitivo e mais rápido que o 
cálculo clássico. . 

2 — Vejamos alguns exemplos : 

a) Seja a demonstração de que : 

x=>y = ~x \/ y. 

De acordo com a axiomática (e as tabelas 
que dela derivam) e tendo em conta os iso-
morfismos apresentados, tem-se (ver fig. 2) : 

O domínio de x=>y é <?i U <?2 U <73 • 
O domínio de ~ x(x = F) é ç 2 (J qs. 
O domínio de y(y = V) é q2 U 2i • 

Como o domínio de ~x\/y (isomorfismo) 
é a reunião dos domínios de ~ x e de y, 

(!) O caso das expressões proposicionais é análogo. 
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tem-se que este domínio é : qiUqzUÇÍS) <in e 

é também o domínio de x=>y. 
Logo (isomorfismo) : 

x=>y = ~ x\Jy 

v i » 

c. q. d. 

 

Fig . 2 

b) Demonstração da 2." Lei de De Morgan 

O domínio de x^y^ é PiU-PaU^Y* 
Logo : 
O domínio de ~ (ÍC, V #i) é P 3 . 
Mas o domínio de (xl = F A V\ = F) — 

» A ~H\ é P 3 . 
Donde : 

c. q. d. 

Anàlogamente se deduzia a l . a Lei de 
D E MORGAN. 

c) Seja a demonstração de que 

O domínio de ~ (a?j V #i) é P\ U P5 visto 
que o de a?j V ^! é P 2 U P 4 • Mas como de 
xl<=>yí é P , U P 5 : 

~ ( œ i V y i ) = av=>#i 
c. q. d. 

d) Seja o problema 

— Simplificar a expressão : 

Traduzindo pelos isomorfismo» apresenta­
dos : 

(?i U 3 2 U ?*) PI (3i U 3g) — ? i , 

atendendo a que segundo a axiomática, os 
quadrantes são conjuntos disjuntos ; mas qx 

é o domínio de x /\ y. 

e — 1) Vamos demonstrar que o seguinte 
silogismo está correcto: 

V 

p

2 r 

p 3 -

F i g . 3 

r i 

O domínio de a?i =>y^ è Px \J P2 U Ps . 
Como (2.a premissa) ~y\ = V, tem-se y^=F. 
Ora, o único ponto de Px U P 2 U P 5 eni quo 
y = F é P 3 e como em P 3 se tem 
a conclusão é ~ xl . 

e — 2) Pelo método clássico : 

(*i=>yi) = (yi V - a:,) 

c. q. d. 

« como: 
V y i ) = ~a>, =>2/i 
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tsm-se que: 

(y, v~*i)-(~yi ~>~*l) 
donde pela propriedade transitiva da igual­
dade : 

(ar, =>y,) = (~ 3,, =>~ar,). 

Portanto a 1.* premissa do silogismo é 
igual a : 

Ora tendo-se -y^ (segunda premissa), por 
definição de implicação, forçosamente se 
terá — xx. 

Da comparação entre os dois métodos se 
infere que este último é menos intuitivo. 

3 — Trabalhámos em L2 , sendo 

L=\V,F\. 

É fácil generalizar a teoria para Ln, ou 
seja para n dimensões. Sendo então os qua­
drantes dados por 2S„ (sequência de dois 
objectos, os valores lógicos V e F, agru­
pados w a n ) , pois neste caso geral temos, 
não os dois elementos dum par ordenado, 
mas os n elementos duma sequência de n 
elementos. 

Em certos casos é possível (quando as 
operações são associativas) decompor um 
problema de n dimensões em vários pro­
blemas de 2 , ou de 3 , ou de m (com 
m < n) dimensões. 

Para três dimensões, è conveniente a repre­
sentação gráfica em perspectiva : 

2 S 3 = 23 = 8 7 1 1 z 

 

F i g 4 

Mas claro que o estudo segundo esta teoria, 
utilizando Cálculo Combinatório, se pode 
fazer independentemente de qualquer repre­
sentação gráfica, sendo então o número e a 
natureza dos quadrantes dados por 2Sn , no 
caso geral de n dimensões. 

4 — Exemplo para três dimensões (fig. 4) : 

— Seja zD(j)* o domínio operacional da 
operação t j i e U o seu universo opera­
cional. 

Temos : 

!>(*,)—P, U P 2 U 

e : 

D (ar, V yi) - V - (P a U PT) - Cu(P 3 U PT) 

donde (vide isomorfismo) : 

Dfa A (*i V 2/i)) = Pj U P 2 U Pt 

por outro lado : 

D(zlAocl) = Pl U P a 

e : 

0 ( « , A y i ) - P i U p4 

donde (vide isomorfismo): 

-D A *i) V (*i A y,)) - Pi U P 2 U P* 

logo : 

z\ A V V\) = (*i A « 1 ) V («1 A §n) • 

Deduzimos assim, dada a arbitrariedade de 

» i » V\ e 

a propriedade distributiva da conjunção em 
relação à disjunção inclusiva. 
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Algumas propriedades da distribuição 
binomial negativa 

por António Dorival Campos (*) e Euclydes Custódio de Lima Filho 
Departamento de Matemática Aplicada à Biologia 

Faculdade de Medicina de Ribeirão Preto Universidade de São Paulo — Brasi l 

1. Consideremos uma população infinita 
ir com uma proporção P desconhecida de 
elementos com uma característica especí­
fica A. 

Amostremos ir através de uma sequência 
de repetições independentes, com probabili­
dade constante, de sucessos e denotemos por 
X o número total de fracassos nesta sequên­
cia antes do r é s l m o sucesso, isto é, X + r é 
o número de ensaios necessários para pro­
duzir na amostra r > 1 elementos com a 
característica A . 

Temos : 

(1.1) g(x;r,P) = 

-(*+^*)w-vr * = o , i , 2 , . . . . 

r—l 
Usando-se P = como estimador 

X + r— 1 
de P, o qual foi proposto por HALDANE [2], 
demonstraremos que : 

i) X ó uma estatística suficiente para P ; 
it) \g(x;r ,P), 0 < P < 1 { ó completa; 

« 0 E[P] = P. 

DEMONSTRAÇÃO : 

i) Imediata, pois, g(x;r ,P) satisfaz o 
critério de fatoração. 

(*) Bolsista do I . A. C. no Centro de Matemáticas 
Aplicadas, Lisboa. 

tï) Seja u (x) uma função contínua, inde­
pendente de P, tal que : 

(1.2) E[u(X)]=*0 

para todo P, 0 < P < 1 
De (1.2), segue que : 

(1.3) £ [ « ( I ) ] = ^ u ( x ) . 

• (* + r ~ ^ P r ( 1 _ p ) * = 0 

para todo P, 0 < P < 1. 
Desenvolvendo-se (1.3) e tomando-se 

1 — P = Q, temos : 

J 5 [ t t ( Z ) ] - ( l ^ Q ) f r « ( 0 ) + r « ( l ) Q + 

+ ^ ± i l M ( 2 ) Q 2 + . . . j „ 0 . 

Sendo 1—Q=£0 para todo 0 < Q < 1 , 
segue que a série em Q entre colchetes 
converge a 0 para todo 0 < Q < 1, o que 
implica w(a?) = 0 para todo ar — 0 , 1 , . . . . 

iií) 

E[P] 

Donde : 
E[P] = P. 
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Satisfeitas as três condições acima, con­
cluímos que o estimador P assim definido, 
tem variância mínima entre todos os estima­
dores não viciados de P. 

2. Determinação da variância de P. 

(2.1) E[P*] = 

= ( r _ l ) 2 P r V - + (l_P)x 

Usando-se o facto que se a série 

•WH 2 bk xk 

é diferenciada m vezes dentro do sen inter­
valo de convergência, então, 

• w ( ' ) - y ^ ( k + m \ a * 

* ) " f i • V * ) 
de (2.1), temos : 

(2.2) E[P*\ = (r — ï?P' 
( r - 1 ) ! 

dQ 

Por outro lado, temos : 

- ^ [ - l o g ( l - Q ) ] . 

Donde : 

(2. 3) 

r iog( l - Q)-l 
d Q- 2 L Q J " Q 

Substituindo-se (2. 3) em (2. 2), segue que : 

(r — 1) Pr 
(2.4) E[F*]=m-

2r-2 L 

( r - 2 ) 1 

dr-2 f log (1 — Q) 

dQr Q 

Sabemos que : 

d'-* r iog ( l - Q) -a r i o g ( l - Q ) - j = 

r - 2 L Q J 

Donde : 

( 2 . 5 ) j ^ L r i o g q - Q n 

(— l ) r - 2 (r — 2) 1 log (1 — Q) 

í^2 C l l^ i - 1 

+ ( r - 2 ) ! V i — ^ . 

Substituindo-se (2. 5) em (2. 4), obtemos: 

(_ 1)̂ 1 ( r - l ) P ' l o g ( 1 - Q ) , E[P*] = 

r ~ 2 r_ iv- {  

+ (r — 1 ) P * V — 

( r _ l ) p r 
<3 
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Portanto, 

Var[P] (r-1) [ ( - i r 1 logP + 

Outras expressões obtidas através de séries 
infinitas da variância de P são mencionadas 
no trabalho já citado de HALDANE [2] e tam­
bém em KENDALL and STUART [3]. 

3. Determinação de um estimador não 
viciado e de variância minima para a razão 

p 
A partir de (1. 1) o estimador de máxima 

verossimilhança para P é expresso por: 

(3. 1) í 
r + X 

De acordo com a propriedade de inva­
riância dos estimadores de máxima verossi­
milhança, snbstituindo-se (3. 1) na expressão 
de R, temos : 

Donde : 

(3.4) E[R}= 1 - P = R. 

Das expressOes (3. 2) e (3. 4), concluímos 
que li também satisfaz as condições i), ii) e 
iii), respectivamente. 

Portanto, entre todos os estimadores não 
viciados de R, o definido por (3. 2) é de 
variância mínima, cuja expressão é dada por : 

Donde : 

Devemos acrescentar ainda que estes re­
sultados podem ser obtidos trabalhando-se 
com o estimador de máxima verossimilhança 

de — e decompondo-se R = — 1. 
P F P 

Podemos observar também que esses resul­
tados não são válidos quando consideramos 
amostras de tamanho fixo. 

(3. 2) R - B I B L I O G R A F I A 

Dado que X distribui-se segundo uma bi­
nomial negativa, temos que as condições *), 
ii) de 1) estão satisfeitas. 

Por outro lado, temos : 

(3.3) E[R]. — E[X] = — f r 
r ( l - P ) 

[1] W . F B L L E B (1957) : An Introduction to Probabi­
lity Theory and Its Applications. Vol. l-2nd E d i ­
tion John Wiley and Sons, New York. 

[2] J. B. S. HALDANI: (1945): On a method of estimating 
frequencies. Biometrika, Vol. 33, 222-225. 

[3] M . G. KENDALL and A . STDAKT (1961): The 
Advanced Theory of Statistics. Vol. 2-3rd Edi ­
tion, Charles Griff in and Company Limited, 
London. 





G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 71 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

L S. C. E. F. — MATBM.ÍTICAS G ERA is — 1.» cadeira — 
Exame f ina l - Ano lectivo 1969-70 — Ponto n." 1 
— 4-6-1970. 

5773 — 1) Prove que 

(A)Uf~< (B) — /""* (AUB). 

R. : Provemos em primeiro lugar que 

t— (A) U f - ' (B) E f - ' (A U B) . 

x e f-' (A) U f - ' (B) => x e f- 1 (A) V x e f-< (B) => 

=> f (x) e A V f (x) e B => f (x) e A U B => 

=>xef-' ( A U B ) . 

Mostremos agora que 

f - ' ( A U B) ç f-< (A) U f - 1 (B) . 

i e f - ' (A (J B) = > f ( í ) e A U B =>f ( i ) e A V f ( i ) eB=> 

=>x e f - ' (A ) \ / x e M (B) =>x e f~ ' (A) U f - 1 (B) . 

2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A, 
prove que o seu fecho X é a intersecção de todos os 
conjuntos fechados que contêm X . 

Ache o supremo, o íntimo e o fecho do conjunto 
linear 

X - ] 1 , 3 ] ( j { * e E: x - ( - Í ) - ^ J L - ( n - 1 , 2 , - ) } . 

O conjuno X é fechado? É aberto? Porquê? 

R. : Seja K a intersecção de todos os conjuntos 
fechados que contêm X . Então, como K 3 X , tem-se 
K ^ X . K é fechado e portanto K = K . Assim 
K 2 X . Por outro lado, X e fechado, X p_ X e assim 
X e um dos conjuntos cuja intersecção é K . Portanto 
X 2 K . Assim K = X . 

Para o conjunto linear X apresentado no problema 

è suPX = 3, m / X = - 1/5, X = X u j - y > y } -

O conjunto X não è fechado nem aberto. 

3) Considere os intervalos fechados /„ = [l„,L„], 
suponha que 7„H í»H (« = 1 j 2 , •••) e que L„ — i„-*0. 
Prove que existe um e um só ponto comum a todos 
os intervalos I„. 

Calcule lim 
n=oo 

f log n \ 1 

R. Tem-se 

L ^ L j ^ - . ^ L , , ^ . . . 

e, com 1| < í 1„ <S L„ <J L t , aí *ucei«ões 1„ e L„ têm 
limites finitos e, dado que L„ — 1„ -* 0 , tem-se lim 1„= 
= l im L„ = Ç . 

i í c/aro gue Ç e' o único ponto comum a todos os 
intervalos I„ . Se houvesse outro n , teríamos L„ —1„ > 
> IÇ — m I y n e N e entâo não era verdade que 

" ( » ^ ) - T 
V a ~ - 1 

Zoa n 1 

£ínt • 
log a 

% — log a 
n 

• iim • 
Ç % a 

— 1 

— — í/log&, 

4) Considere a série 2 o„ (a„ > 0 ) . Mostre que, 
se o conjunto dos termos da sucessão "Va n possui um 
ponto de acumulação maior do que 1 , a série é 
divergente. 

Estude a natureza da série 2 . 
[4 + ( - 1)"]» 

R. : Se {"Va„ | tem um ponto de acumulação maior 
do que 1 , então lim "Va,, > 1 e 2 a„ diverge. 



72 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Como 

— • / Ï 
KM 1 / ^ r = y [4 + ( -

í í 
. 4 + (-l)« 3 ^ ' 

a serie dada converge. 

5) Sendo / função contínua em ] — oo , + oo [ , 
(inclusive nos pontos impróprios), mostre que 

V i e B , 3 fc e R: f(x) + k > 0 . 
Na mesma hipótese e supondo / ( — oo) • / ( + oo)<0 , 

indique, justificando, o máximo da função definida 

p o r 0 ( x ) = — . 

R. : Como f e continua em ] — oo , + oo [, tem-se 
V u E I f (x) | < k (ou V x e U - k < f (x) < k) 
donde resulta V x e R , 3 k e R f (x) 4- k > 0 . 

Como f passa por todos os valores desde f (— oo) a 
f (4- oo) , toma o valor 0 . Então, max g (x) = 1 /a 2-

6) Deduza a formula que dá a derivada da função 
definida por f (x) — log„a; com a=j=e. 

R : y = log, x <=> x 

dx 11 
dx a ! log a x ioj7 a 

I . S. C. E. F. — MATEMÎTICAS GÉRAIS — 1.* cadeira — 
Exame f i n a l - Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.° 2 
- 24-6-1970. 

5774 — 1) Sendo a e b números reais, prove que 

t) a^O/yb^O^iab)-1 - a - 1 6 _ I . 

ii) I a I 2 : a | a | ^ — a . 

R : i) ( a b ^ a - ' b - 1 ) = a b ( b - 1 a _ 1 ) -
= a ( b b _ 1 ) a _ 1 = aa"> = 1 

( a - ' b - 1 ) (ab) - b - 1 ( a - 1 a) b - b - 1 b - 1 . 
Logo, ( a b ) _ 1 — a - 1 b _ 1 . 

ii) I a 
a (a ^ 0) 
a (a < 0). 

Sendo aJgrO, vem — a ; £ 0 e | a | = a ^ 0 > — a 
o que dá | a | = a e | a | > — a; supondo a • < 0 , 
vem — a > 0 « | a | = — a > 0 > a o que dá | a | > a 
e I a I — — a. 

Portanto, em todos os casos, | a | 2 ï a A, | a | > — a. 

7 • 

2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A, 
prove que int X è a reunião de todos os conjuntos 
abertos contidos em X . 

Ache i n t X , ext.Y, sup X e inf X para o con­
junto linear 

r 2 n -f- (— 1)" n 1 
X — [ 1 , 3 ] U ] 5 , 6 ] U \ x e R: x }• 

l n + 1 J 

Justifique as respostas. 

R : Seja G a reunião de lodos os conjuntos abertos 
contidos em X . Então G e aberto. O int X é conjunto 
aberto contido em X e portanto int X ç G . Se x e G , 
então x pertence a um conjunto aberto T ( T £ X ) . 
Como T i aberto, existe s > 0 íai çue V e (x) £ T e 
portanto V s ( x ) ç X e xeí ra íX. £0170 x e G = > x e j ' n í X 
e poríanío G ç «ni X . Podemos pois afirmar que 
G = irei X . 

Para o exercício proposto è 

int X - ] 1 , 3 [ 

e z í X = R — | [ l , 3 ] U | 5 , 6 ! u | x e R : : 

sup X = 6 

i n / X = l / 2 

2 k + 1 
2 k + 2 11 

3) Supondo que l imu„/u„ = l e v„ é sucessão 
limitada, prove que u„ — v„ 0 . 

Dê um exemplo de sucessões u„ e vn para as quais 
unlvn ~* 1 m a s lim («„ — l>„) =f= 0 . 

log " 

Calcule lim ( V ã - 1 ) "* . 

R : — - * 1 < = > — = l + «„(*„-«-0)<=>u n = v B + 
v„ v„ 

+ « „ V „ < = > u n - v„ = a„ v„ . 

Ora a„ v„ -* 0 e a proposição está provada. 
Tomando u„ = n e V , — n + 1 , vem u„ /v„-»- l 

ma« u„ — v„ •= — 1 e portanto u„ — v„ não tende 
para 0 porque v„ não limitada. 

,. Ioga , ,- , logn , - j - 1 0 » » 
hm —logyya—l) = ltm — log{e —l ) = 

n 2 

log n / 1 \ 
lim —— log \\ — log a 

n 2 \ n / 

log n 
lim (log \ + log log a — log n) 

n* 

[ log n log n 
— j — top Ç -) - j — % % a -

0 . 
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log n 
Portanto, lim ("V a — l ) n* = 1 . 

ima sucessão 

Pn+i K > 0 ) . 

4) Seja p„ uma sucessão de termos positivos e 
„ a» 
Pn = P„ 

Demonstre que : (i) l im P„ > 0 => 2 a„ converge ; 

( i t ) l im P„ < 0 A 2 (1 / p n ) diverg, = > 2 a „ diverge. 
Deduza o corolário que se obtém fazendo p„ = n 

e mostre que se trata de um corolário do critério de 
RAAIÍB. 

Estude a natureza das séries 

1 + ( _ ! ) - 1 + ( - *)" 

R : Considerando P > 0 , tome-se s > 0 suficien­
temente pequeno por forma que K = P — t > 0 . Por­
tanto, a partir de certa ordem, è 

P n -
an+i 

a n - H 

— - p „ + i > K 

a„ p n+i + K-

o que implica a convergência de 2 a„ ( 1." parte do cri­
tério de KOMMER). 

Com P < 0 , tome-se e > 0 suficientemente pequeno 
por forma que K = P + e •< 0 e então, a partir de 
certa ordem, 

a„ 
Pn" - Pn+1 < 0 

o çue dá 
an+l Pn 

»u P»+l 

condição que, juntamente com a divergência de 2 (l/p„), 
garante a divergência de 2 a„ (2." parte do critério 
de Iv UMMEB j. 

Fazendo p„ = n , vem 

P n = n ( - Í ^ 
\ a n + , / 

íim P„ > 0 => 2 a„ C , equivale a afirmar que 

lim n ( —— 1 ) > 1 => 2 a„ C . 
V a-rt / 

lim P n < 0 A 2 (1 / n) D . => 2 a„ D . equivale a 

Jimn (— l ) < l = > 2 a „ D . 
\ a „ + 1 l 

1 + ( _ ! )» 
Para 2 basta notar que a soma dos 2 n 

n 
primeiros termos é a soma dos n primeiros termos da 
série divergente 2 — para garantirmos que a série é 

n 

divergente; para 2 -^-^ —, a soma dos 2 n pri-
n* 

1 

meiros é a soma dos n primeiros termos de 2 —- (conv.) 

e portanto a série converge. 
5) Demonstre que, sendo / função contínua i n ­

cessantemente crescente em [a , 6] , a equação / ( x ) = 
= k ( f (o) ^ k ̂  / (6) ) admite uma solução única x 0 . 

R : Por ser continua em [a,b] 3 x 0 e J a,b [ f (x 0) = k 
mas como é incessantemente crescente é V " =fc *o f (x)=^= 

f (x 0) = k e portanto x 0 é a única solução. 

6) Prove que sendo / função periódica, também 
/ ' é periódica. 

Se / não-constante tem o período j i , é necessário 
que / ' tenha o período (t? Porquê? 

R : f (x + y.) = f (x) => f ' (x - f p.) = f ' (x) e por­
tanto f ' também é periódica. 

Supondo que a derivada linha o período in < p , te­
r i a (j. = m f i j e «i r ia f ' (x + |»j) = f ' (x) , o gue im-
plicaria f (x + (ÍJ) = f (x) - f K . 

Então, obter-se-ia f (x + m u.̂ ) = f (x) + K m ou 
f (x + JJL) = f (x) + K m donde resultaria K m = 0 ou 
K = 0 . Mas então seria f (x + (*j) = f (x) o çue e' 
conírário à hipótese de ser j i o período de f . £ o j o a 
derivada V tem o mesmo período de f . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1." cadeira — 
Exame f i n a l — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n." 3. 

5775 — 1) Sendo n inteiro positivo, prove que 

R.: 

/ . 2 * y 
= I cts —— V 3 y cts 2 n Ti - » 1 
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/ 4 i r \ 3 n 
— I eis ) 

( — — ) . 

eis 4 n ir = 1 

2 . 

2) A è o espaço métrico com a distância defi­
nida do modo seguinte : 

0 (x = y) f O (x = y) 

11 f ) 
Seja X£_A. X é aberto? É îechado? É limitado? 

Justifique as respostas. 
Tomando o conjunto linear 

X = |1,9,8| U [ * • « : • - — (n = 1 , 2 , • • • ) } , 

indique int X, ext í , front X , sup X e inf X . 
O conjunto X é fechado? É aberto? Justifique as 
respostas. 

R. : Atendendo a que V e ( a ) = | a j ( e íS l ) e V e ( a ) = 
• X ( i > l ) j i fácil concluir que X é aberto e por­
tanto não é fechado. E claro que o conjunto X é limi­
tado pois V t (a) = X (« > 1) . 

Para o conjunto linear apresentado tem-se: «níX = 0, 

extX = R - | l , 2 , 3 | u { x : x = — J , front X = X , 

sup X = - f oo , t ' n / X = 0 e X é fechado. 

3) Supondo que u„ — v„ -* 0 e que \jv„ é sucessão 
limitada, prove que l im u„/v„ = 1 . Dê um exemplo 
de sucessões u„ e v„ para as quais «„ — v„ -* 0 mas 
l im "„R=£ 1 . 

Calcule 

R. : 

lira + — Y 
n=oo \̂  n" / 

íim (u„ — v„) - 0 <=> u„ — v„ = a„ (a„ - • 0) <=> 

<=> u„ = v„ + a„ <=> • 1 + a. 

V„ V„ 

donde se conclui facilmente, em consequência da hipótese 

sobre l/v„ , que —— 1 . 

Com un — 2/n e v„ = l /n ," vem u„ — v n = • 0 
n 

mas, no entanto, lim —— = 2 porque l/v„ não é limi-
v„ 

tada. 
Atendendo a que 

lim e° log (\ + - ~ j = Um e" » = lim ' ® > 

Vir-* 
4) Seja ï o , ( o , ^ 0 ) uma série convergente e 

b„ (b„ ^ 0) uma sucessão limitada. Mostre que a Bérie 
2 a„ b„ é convergente. 

°° (2 x + 1)* 
Dada a série 53 i determine o intervalo 

T » (" + 2) 
de convergência e a natureza nos extremos desse 
intervalo. 

a b 
R. : Como - = b„ < K , então a convergência 

a„ 
de 2 a„ implica a da série 2 a„ b„ . 

u„ + 1 Como (2 x + 1) , a série dada converge 

absolutamente para | 2 x + l | < l ( — 1 < x < 0) e 
diverge para | 2 x + l | > l ( x > 0 \ / x < — 1 ) . 

<X> J 
Para x = 0 , obtém-se a série 53 abso-

T n ( " + 2) 
lutamtnte convergente e, para x = — 1 , vem 

00 -i 

2 ( - 1 ) ° — - — 

T n (n + 2) 

ç«e e" também absolutamente convergente. 
5) Sendo / função contínua e biunívoca em 

[a, 6] , prove que / é incessantemente crescente ou 
decrescente em [o , 6] . 

R. : Sendo f biunívoca em [a , b] , vem f (a) =£f (b) . 
Suponhamos que f (a) < f (b) . Provaremos que f i 
crescente em [a , b] . 

Sejam x j , x2 e [a , b] tai» gue X j < x 2 . Deveremos 
1er f (XÍ) < f (x 2). Com efeito, se fosse f (x () = f (x 2), 
a função não era biunívoca. Se fosse f (xj) > f (x2) , 
duas hipóteses teríamos de considerar : f (x2) <C f (a) e 
f (x2) > f (a) . No primeiro caso, vinha f (x2) < f (a) < 
<C f (b) e portanto existiria x e ] x2 , a [ tal que f (x) = 
«• f (a) , o que é absurdo em face da biunivocidade; no 
segundo caso, ter-se-ia f (a) <; f (x2) < f (xj) e, analo­
gamente, existiria X 6 1 & , X j [ tal que f (x) = f (x2) , 
o que é absurdo pela mesma razão. 

Logo, podemos efectivamente concluir que 

V x t , x2 e [a , b] x4 < x 2 => f (xj) < f (x2) . 
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Analogamente se provaria a proposição na hipótese 
f ( a ) > f ( b ) . 

6) Sendo k parâmetro real e sabendo que a 
equação da tangente à curva representativa de 

as + k 
y = é x — 4 y — 4 = 0 , ache o valor do 

x 

parâmetro k e as coordenadas do ponto de tangencia, 

k 
R. : y ' = e portanto terá de ser 

x 

k 1 

, x — 4 y — 4 = 0 

sistema cuja solução e 

•"k. 4 
y = 0 . 
x = 4 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS G E B A I S — Exame f i n a l — 
Ano lectivo de 1969/70—Época de Outubro - Ponto 
n.» 4 — 1-10-1970. 

5776 — 1) Demonstre que (A — C) U (B — D) e 
S (A U B)—(C (\ D) . Dê um exemplo em que se 
tenha (A - C) U (B - D) = (A U B) — (Cf[D). 

R: 

(A - C) U (B - D) = (A fi C) U (B n î j ) = (A UB) n 
n ( A u û ) n ( C u B ) n ( C u û ) E ( A u B ) n ( C u 5 ) = 

• = ( A u B ) n [ ~ ( C n D ) ] = ( A U B ) - ( C n D ) . 

Tomando 

U = | l , 2 , 3 , 4 , 5 | ; A = | l , 2 | , B = í 2 , 3 , 4 i , 

C = | 2 , 3 | , D = | 1 , 2 , 3 | 
vem 

(A - C)U(B - D ) - ( A l | B ) - ( C n D ) - | 1 , 4 | . 

2) Sendo X subconjunto do espaço métrico A , 
prove que int X = est X e front X = front X. 

Determine o e b por forma que o conjunto linear 

X = ] 3 , a j u í z e R;X = (n = l , 2 , • • • ) ! tenha 
« + 2 

0 derivado X ' = | 3 | e i n f X = l / 2 . Qual é o sup X? 
X é fechado? É aberto? Justifique as respostas. 

R : a p. int. X => V £ (a) £ X => V E ( a ) n X = 0 => 
=> a p. ext. X ; a p. ext. ~X => V E (a) f l X —• 0 => 
=> V£ ( a ) S. X => a p. iní. X . 

/Se a fi ponto fronteiro de X (rfe X ) em qualquer 
sua vizinhança, por mais pequeno que seja o valor de 
e, há sempre pontos de X e de X . Logo, a também 
é ponto fronteiro de X (efe X ) . 

b n 
Como hm = b , terá de ser b = 3 . inf X = 

n = oo n + 2 
= 1/2 => a = 1/2 ; sup X = 3 e X <? fechado. 

3) Dada a sucessão «„ , suponha que « , „ , W i „ + -
e « 3 n são convergentes. Prove que un converge. 

Diga qual é o conjunto dos sublimites da sucessão 

i l t i l i i . i i i i i i i 
' 2 ' ' 2 ' 3 ' ' 2 ? 3 ' 4 ' ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 

Indique, justificando, os seus limites máximo e mínimo. 
R : Supondo que u S n - v u , u 2 n + ( - > v e u 3 l l - » - w , 

notemos que 3 n e' número par (quando n for par) ou 
impar (quando n for impar) e portanto as subsucessões 
de u 3 „ que se obtêm com n pare n impar são, respec­
tivamente, subsucessões de u 2 „ e u l n + 1 . Podemos então 
garantir que u = v = w e portanto u„ converge 
para u . 

O conjunto dos sublimites da sucessão dada i 

i l l 1 1 

Os limites máximo e mínimo são, respectivamente, 
1 e 0 . 

4) Prove que, sendo un> — 1 (n > 0) , a conver-
oo ao 

gência de 2 u n e S u * implica a convergência de 
o o 

S log (1 + «„) . 
o 

Discuta a natureza da série 

" l - 3 - . ( 2 n + l ) 
j 2 . 4 . . . 2 re 

R : Notando que u„ -> 0 , log (1 + u„) = u„ — \ u° 
1 

onde X—i- — quando u„ -»• 0 . 
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Tem-se então 2 lo9 (1 + u n) = 2 u " — 2 * u * -

O 0 0 
QD ' CO 

Ora como 2 u n converge e 2 * u n também converge, 

•porque — - - -+ — 0 , oo , a série 2 too (1 + u„) 
"5 2 o 

(soma de séries convergentes) também converge. 

P a , a a ^ 2 1 ' 3 ' " ( 2 D + 1 ) 
2 - 4 - - - 2 n 

2n + 3 
2 n + 2 

1 - x2 

(1 — x 2 ) n vem 

I 1 - X2 I 

Como 
I 1 — x2 I < 1 <=> — 1 < 1 - x2 < 1 <=> 

_ r i - x2 < 1 <=> x zf= O 
< _ > 11 - x2 > — 1 <=> - ^ 2 < x < / ' I 

a série converge para — ^2 < x < 0 e 0 < x < ^2 . 
Por outro lado, 

Í
l — x 2 > 1 (impossível) 
l - x 2 < - l < = > x < - v / 2 V x > v / 2 -

e portanto a série diverge para x < — e x >y/2 . 
e " 1 - 3 — ( 2 n + l ) 

Para x = O , vem a séri > j —- - que 
2 - 4 - - - 2 n 

e divergente pois 
2 n + 3 

1 + 0 . 

Para x — ± l/2 

u„ 2 n + 1 
« 1 . 3 - - - ( 2 n + l ) 

vem 2 ( - 1)" 
í 

2 n + 3 
2 n + 2 

2 - 4 - - - 2 n 

>• 1 , o seu termo geral 

não tende para zero e portanto a série diverge. 

5) Se ja / c o n t í n u a e m [a, b] e admita que 
/ ([a , 6]) c [a , 6 ] . Prove que, sob estas condições, a 
equação / (x) — x tem sempre uma raiz em [a , b] _ 
Exemplifique com f ( x ) — \/x em [ 0 , 4 ] . 

R . : Nos casos em que f (a) — a ou f (b) = b a 
proposição é óbvia. Se for f (a) > a e f (b) < b a 
função g (x) = f (x) — x toma sinais contrários em 
a e b e portanto g (x) anuta-se num ponto c interior 
(teorema de BOLZANO-CAPCHY) : g (c) = 0 ou f (c) = c. 

Com f (x) = y/x «m [0 ,4 ] a equação \fx = x íem 
a» raízes x = 0 e x — 1 . 

6) A função F satisfaz à condição F (c — 0) < 
< F ( c ) < F ( t - | - 0 ) no ponto interior c do seu 
domínio. Estude a existência de F' (c) . 

F (x) — F (c) 
R. : F ; (c) = lim — — — = + oo 

x = c —0 X — C 

F (x) — F (c) 
F ' (c) = lim — — - + oo 

i = c + 0 X — c 

Portanto, no ponto x = c vem F' (c) = + ° ° . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEHAIS — Exame f i n a l — 
Ano lectivo de 1969/70—Época de Outubro—Ponto 
n.° 5 - 1-10-1970. 

5777 — 1) Considere as aplicações de R em R 
definidas por / (x) = x 5 , g (x) = x — 1 e h (x) = x . 

Determine f o g , g o f , ( f o g ) o h , f o (g o h) , 
o - ' o / " 1 e (fog)~>. 

R. : f o g = (x —1)5, g o f = x 5 - l , (f o g) o h = 
= ( x - l ) 6 , f o ( g o b ) = ( x - l ) 5 g-< o M-l+v/y*; 
(f o g)-« - 1+v/y". 

2) Prove as proposições seguintes : 

t ) Sendo a um número real qualquer e X = | x : x 
é racional f\x<ia\, então a — eupX. 

ii) Sendo A conjunto linear não-vazio limitado 
inferiormente e B o conjunto dos números — x 
tais que xeA, então B é s u p e r i o r m e n t e 
limitado e inf A = — sup B . 

Indique o conjunto derivado, o supremo e o ínfimo 
do conjunto linear 

X 

R. : 

= | x : x = ( - 1)« + — (m , n - 1 , 2 , • • - )} • 

i ) O número a é majorante de X e, como V S > 
> 0 , ] i eQ a — S < x < a, é evidente que 
a = sup X 

i i ) Sendo 1 = inf A , tem-se V x e A x > l e 
V S > 0 , g x ' e A : x' < 1 + S . Portanto, 
V - x e B - x ^ - l e V S > 0 , g — x ' e B 
— x1 > — 1 — S . Logo —léo sup B . 

Para X = | x : x = ( - 1)" + — (m , n - 1 , 2 , • . - ) J 

tem-se X ' - | — 1 , 1 | U X , i n f X = - l , s u p X = 2 . 

3) Mostrá que, sendo u„ > 0 e u„ + ,/u„ <.k<l 
(k constante) V n e N , então l im u„ = 0 . O que 
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se pode afirmar quando se sabe apenas que un+4/u„< 
< 1 ? Justifique. 

Sendo u„ = nl/n", indique o l im u„ a partir de 
lim u„ + i/u„. 

R.: u n + i / u „ k < 1 = > 2 U » converge =>u o ->-0 . 
Quando u,1 + 1 / u „ < : l apenas se pode afirmar que 
n I 1 + 1 < ; u n e portanto u„ -» u I > 0 . 

Para u„-= n !/n" «em lim—ííi-«•— <c 1 e por-
u„ e 

íaíito ÍÍOT u n = 0 . 

4) Sendo o. > 0 ( » — 1 , 2 , •••) e b„~(aí + a2 + 
+ ••• + a„)/n , p r o v e que òj + b2 + ••• + 6„ > a t 

\ 2 n J 

Tomando a série 2 a „ , aproveito o resultado ante­
rior para justificar que 2 6„ é sempre divergente. 

Estude a natureza da série 

. (p + l)(f> + 2) — (p + *) 
(3 + 1) (9 + 2) •••(« + ») 

R : Como 

b l = ° l 

ai 4- a 2 

b 3 

ai + a2 + a 3 

»i + a2 -\ 1- a„ 

resulta imediatamente 

1 \ 
bi + b 2 + ••• + b „ > 3 l (l + — 4- ••• + — 1 

J?sía desigualdade serve para provar que 

hi + b 2 + ••• + b„->- + oo 

pois 
1 1 

1 + — + • • • + >- + co 
2 n 

Para estudar a série dada, notemos que 

a„ + f p 4- n + 1 
a„ q + n + 1 

« o critério da razão não explica a natureza da série. 
Como 

\ 3 n + í 

(q - P) n 
n + p + 1 q - P : 

o critério de RAABE, permite concluir que a série con­
verge com q > p + 1 e diverge com q < I p + 1 . 

5) Seja / contínua no intervalo [0 ,2 ir] tal que 
/(O) = / ( 2 T ) . Prove que existe um ponto c nesse 
intervalo tal que / ( « ) = / ( « + « ) . Sugestão : consi­
dere a função auxiliar g (x) <— f (x) — f {x - f ir) . 

R : Observemos que g (0) = f (0) — f (ir) e g (ir) = 
= f (ir) - f (2;r) = f (ir) — f (0 ) . -Se f (0) = f ( i r ) , a 
proposição é óbvia. Com t (Q) =j=í (ir), a função con­
tinua g (x) tem sinais contrários em 0 e ir e o teo­
rema de BOLZANO-CAUCHY garante que existe um ponto 
c entre 0 e ir tal que g (c) «• f (c) — f (c + ir) = 0 . 

6) Seja 

/ ( * ) -

x — X 

\/x - 1 

2 (* = ! ) . . 

(*=£1) 

Prove que / é diferenciável para x = 1 . 

R : Como 

x—1 
- 2 

f (1) = i r á 
X = í 

V / x - 1 
= iím 

x - i - 2 ( y T - i ) 
( x - l ) ( V / r - l ) 

1 
= lim • 

(x — 1) (y/x - 1) V7* + 1 

a função é diferenciável. 

1 
2" ' 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame f inal — 
Ano lectivo de 1969-70 — É p o c a de Outubro — 
Ponto n.° 6 — 6-10-1970. 

5778 — 1) Prove as seguintes propriedades no 
conjunto R dos números reais : 

t) — (— o) = a 

> ii) a = 6 <=> — a = — b . 
< > 
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R : i ) Dado o número real a — [A1, A 2 ] , tem-se 
— a = f— A 2 , — A j ] e ê claro que — ( — a) •= [ A j , A 2 ] . 

i i ) Sendo a = [ A t , A 2 ] e b •= [ B j , B 2 ] , tem-se 
a — b <=> A j = B j A, A 2 = B 2 mas então também 
— A j = — B i A, — A 2 = — B 2 o que mostra que 
— a = —b . ' 

Supondo, por exemplo, a > b tem-se A j n B 2 ^ í r 0 
o que indica que 

- b = [ - B 2 , - B J > [ - A 2 , - A t ] = - a . 

2) Prove por indução que todo o conjunto linear 
finito tem mínimo e máximo. Mostre que 

max j o , 61 — — [a + 6 4 | o — 6 [] 
2 

min J a , ò ] - — [ a + 6 — [ a — ô | ] 
2 

e prove também que 

max \ a + o , 6 + d\ <J max \ a, b\ 4 max je , d\ . 

Ache o supremo e o ínfimo de 

Jxe R: (x — a) (x - 6) (x — c) (x — d) < 0 | 

com 
a<b <.c <d . 

R. : .4 proposição è óbvia para um conjunto de dois 
elementos. Supondo que a propriedade é verdadeira para 
um conjunto de m elementos, se tomarmos um conjunto 
com m -(- 1 elementos e considerarmos um seu subcon­
junto de m elementos, o minimo existe. De facto, è o 
menor de dois elementos: o minimo do subconjunto e o 
elemento que lhe não pertence. Mutatis mutandis, o ra­
ciocínio aplica-se ao máximo. 

Supondo 

a < í b , max | a , b J = a = — (a + b + a — b) . 

Com a g b , vem 

max ! a , b j = b = -^-(a + b + b — a ) . 
2 

Analogamente se prova que 

min | a , b j =• — [a +-b — | a — b | ] . 
Sa 

max I a -f- c , b + d | = 

7 j [(a + c) +• (b + d) 4- I (a 4 c) - (b + d) | J ^ 

^ y [ ( a 4- c) +- (b 4 d) 4 I a - b I + | c - d | ] -

- i . [ 8 + b + | » — b | ] + — [ C 4 d 4 | c - d | ] -

= max j a , b I 4 max \ c , d | . 

Para o conjunto 

X = |x e R : (x — a) (x - b) (x - c) (x — d) < 0| , 

vem sup X = d e t n / X = a. 

3) Dada a sucessão o , a 4 6 , 1 4 1/2,0,046, 
1 4 1/3 , a , a 4 6 , 1 4 1/4 , ••• determine os números 
o e b por forma que a sucessão seja convergente. 
Justifique. 

Admitindo que u„ -»• w e D„ -»• v, mostre que, 
exceptuando os casos (u = l , u = o o ) , (« = 0 0 , i>=0) e 
(u — 0 , « — 0) , a sucessão w>„ = u" (u„ > 0) possui 
o limite W. 

Calcule l im (í + 2 tg . 

R.: a = 1 e b = 0 . 

Notando que logw„ = v n Zoj u„-> v ío</ U , facilmente: 
se conclui que w„ -» u" . 

n log (l 4 2 to — ̂  -= 2 n »i to — = 

- 2D-

e portanto 

^ l + 2 f j ^ — e2. 

4) Dada a série 2 u„ , demonstre que 

0 I u n + i / u n I ís» A < 1 => 2 u„ é absolutamente con­
vergente. 

ii) I u„+l/u„ I ; > 1 => 2 u„ é divergente. 

Estude a natureza da série de termo geral 

o" 
«„ — (o > 0) . 

(1 + a) (1 + **) . . . ( l 4 o „ ) v ' 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 79 

It. : 

u n + 1 / u „ I <L h < 1 => 2 I u„ ( conv. => 2 u n conv. absol. 

div => u_ não é evanesceníe I u„ + 1 /u„ 1 ^ 1 — > 2 | u , 
=> 2 u. div . 

1 + a"+! 

a (a < 1) 
1/2 (a - 1) 

( • > ! ) 

e o critério da razão permite concluir que a série con­
verge para todos os valores de a . 

5) Sendo / monótona em [a , ô ] , justifique que / 
só pode possuir descontinuidades de 1.* espéc ie nesse 
intervalo. Estude a continuidade da função 

/ ( x) = { 
0 (x rac.) 

x (x irrac.) 

R . : Uma função monótona tem sempre limites late­
rais nos pontos de [a , b] e portanto só pode possuir 
descontinuidades de 1." espécie. 

A função 

f ( x ) . 
' 0 (x rac.) 

1 x (x irrac.) 

ê continua para x = 0 pois | f (x) — f (0) | = | x | . 
Em todos os outros pontos apresenta descontinuidades 
de 2." espécie. 

6) Considere a função 

l / x ( x ^ 

— x ( x < 0 ) 

0) 

e calcule g' (0) . Esboce a imagem da função na 
v i z i n h a n ç a de x = 0 . 

R . : Notando que 

g ( x ) - g ( 0 ) 
— ( x < 0 ) 

(x > 0) 

resulta g' (0) •= + oo . 

I. S. C. E . F — MATEMÁTICAS G E B A I B — Exame final — 
Ano lectivo de 1969-70 — É p o c a de Outubro — 
Ponto n.° 7 - 6-10-1970. 

5 7 7 9 — 1) Prove a seguinte propriedade : se 

o ,6 e R e a > 6 , então a + c>b + c V c e . f i . 

R . : Com efeito, seja a = [ A t , A 2 ] , b = [Bx, B 2 ] , 
c - [ C i , C 2 ] , a + c - [ D a , D 2 ] e b + c - [ E j , E 2 1 . 
Como a > b , existe a'j e A t « b' 2 e B 2 tais que 
a'i > V 2 ou a'i — b' 2 > 0 . Então, poderemos deter­
minar c'i e C i e c 2 e C 2 tais que c ' 2 — c'j < a'j — b' 2 

ou b't + c'z < a 1 ! + c ' i . Mas b' 2 + c' 2 e E 2 e a ' t + 
+ c'i e D j e portanto a + o b + c . 

2) Prove que X é ponto de acumulação de A ee 
e só se em qualquer v i z i n h a n ç a de X existe pelo 
menos um elemento de A distinto de X . 

Mostre que sup A = sup A , onde A designa o 
fecho de A . Indique dois conjuntos A e B tais que 
AplB - 0 e ZnS=jt0. 

Indique o ínf imo, o supremo e o fecho do conjunto 

X = \xe R:x = n'-i>m ( m , » — 1 , 2 , • • • ) | . 

R . : Se X é ponto de acumulação de A , numa V t (X) , 
por menor que seja %, existe uma infinidade de elemen­
tos de A e portanto existe sempre um elemento de A 
distinto de X . Reciprocamente, se em qualquer V e (X) 
existe um elemento de A distinto dt X , há uma infi­
nidade de elementos de A em qualquer V , (X) . 

Notando que A = A U A ' , basta examinar as hipó­

teses sup A > sup A e sup A > sup A . No primeiro 

caso haveria a > jup A , o que é absurdo ; no segundo 

caso, haveria a > sup A que é uma contradição. Logo 

sup A = sup A . 

Sendo A = ] a , b [ e B = ] b , c ] vem A (") B = 0 e 

Ã D B - | b | . infX = 0 , í u p X = + o o , X = X ( J | 0 j . 

3) Indique, justificando, quais das propos ições 
seguintes são verdadeiras : 

i) Se u 2„-+u e v, u e v são os únicos 
sublimites de u „ . 

ti) Se o conjunto dos termos de uma sucessão 
não tem máx imo nem mínimo, a sucessão é 
divergente. 

»'*'»') Se V n e N u„ > 0 A. un -* 0 , então u„ é 
decrescente. 

Calcule lim n *\J2+ -̂ — V§ ̂  

R . : A proposição i) é obviamente verdadeira. Para 
i i ) basta notar que o Ínfimo e o supremo de (u n) são 
pontos de acumulação, e portanto sublimites de u u , para 
provar que ii) é verdadeira. Para iii), observemos que 

u„ •-- > 0 é evanescente e no entanto não 
n 

é decrescente. Logo iii) é falsa. 

http://Vce.fi
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v 3 2 n 6 

4) Se a série 2 o„ (a„ > 0) é divergente e <S„ 
designa a soma dos seus n primeiros termos, prove 
que 2 (V^Sn+t — também diverge. 

Estude a natureza das séries 

Subtraindo membro o membro, vem 

g (a + h) - g (a - h) = 2 h g' (a) + h ( « + fi) 

g ( a + h ) - g ( a - h) 
2 h - g' (a) + 

« + 
2 ' 

o gue prova a proposição. 

Enunciados o soluções dos n . o s 5773 a 5779 de Fernando de J . BUS 

2 ( - ! ) » + ' « — e 2 i n ! x" 

R . : Se 2 a„ diverge, então S„ ->• + co e a série 

de M B N O C L I 2 ( j / S „ f l — v/S„) também diverge. 
ao 

Notando que (— l ) n + ' e ~" é série geométrica 
o 

de razão — e - " " 1 , eia será convergente se e só st 

< 1 ou sen x > 0 , isto é, para 2 k i r < x < 

•< (2 k + 1) TC . A série de potências —j—» c o n ~ 

verge absolutamente para x =j= 0 . 

5) 

i ) D ê exemplo de uma função cont ínua num con­
junto fechado limitado que não tome todos os 
valores desde o mínimo ao m á x i m o . 

i f ) Represente geometricamente uma f u n ç ã j o / 
cont ínua em [a , 6] excepto no ponto interior 
c onde possui uma descontinuidade de primeira 
espéc ie cora / (c — 0) < / (c) < f ( c + 0 ) . C a l ­
cule f (c) para esta função . 

r 1 ( 0 ^ x ^ 1 ) 

i i ) 

f j (c) - +oo e f' (c) = + oo , isto é, F (o) — + oo . 

6) Prove que, sendo g d i ferenciáve l para x — a, 
então 

g(a + h) — g (a — h) 
l>m — = g' (a) 
A-o 2 h 

R . : Por definição de di/erenciabilidade podemos 
escrever 

g (a + h) - g (a) = h [g' (a) + «] (Hm « = 0) 
h—0 

g ( a - b ) - g ( a ) - - h [ g ' ( a ) + (3] ( i m ^ O ) 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E B A I S — Ponto N.° 1 —7-1-70. 

5 7 8 0 — 1) Justificando cuidadosamente as respos­
tas, indiqua se são : 

a) reflexivas, 
b) s imétr icas , 
c) transitivas 

as re lações F, G e H, definidas em R pela forma 
seguinte : 

x F y <=> | x — y \ > 0 

x G y <=> x1 — y* e Q (Q 6 o conjunto dos racionais) 
x H y <=> 3 x — u y . 

ueR 

Nos casos em que se trate de re lações de equiva­
lência , indique a classe de equ iva lênc ia do elemento 
0 (zero) e uma outra classe de equ iva l ênc ia , distinta 
desta. 

2) Seja / a apl icação de R em si mesmo definida 
por 

—x se x < 0 

/ ( » ) se x > 0 
X 

a) Indique, justificando, se / é injectiva ou so-
brejectiva. 

b) D ê exemplos concretos de um conjunto limitado 
(em R) cujo transformado por / seja ilimitado e de 
um conjunto ilimitado que / transforme num conjunto 
limitado. 

c) Mostre que 

( / o / ) (x) = / ( _ x ) , \ / x e R 

(considere separadamente os casos x > ( ) , x = 0, 
x < 0 ) . 

Pondo / i = / e, para todo o n e N, / „ + , — / „ o / , 
aproveite o resultado anterior para determinar expli­
citamente a ap l i cação / „ . 
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3) Sendo u„ e v„ os termos gerais de duas suces­
sões de termos reais e wn — u„ + v„, indique, jus t i ­
ficando, quais das propos ições seguintes são necessa­
riamente verdadeiras e mostre, por meio de exemplos 
concretos que as restantes podem não o ser: 

a) Se u„ e vn são divergentes, wn t a m b é m o é. 

6) Se u„ e v„ são limitadas, w„ também o é. 

c) Se u„ a v„ são ilimitadas, w„ t ambém o é. 

d) Se u„ e vn são crescentes, wn t ambém o é. 

e) Se u„ e v„ são monótonas , w„ t a m b é m o é. 

4) a) Prove que, para que c e R seja ponto de 
acumulação do conjunto 

At\J AZU ••• U A, 

(p e N) é necessár io e suficiente quo c seja ponto 
de acumulação de um, pelo menos, dos conjuntos 
Ai,A2, ••• ,A„. 

b) Se em vez de uma reunião de conjuntos, em 
número finito, se tratasse da reunião de uma infini­
dade de conjuntos, a condição seria ainda suficiente ? 
E n e c e s s á r i a ? Justifique. 

I. S. T . — MATEMÁTICAS G K H A I S — Ponto N." 2—7-1-70. 

5781 — 1) Justificando cuidadosamente as res­
postas, indique quais dos seguintes subconjuntos de 
B são 

o) abertos, 
b) fechados, 
c) limitados (em B) : 

1 yeR 1 

B = j x : — e . z j (Z è o conjunto dos inteiros) 

C ~ | » : | « - 1 | + | « + 1 | > 4 | . 

2) Seja / a ap l i cação de B em si mesmo definida 
pela forma seguinte: 

/ ( * ) • 

—x se x e Q (Q é o conjunto dos racionais) 

— se x e B \ Q . 

c) Designando por A o transformado por / do 
intervalo [ 1 , 2 ] , indique (quando p o s s í v e l ) o su­
premo, o ínfimo, o máximo e o mínimo do conjunto A. 

d) Pondo / i = / e, para todo o n e N , f „ + i = f n ° f , 
determine explicitamente a ap l i cação / „ . 

3) Sendo u„ o termo geral de uma sucessão de 
termos reais e v„ = , indique, justificando, quais 
das propos ições seguintes são necessariamente verda­
deiras e mostre, por meio de exemplos concratos, que 
as restantes podem não o ser: 

a) Se v„ é convergente, u„ também o é. 

6) Se v„ é divergente, un t a m b é m o é. 

c) Se v„ é majorada, u„ é l imitada. 

d) Se v„ é crescente, u„ é crescente. 

e) Se v„ ó crescente, u„ é monótona . 

4) Convencionemos dizer que um conjunto AçzB 
é simétrico em relação à origem sse 

V (x e A => — xe A) 
xe R 

e que um conjunto BcB é fechado a respeito da 
adição sse 

V (xeB/\yeB=>x+ yeB). 
xtyeR 

Nestas condições , sendo C um subconjunto de B, 
considere a re lação G , em B , definida por 

xG y <=> x — y e C 

e prove que: 

a) G é reflexiva sse 0 e C. 

b) G é s imétr ica sse C é s imétr ico em relação à 
origom. 

c) G é transitiva sse C é fechado a respeito da 
adição . 

Enunciados de J . Campos Ferreira 

U n i v e r s i t é Libre de Bruxel les — F a c u l t é des Sc ien­
ces A p p l i q u é e s — A L O Ê B R B - A H A L T S I . 

i*re candidature. 

a) Prove que / é bijectiva. 
6) Indique, justificando, quais são os valores de x 

que verificam a c o n d i ç ã o : 

/ ( * ) - x . 

5 7 8 2 — 1. E n quels points les fonctions suivantes 
sont-elles discontinues 

a) / ( x ) — [x] où [x] représente la partie entière 
de x 
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6) / ( « ) • 

•) / ( » ) , 

1 + 2 sin x 

O si x < 0 

_ J_ 

e * si ar > O. 

1 
2. Montrer que la fonction y — — est continue 

as 
sur l'intervalle ] O , 1 [ mais n'est pas uni formément 
continue. 

3. Calculer les dér ivées partielles d'ordre 1 de y 
par rapport aux variables indépendantes strictement 
positives x\ , xi, xi, s i 

j , = s/u% + S3 et M = l o g œ 1 - x 2 - X 3 v = * e

s l a < - x > + x > + x > ) . 

4. Calculler à 1/10 près ( 2 . 1 ) et (2 .1 ) 
á a; <) y 

f ( x , y ) = y/a; sin y + ^ . 

3a) Montrer à l'aide de la déf init ion de la dér ivée 
que 

(e")' = a e " a e R . 

Application: Calculer les dér ivées des fonctions 
suivantes à partir de à) 

1. SA a; 

2. Chx 

3. TA a; 

4. /» .'•. 

4. Etudier la fonction y mm | te | est-elle continue 
et dér ivable en tout point x ? 

5. E n quels points la fonction y = j cos x j est-
-elle non dér ivable ? 

6. É t u d i e r la variation des fonctions suivantes 

0 si x = 0 

cos — si x 0 
x 

à) 0 s i x - 0 

x cos — si X =jt 0 
X 

0 s i x = 0 

x 2 cos — si X 0 . 

E n quels points ces fonctions sont-elles continues ? 
D é r i v a b l e s ? Cont inûment dér ivables ? Représentez 
les sur un graphe. 

Itre candidature. 

5 7 8 3 — 1. Calculer les dér ivées partielles de la 
fonction. 

2. Calculer les dér ivées partielles de la fonction 

5. Soit X(t) une matrice dont les é léments x ( j (t) 

sont des fonctions dér ivables de t . Calculer 

d , d 
a) X - 1 b) X 2 . 

dt ' dt 

6. Calculer les dér ivées partielles d'ordre 1 de la 
fonction 

f ( x , y , z ) = x^'K 

7. Montrer que l 'équat ion y3 + 5 x yz + 10 y — 
— 10 x 2 = 0 définit , dans le voisinage de x = 0 une 
et une seule fonction réel le y (x) . 

D é v e l o p p e r cette fonction y (x) en série de T A Y L O R 
jusqu'au terme en x 5 inclus. 

8. S i 
J x — <p + 

U = l -

sin if 

cos tp 

sont les équat ions paramétr iques d'une courbe plane 
d'équation cartés ienne y — F (x) , calculer F1 (x) 
et étudier la variation de F1 (x) pour 0 < x < 2 7 t . 

9. Considérons la surface d'équation x y + y z — 
— x z = 2 . 

Déterminer pour quelles valeurs de x et y i l est 
possible d'appliquer le théorème des fonctions impli­
cites. S i ( x 0 , yo) est l'un de ces points, calculer (de 
deux manières : en explicitant ou en n'explicitant pas 
2 en fonction de x et y) les dér ivées partielles pre-

d « d ' 
mières —— (x 0 , y0), —— (x 0 , v 0 ) et la d i f férent ie l le 

dx dy 
totale dz (x0, y0). 

10. Calculer la matrice jacobienne de u, v par 
rapport à x,y s i u et v sont les fonctions définies 
implicitement par les relations: 

\uv + x — y — 0 . 
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l i r e candidature. 

5 7 8 4 — 1. Démontrez que: 

S i i l et B sont des matricee carrées symétr iques , 
alors A B est une matrice symétr ique si et seulement 
si A et B commutent (A • B =* B • A) . 

2. Sans effectuer le produit, trouvez le rang de la 
matrice C = A - B où 

/ 2 - 1 \ / 1 2 3 \ 

3. On considère la transformation l inéaire de l'es­
pace vectoriel BZ définie dans la base canonique par 

la matrice G 3- Montrer qu'il n'existe aucune 

base de R2 par rapport à laquelle la matrice de cette 
transformation l inéaire soit diagonale. 

4. Trouver les valeurs propres et les vecteurs cor-
f i 0 2 X 

respondants de la matrice ( 0 2 1 1 . 

\ 1 0 2 / 

soit J s i n m x cos" x dx = Im . 

E t a b l i r la formule de réduct ion 

(m + n) Imi„ ' — s in" 1 - 1 x cos" + l x + (m — 1) 7m_i,„ 

V m , n sauf BÍ m = — n = 1 . 

Application: Calculer 7 3 , 2 = J s in 3 x cos*x cix . 

6. Démontrer la forme de récurrence 

n I„ = — s in" - ' x cos x + (n — 1) / „ _ , 

avec 

/„ = y sin" x c?x (n — 1 , + 1) • 

Application : J s in 7 x dx . 

7. Démontrer 

"rr/2 

s ; 
sin" x dx = 

(ra - 1) ! ! 
s i n est un entier positif impair 

(n — 1) ! ! 77 
si n est un entier positif pair 

n ! ! 2 r * 

n ! ! = n (n — 2) (n — 4) 

Enunciados de F . et J . Teixeira 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas era revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de llvos 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

185 — N I C O L A E P O P E S C U — C a t e g o r i i Abel iene — E d i -

tura Academiei Republici i Socialiste R o m â n i a — 
Bucaresti , 1971. 

A teoria das categorias abelianas tem-se desenvol­
vido nos ú l t imos vinte anos e pelos seus métodos e 
resultados desempenha um papel de relevo na Mate­
mát i ca abstracta. Tem origem na Algebra, particu­
larmente na teoria dos módulos sobre um anel o tem 
sido desenvolvida pela necessidade de se obter o qua­
dro natural para muitas noções a lgébr icas . Do mesmo 
modo, a teoria das categorias abelianas tem aplica­
ções importantes na teoria dos ané is , na geometria 
a l g é b r i c a , na geometria anal í t i ca , na topologia a l g é ­
brica, etc. 

O presente trabalho é uma monografia que aborda 
problemas importantes da teoria das categorias abe­
lianas. 

O primeiro capí tu lo expõe (sem demonstrações) no­
ções e resultados fundamentais da teoria das cate­
gorias. 

Ao segundo capí tu lo descrevem-se as noções funda­
mentais sobre as categorias prèad i t ivas , aditivas pré -
abelianas e abelianas, demonstrando os resultados 
c láss icos sobre as categorias abelianas, os produtos e 
somas libradas teoremas de isomorfismo, somas direc­
tas. No parágra fo oitavo, o mais importante do cap í ­
tulo, o Autor ocupa-se dos limites indutivos e projec­
tivos nas categorias abelianas, demonstra a equiva­
lência das quatro formas da condição Ab 5 de G B O T H E K -
D I E C K e apresenta consequênc ias . 

O terceiro cap í tu lo , «Functores adi t ivos» contem o 
estudo dos functores aditivos, categorias dos functores 
aditivos, categorias de módulos , caracter ização de 
categorias de functors aditivos e categorias de m ó ­
dulos o teorema do produto tensorial, a exac t idão dos 
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functores, objectos projectivos e injectivos, envolvente 
injectiva, a ex i s tênc ia de envolventes injectivos era 
algumas categorias. 

O quarto capí tu lo intitulado «A loca l ização» é o 
mais importante de todos, desenvolve a teoria geral 
da loca l ização que desempenha grande papel na A l ­
gebra na Geometria a lgébr ica , etc. In íc ia - se pela teo­
r i a das categorias das fracções aditivas que é uma 
genera l ização bastante abstracta das fracções ordiná­
rias, destacando-se o teorema 2. 4 que fornece a t éc ­
nica das construções na teoria da loca l i zação : as 
apl icações aqui expressas são a construção da cate­
goria espectral duma categoria abeliana com comple­
mentar e a construção da categoria cociente duma 
categoria abeliana por uma subcategoria espessa. 
No parágrafo sexto estuda-se uma forma particular 
da categoria cociente para a qual o functor canónico 
admite um adjunto à direita, iniciando assim no livro 
o estudo das apl icações da teoria da loca l ização . Se-
gue-se o estudo das sub-categorias localizantes e da 
importânc ia dos objectos injectivos na teoria da loca­
l i zação . D á - s e grande relevo à loca l i zação nas cate­
gorias dos módulos a saber a construção das sub-
-categorias localizantes utilizando a noção de sistema 
localizante ( G A B R I E L ) , estuda-se a construção dojoca-
lisado de um módulo em relação a uma subcategoria 
localisante e as suas consequênc ias importantes, pará­
grafos 10 a 12. A apl icação da teoria da loca l i zação 
faz-se ainda na caracter ização das categorias abelianas 
com geradores e limites indutivos exactos, loca l i zação 
nas categorias de functores aditivos e ap l i cação na 
construção de functores exactos à esquerda e a aplica­
ção no teorema de imersão M I T C H E L L . Continua com o 
estudo de algumas loca l izações de uma categoria de 
módulos caracterizando os epimorfismos achatados (à 
esquerda) dos anéis e com apl i cação ao estudo (à 
esquerda) de um anel. O capí tu lo termina pelo estudo 
de algumas loca l izações especiais e apl icações da 
loca l i zação na teoria dos feixes abelianos sobre ura 
espaço topo lóg ico . 

O quinto capí tu lo trata do teorema de K R U L L -
R E H A C K - S C H M I D T para as categorias abelianas e começa 
pelas formas c lás s i cas deste teorema (ex i s tênc ia e uni­
cidade — AZUMAYA, A T Y A H ) . Continua cora o estudo 
das categorias espectrais e as 1. c. categorias para as 
quais o teorema de K R U L L - R E M A C K - S C H M I D T sob a forma 
G A B R I E L é vál ido . Es tuda as 1. c. categorias particu­
lares : categorias com a d imensão de K R U L L - G A B R I E L 
definida, at categorias semi-artinianas, as categorias 
localmente noethérianas , localmente art ín ianas e lo­
calmente finitas. D á a caracter ização das categorias 
localmente noethérianas e apl icações ao estudo dos 
anéis noetherianos (à esquerda). Termina por algumas 
cons iderações sobre uma forma geral do teorema de 
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K R U L L - R E M A C K - S C H M I D T sobre uma categoria de G R O -
TiiENDiECK qualquer. 

O sexto capí tu lo trata da «Teor ia da decomposição» 
e dá a definição e as propriedades gerais duma teoria 
a x i o m á t i c a da decompos ição que tem casos particu­
lares da teoria da decompos ição pr imária e terc iár ia : 
E s t u d a a l i g a ç ã o entre estas teorias de decompos ição 
e o anterior teorema de K R U L L - R E M A C H - S C H M I D T . 

O sé t imo cap í tu lo intitulado «A dual idade» tem por 
objectivos a construção do dual duma categoria de 
G R O T H E N D I E C K que é uma categoria dos módulos topo­
lóg icos sobre um anel topo lóg ico dum tipo particular. 

Os temas abordados neste livro e a profundidade 
com que os mesmos são tratados reflectem bem o alto 
n íve l c ient í f ico que a Academia das Ciênc ias da R e ­
pública Popular da R o m é n i a tem conseguido imprimir 
ao Pa í s no campo da matemát ica , promovendo não só 
o desenvolvimento desta c i ênc ia nas suas formas mais 
abstratas como nas apl icações mais concretas, como 
reforço de todas as actividades produtivas nacionais: 
agricultura, indústr ia , econometria, etc. 

J . G . T . 

1 8 6 — N. P . B H A T I A e G . P . S Z E Q O — S t a b i l i t y T h e o r y 
o f D y n a m i c a l S y s t e m s — Die Grundlehren der ma-

thematischen Wissenschaften — Band 161, Springer 
Verlag. Berlin-Heidelberg-New York. 

A teoria da estabilidade dos sistemas d inâmicos 
pode dizer-se ter sido iniciada em termos de teoria 
de equações diferenciais ordinárias no século xix com 
LIAPOUNOV e POINCARÉ. 

Posteriormente e nas ú l t imas décadas deve o seu 
maior incremento à escola s o v i é t i c a ; L E F S C U E T Z aler­
tando os matemát i cos dos U S A do atrazo, chama a 
atenção sobre o interesse que a teoria apresenta na 
reso lução de problemas que se colocam na produção 
de energia nuclear (década 50 e começo de 60). 

As oito centenas de trabalhos citados nas referên 
cias b ib l iográf icas do presente livro exemplificam e 
confirmam os aspectos modernos e as origens da teoria. 

LIAPOUNOV define de uma maneira precisa os con­
ceitos de estabilidade, estabilidade as s in tó t i ca e ins­
tabilidade e fornece um «método» de anál i se das 
propriedades de estabilidade de uma determinada 
so lução de uma equação diferencial ordinária. Tanto 
a definição como o método caracterizam em termos 
estritamente locais as propriedades de estabilidade 
de uma solução de equação diferencial. Pelo contrário 
a teoria de POINCARÉ difere da anterior na medida em 
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que as propriedades globais das equações diferenciais 
no plano desempenham o papel relevante. 

U m dos aspectos bás i cos da teoria de POINCAHÉ 
e s t á na introdução do conceito de trajectór ia , isto é, 
uma curva no plano x , x , paramétr ica em re lação ao 
tempo t, que pode obter-se pela e l iminação da va­
r iáve l entre equações dadas, reduzindo assim a equa­
ção diferencial à ordem primeira, a respeito de x 
e x. Nesta v i a POINCAHÉ adopta um referencial no 
qual estuda o comportamento qualitativo das equa­
ções diferenciais. POINCARÉ não es tá interessado na 
i n t e g r a ç ã o de tipos particulares de equações , mas em 
classificar todos os comportamentos p o s s í v e i s de todas 
as equações diferenciais de segunda ordem. Pela in ­
trodução do conceito de trajectór ia POINCAHÉ e s t á 
apto a formular e a resolver, como problemas t o p o l ó ­
gicos, os problemas da teoria das equações diferen­
ciais. Desta forma POINCAHÉ abre o caminho para 
a noção abstracta de sistema dinâmico que pode 
ser a tr ibuída e s s e n c i a l m e n t e a A . A . M A R K O V e 
H . W H I T N E Y . Estes dois autores observaram separada­
mente que é poss íve l estudar a teoria qualitativa de 
famí l i a s de curvas ( trajectórias) num espaço X con­
veniente, contanto que estas famí l ia s sejam de certa 
forma condicionadas no seu comportamento, isto é, 
se forem definidas como tendo sido geradas por um 
grupo de transformações t o p o l ó g i c a s a um parâmetro , 
actuando sobre X . 

G . D . B I B E H O F F deu grande desenvolvimento à teo­
r ia dos sistemas d inâmicos podendo ser verdadeira­
mente considerado como o fundador dessa teoria. 
A sua célebre monografia de 1 9 2 7 sobre os Sistemas 
D i n â m i c o s é a base de muitos trabalhos de investi­
g a ç ã o das décadas de 3 0 e 4 0 , que hoje em dia não 
es tão desactualizados. 

B I R K B O F F traçou as duas vias fundamentais na 
teoria dos sistemas d inâmicos , a saber a teoria topo-
l ó g i c a e a teoria ergódica . 

E m 1 9 4 7 V . V . N E M Y T S K I I e V . V . STEPANOV publi­

caram a «Teor ia Qualitat iva das E q u a ç õ e s Diferen­
c ia i s» que até hoje tem servido de referência de base 
aos mais importantes trabalhos da teoria dos sistemas 
d inâmicos . E m 1 9 4 9 N E M Y T S K I I escreveu um trabalho 
que faz o ponto sobre os problemas t o p o l ó g i c o s na 
teoria dos sistemas d inâmicos e reúne todos os resul­
tados da teoria topo l ó g i c a a té o fim da década de 4 0 . 

Durante os anos de 5 0 faz-se um grande esforço 
na genera l i zação do conceito de um sistema d inâmico 
em re lação aos grupos transformações t o p o l ó g i c a s 
e muitos autores aparecem com obras no táve i s . 

Mais recentemente a teoria foi ampliada com a 
introdução de novos problemas considerados à L I A -
FOUNOV, ausente nos primeiros trabalhos sobre siste­
mas d inâmicos e grupos de transformação topo lóg i cos . 

Neste sentido, a obra de T A B O U B A , em particular a 
sua teoria dos prolongamentos e as Buas re lações com 
a estabilidade mostrou claramente que a parte signi­
ficativa da teoria da estabilidade é de natureza topo­
l ó g i c a e pertence à concepção bás i ca da teoria dos 
sistemas d inâmicos . Os trabalhos de V . I . Z D B O V con­
tribuem bastante para esta extensão da teoria com 
a in trodução dos espaços métr icos . 

O presente volume foi concebido para apresentar 
de uma forma simples os resultados recentes da teoria 
dos sistemas d inâmicos nos espaços métr icos e espe­
cialmente a teoria da estabilidade nas suas apl i ­
cações concretas à teoria das equações diferenciais -

N ã o se refere a vários cap í tu los recentemente criados 
como a teoria da estabilidade estrutural, a teoria 
e r g ó d i c a e a teoria geral dos grupos de transfor­
mações t o p o l ó g i c a s . Mantém-se um níve l de acessibi­
lidade aos estudantes univers i tár ios dos médios e 
e ú l t imos anos (com conhecimentos de espaços m é ­
tricos e de e q u a ç õ e s diferenciais) para o que não se 
faz referência aos sistemas d inâmicos locais. 

Os cap í tu los I a V I I contêm a teoria bás i ca dos 
sistemas d inâmicos nos espaços métr icos e os Capí­
tulos V I I I e I X contêm ap l i cações e ex tensões da 
teoria da estabilidade (Cap. V ) aos sistemas d i n â ­
micos definidos por equações diferenciais ordinárias . 

Mais pormenorizadamente, o Capí tu lo I contém a 
def inição de um sistema dinâmico e alguns exemplos 
que indicam vários campos de apl icação . 

O Capí tu lo I I contém noções elementares inva­
riantes sob certas transformações t o p o l ó g i c a s dos 
sistemas d inâmicos . O Capí tu lo I I I trata principal­
mente dos conjuntos mín imos e sua estrutura. O C a ­
p í tu lo I V dedica-se ao estudo dos sistemas d inâmicos 
dispersivos e para le l i záve i s e termina a teoria bás i ca 
exposta. O Capí tu lo V desenvolve o tema principal 
do livro, a saber a teoria de estabilidade e da atrac­
ção (a teoria da atracção aqui apresentada difere 
essencialmente da de Z C B O V que assenta no conceito 
de atracção fraca). O Capítulo V I dedica-se a um 
problema mais especí f ico : a c lass i f i cação dos escoa­
mentos nas proximidades de um conjunto compacto 
invariante. O Capí tu lo V I I contém a teoria dos pro­
longamentos de T . U B A com apl icação à estabilidade 
absoluta e recorrência generalizada. O Capítulo V I I I 
trata da teoria geométr i ca da estabilidade para as 
equações diferenciais autónomas ordinárias incluindo 
vár ias ex teesões do método directo de LIAPOCNOV. 
O Capí tu lo I X dedica-se ainda a um problema mais 
especí f ico dos conceitos de atração e estabilidade v ia 
funções de LIAPOUNOV não cont ínuas . 

J . G . T . 
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1 8 7 — J E A N P I E R R E K A H A N E — S é r i e s d e F o u r i e r a b s o ­
l u m e n t c o n v e r g e n t e s — E r g e b n i s s e d e r M a t h e -
m e t i k u n d i h r e r G r e n z g e b i e l e — Springer-Verlag 

Berl in , 1 9 7 0 . 

« E s t e livro tem por objectivo o estudo das funções 
da classe A , isto é, as funções cont ínuas sobre o cír­
culo cuja série de F O U R I E R é absolutamente conver­
gente. O pertencer à classe A é uma propriedade 
local. A teoria descritiva consiste em comparar esta 
propriedade local a outras propriedades (interessando 
o módulo de continuidade, por exemplo). E esta a mais 
antiga or ientação , definida neste campo por S. B E R N S ­
T E I N . Os resultados recentes dizem respeito sobretudo 
as restr ições das funções da classe A a conjuntos 
fechados E do c í rcu lo ; estas restr ições definem uma 
classe de funções A(E). Para outros conjuntos fecha­
dos, E , do círculo, toda a função sobre E pertence 
a A (E) e diz-se que E é um conjunto de H E L S O N . 

Por outro lado, A é uma álgebra de JBANACH (a 
norma de uma função é a soma dos módulos dos coe­
ficientes de F O U R I E R ) . E s t a estrutura descoberta por 
W I E N E R , sugere grande número de problemas, entre 
os quais o de considerar a classe A (E) como á l g e ­
bras cocientes de A 

A ( E ) = A/IE 

em que TE é o ideal fechado de A cons t i tu ído pelas 
funções de A que se anulam sobre E . 

NeBtes termos levantam-se as seguintes ques tões : 
1 — Quais são os endomorfismos de A? 
2 — Quais as funções que operam em A , isto é, as 

funções F (definidas, por exemplo, sobre um 
intervalo real / ) tais que, para toda / de A 
com valor em / se tenha F ( f ) e A? 

3 — Quais são os ideais fechados de A ? 
4 — Quais as sub-á lgebras fechadas de A ? 
5 — Sendo dada uma função / de A, quais são as 

funções F, definidas sobre o conjunto dos va ­
lores de / , tais que F ( / ) e A ? 

As questões 1 e 2 foram levantadas em 1 9 3 4 po 
P. L E V Y e foram resolvidas completamente em 1 9 5 3 
( B E U R L I N O e H E L S O N ) e 1 9 5 8 ( K A T Z N E L S O N ) . U m caso 

particular da questão 3 é o seguinte problema que, 
por razões h i s tór icas , é designado «problema de s í n ­
tese espectral» : Todo o ideal fechado de A é um 
IE? Deve-se a resposta negativa a M A L L I A V I N ( 1 9 5 9 ) . 

As questões 4 e 5 es tão de certa forma relacionadas 
e esta ú l t ima foi apresentada sob a forma expressa 
por M E L L I A V I S também em 1 9 5 9 sob o nome de «cál ­
culo s imból ico indiv idual»: E m 1 9 3 9 porém M A R C I N -
K I E W I C Z tinha já trabalhado na mesma direcção. Ape­
sar das l i gações evidentes entre as questões 5 e 2 foi 
apenas recentemente ( 1 9 6 6 - 6 7 ) que o cálculo s i m b ó ­

lico individual permitiu reencontrar o teorema de 
K A T Z N E L S O N . 

Todos es tes problemas postos em relação a A, 
t ranspõem-se para A (E) . Melhor, verifica-se que, 
excepção do primeiro, a melhor v ia de acesso para o 
estudo em A consiste no seu estudo em certos A (E) . 
O poderoso método das algebras tensoriais introduzido 
por VAROPOULOS ( 1 9 6 5 - 1 9 6 7 ) consiste em identificar 

certos A (E) como á lgebras V ( D ) de funções defi­
nidas sobre o quadrado D 2 do grupo compacto D — 
= | — 1 , 1 1 " (onde a ad ição é definida como a multi­
p l i cação das coordenadas). Por seu turno identifica-se 
uma sub-á lgebra fechada da F ( D ) a A ( D ) , á lgebra 
das séries de F O U R I E R absolutamente convergentes 
sobre o grupo D (e não mais sobre o círculo!) A ( D ) 
pode ainda interpretar-se como a á lgebra das séries 
de F O U R I E R - W A L S H absolutamente convergentes. 

Muitas q u e s t õ e B que se põem sobre os A (E) ficam 
em aberto. E m particular, mal se conhece a significa­
ção do isomorfismo de d u a s á lgebras A ( E ) e A(E')». 

J E A N P I E R R E K A H A N E , é um dos matemát i cos da actua­

lidade mais qualificados para expôr as or ientações e 
as vias que se apresentam no domínio da m a t e m á t i c a 
que, na forma anterior, é tratado na introdução do livro 
de que é Autor. A sua competênc ia permite-lhe não só 
ser colaborador duma das mais categorizadas co lecções 
de obras de m a t e m á t i c a — Ergebnisse der Mathematik 
und ihrer Qrenzgebiete — mas ainda nela fazer ressal­
tar os aspectos mais salientes duma teoria com mais 
de dois séculos de ex i s t ênc ia iniciada na célebre Teor ia 
A n a l í t i c a do Calor. A longa bibliografia exposta, de 
1 7 2 referências , v a r r e completamente todo o espectro 
das tendênc ias manifestadas e dos resultados obtidos. 
É uma obra de alto n íve l c ientí f ico. J . G . T . 

N o t í c i a s c r í t i c a s p r ó x i m a s sobre as seguintes obras : 

A . F . MONNA—Analyse non-Archimedienne —Band 5 6 . 
L E O P O L D O N A C H B I N — Topology on spaces of Holo-

morphic Mappings — Band 4 7 . 
C A R L O MIRANDA — Part ia l differential Equations of 

El l ip t i c T y p e — Band 2 . 
H . BUSEMANN — Recent synthetic Differential Geo­

metry — Band 5 4 . 
H . S. W I L F — Finite Sections of Some Classical Ine­

qualities — Band 5 2 . 
S. L O P E S D E MKDRANO — Involutions on Manifolds — 

Band 5 9 . 
Volumes da col. « E r g e b n i s s e der Mathemat ik» und 

«Ihrer Grenzgebiete. 
J . S T O E R - C . W I T Z G A L L — Convexity and optimization 

in Finite Dimensions I — Band 1 6 3 . 
A . G R O T H K N D I E C K - J . A . DIEUDONNÉ — Elements de G é o ­

métrie A l g é b r i q u e I — Band 1 6 6 . 
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in 

Enizeldarstellungen. 
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Panorama da Geodesia Contemporânea (*) 
por F. Teixeira de Queiroz 

1. O problema g e o d é s i c o . 

Corno acontece com toda a ciência em rá­
pido desenvolvimento, ó extremamente difícil 
a apresentação duma panorâmica da geodesia 
contemporânea porque, não só alguns dos 
factos expostos podem à altura da publicação 
estar já desactualizados, mas também, e prin­
cipalmente, porque a exposição duma ciência 
em tais condições está muito mais marcada 
do que qualquer outra por influências subjec­
tivas, que sempre existem, daquele que a 
expõe. A qualquer desses perigos nos expo­
mos ao apresentar esta panorâmica duma 
ciência que, como tantas outras, adquiriu 
depois da segunda guerra mundial um desen­
volvimento que se pode classificar de ex­
plosivo. 

Deve-se um tal desenvolvimento a quatro 
factores fundamentais : 

1) Uma melhor colaboração entre as 
nações a respeito dos problemas geodé­
sicos. 

2 ) O aparecimento de máquinas de cal­
cular electrónicas que permitem a resolução 
de sistemas de equações lineares a um muito 
grande número de incógnitas. 

(*) O presente artigo consta de dois extractos, a 

Introdução e o Capí tu lo V , do trabalho apresentado 

pelo Autor ao Concurso organizado pela «Gaze ta de 

M a t e m á t i c a » com o apoio da F u n d a ç ã o Calouste 

Gulbenkian e que mereceu o 2 . ° prémio da Secção B. 

3) O aparecimento de instrumentos elec­
trónicos medidores de distâncias. 

4) A colocação em órbita de satélites 
artificiais. 

Parece-nos útil, porém, antes de abordar­
mos a influência que cada um destes pontos 
tem em geodesia, fazer um apanhado dos 
objectivos e métodos da geodesia clássica 
pois, só assim, será possível inserir e fazer 
ressaltar o papel que cada um dos factores 
acima assinalados desempenha no desenvolvi­
mento e renovação desta ciência. 

* 

A geodesia é uma ciência que tem como 
objectivo a determinação das dimensões e da 
forma da Terra. É uma das ciências mais 
antigas pois, já na Grécia clássica, A E R A T Ó S -
T E N E S realizou uma determinação do raio 
da Terra. 

Contudo, ó por alturas da revolução fran­
cesa que a geodesia principia a adquirir o 
aspecto que tem hoje. Nessa altura, a obser­
vação duma cadeia de triângulos centrada em 
Paris e estendendo-se para Norte e Sul da 
Europa, levou alguns geodetas a formularem 
a hipótese de ser a Terra sensivelmente um 
elipsóide alongado de revolução (elipsóide de 
C A S S I N I S ) . Tal hipótese deu origem a uma 
grande controvérsia pois estava em contra­
dição com a teoria de N E W T O N e H U Y G E N S a 
qual conduzia a admitir ser um elipsóide 
achatado de revolução o que melhor se 
adaptava à forma da Terra. A fim de decidir 
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qual o elipsóide que melhor se adaptava à 
Terra, a Academia das Ciências de Paris 
mandou, em 1735, duas expedições para re­
giões de latitude elevada com o objectivo de 
aí medirem arcos que se podessem comparar 
com o da Europa Central. Uma das expe­
dições, enviada para a Patagónia, depois de 
inúmeras peripécias, ficou impossibilitada de 
chegar a resultados conclusivos. A outra, 
enviada para a planície de Lapland, pôde 
provar ter a Terra uma forma mais próxima 
dum elipsóide achatado do que dum alon­
gado. 

Com a controvérsia acima referida ficou 
posto um dos problemas fundamentais da 
geodesia : a determinação do elipsóide que 
melhor se ajusta à superfície da Terra. 

Este problema ó duma importância capital 
pois é sobre uma tal superfície que, na geo­
desia clássica, se efectuam os cálculos das 
observações geodésicas. Portanto, estes con­
duzem a resultados diferentes conforme o 
elipsóide escolhido, afastando-se tanto mais 
dos valores observáveis quanto mais diferir 
a superfície terrestre desse elipsóide. Ev i ­
dentemente não se pode pensar que toda a 
massa de observações, feita ou a fazer, possa 
ser referida automàticamente a um elipsóide 
satisfatório. Escolhido um, ele é conservado 
durante o maior tempo possível, já que a 
mudança de milhares de dados observados, 
dum elipsóide para outro é uma operação 
muito dispendiosa. Além disso, não sendo a 
Terra uma superfície regular, pode haver 
um elipsóide que se ajuste melhor a uma 
dada região e que não seja satisfatório para 
outra. 

Fixado um elipsóide de referência, todo 
o ponto do espaço pode ser determinado pela 
normal ao elipsóide que passa por ele e 
pela distância do ponto (afectada dum sinal) 
a esse elipsóide. E m particular, podem ser 
referidos a essa superfície todos os pontos 
da superfície terrestre. Na prática, ó porém 
impossível, duma maneira simples, determinar 

num ponto da superfície terrestre, a normal 
a um elipsóide dado. Contudo, sempre que o 
elipsóide escolhido seja uma boa aproximação 
da superfície terrestre, a vertical desse lugar 
é uma linha vizinha da normal referida. 
É por isso que todas as observações geo­
désicas são baseadas nessa vertical. 

Assim, nas observações astronómicas deter-
minam-se os parâmetros da vertical que passa 
pelo lugar de observação. 

Na triangulação geodésica medem-se recti­
líneos de diedros cujas arestas são tangentes 
a verticais. 

No nivelamento geométrico determina-se a 
equidistência dos planos horizontais (Planos 
perpendiculares à referida vertical) que pas­
sam em lugares vizinhos. 

Finalmente nas medições da gravidade de­
termina-se qual a superfície equipotencial 
(superfície normal às verticais) que passa por 
um lugar dado. 

Desta forma, nas observações geodésicas 
que referimos, ressalta a importância que tem 
o campo da gravidade terrestre, já que a ver­
tical dum lugar não é senão a tangente, nesse 
lugar, à linha de corrente desse campo que 
passa por ele. 

Aparece-nos assim, como segundo objec­
tivo da geodesia, o estudo do campo da gra­
vidade terrestre. 

Da determinação das diferentes superfícies 
equipotenciais e das linhas de corrente desse 
campo deduz-se uma superfície (a superfície 
equipotencial de nível zero) que ó uma melhor 
aproximação da superfície terrestre do que 
o elipsóide. E l a será a superfície que contém 
a superfície de equilíbrio dos oceanos. E m 
geodesia dá-se o nome de geoide a uma tal 
superfície. 

Ficam assim definidas em geodesia três 
superfícies : a superfície terrestre, o geoide 
e o elipsóide de referência. A geodesia 
clássica desenvolve-se usando-as alternada­
mente : as observações são feitas sobre a 
primeira em relação à segunda e calculadas 
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sobre a terceira. Das vantagens e inconve­
nientes dum tal método teremos ocasião de 
falar no decorrer deste trabalho. 

2. A A s s o c i a ç ã o Internacional de Geo­
desia. 

O estado da figura da Terra não se pode 
compreender sem observações que abranjam, 
senão a totalidade, pelo menos uma grande 
extensão da superfície terrestre. Para a rea­
lização de tais observações ó fundamental 
um perfeito acordo entre as nações, não só 
para que aquelas tenham sensivelmente a 
mesma precisão mas, principalmente, para 
que se possam interligar. 

O trabalho de coordenação e de sistemati­
zação das observações, bem como a compi­
lação dos estudos àcerca da forma da Terra, 
tem sido realizado pela Associação Interna­
cional de Geodesia (A1G). 

A A I G que tem hoje, pràticamente, repre­
sentações de todas as nações completou há 
poucos anos o seu primeiro centenário. Criada 
com o nome de Associação Geodésica Inter­
nacional, funcionou desde 1862 até 1914, 
altura em que a guerra interrompeu a sua 
actividade. Tornada a criar em 1922, já com 
o nome de A I G , a sua actividade tem-se 
mantido até à actualidade. 

Apraz-nos salientar que o bom entendi­
mento entre as secções das diferentes nações 
permitiu colocar ao serviço da A I G assuntos 
tais como as coordenadas geográficas de pon­
tos bem definidos, os quais até há bem pouco 
tempo eram classificados como segredo militar. 

A A I G foi primitivamente criada para in­
terligar os países do centro da Europa mas 
tornou-se ràpidamente uma organização à 
escala planetária, podendo hoje reenvidicar 
com orgulho o título da mais antiga organi­
zação científica mundial. 

A sua actividade foi estructurada numa 
sequência de congressos: 

E m Berlim nos anos de 1864 e de 1867, 
em Viena (1871), em Dresde (1870), em 
Stutgart (1877), em Munique (1880), emRoma 
(1883), novamente em Berlim (1886), em 
Paris (1889), em Copenhague (1903), em 
Budapeste (1906), em Cambridge (1909). 
Com esta reunião terminou a primeira fase 
da vida desta organização. 

Se quiséssemos apontar os nomes da al­
guns geodetas que se distinguiram durante 
este período três aparecem imediatamente 
destacados: G A U S S , B E S S E L e H E L M E R T . 

Porém, numa organização deste tipo, ó o 
trabalho continuo de observação, sistemati­
zação e cálculo que mais convém destacar. 

Durante o primeiro período de actividade 
da organização pode-se apresentar como obra 
realizada : 

A Convenção Internacional do Metro que 
permitiu uniformizar as unidades de compri­
mento. 

O Serviço Internacional de Latitudes ao 
qual está entregue a conservação da hora. 

A repetição, com precisão muito maior, 
da observação dos arcos em regiões de lati­
tude elevada, a que já fizemos referência no 
início deste trabalho. 

A medição de diversos arcos de paralelos 
e de meridianos. 

Determinações de desvios da vertical, pes­
quisas sobre isostasia e sobre marés terres­
tres, etc. 

A seguir à guerra de 1914-1918 voltou a 
pôr-se a necessidade da Instituição. A mesma 
foi integrada numa União Geodésica e Geo­
física Internacional da qual passou a ser uma 
das Associações. 

Realizaram-se as Assembleias Gerais de 
Roma (1922), Madrid (1924), Praga (1927), 
Estocolmo (1930), Lisboa (1933), Edinburgo 
(1936), Washington (1939), e a seguir à se­
gunda guerra mundial, Oslo (1948), Bruxelas 
(1951), Roma (1954), Toronto (1957), Hel­
sínquia (1960) e Berkeley (1964). 

A estructura da A I G tem evoluído sendo 
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actualmente formada por cinco secções : de­
terminação geométrica de posições, nivela­
mento e movimentos dos solos, astronomia 
geodésica e satélites artificiais, gravimetria e 
geodesia física. 

Para dar ama primeira ideia da problemá­
tica da geodesia contemporânea, damos a se­
guir um apanhado dos principais problemas 
que são o objecto de cada uma destas sec­
ções : 

I Secção : Triangulações e trilaterações, 
poligonais de alta precisão, bases, medições 
electromagnéticas e ópticas de distâncias, 
nivelamento trigonométrico, refracção atmos­
férica, cálculo. 

I I Secção : Altitudes, definições, nivela­
mento de precisão, métodos e instrumentos, 
resultados, precisões e cálculos, movimentos 
horizontais e verticais do solo. 

I I I Secção. Métodos de observação em 
astronomia geodésica, variação das latitudes 
e das longitudes, problemas da hora, utiliza­
ção geométrica dos satélites artificiais. 

I V Secção: Medições absolutas e relativas 
da gravidade, estabelecimento duma rede 
gravimétrica mundial homogénia, bases de 
calibração, estabelecimento de cartas de ano­
malias da gravidade, utilização, prática dos 
métodos de redução. 

V Secção : Desvios da vertical, reduções 
da gravidade, interpretação física das ano­
malias da gravidade, determinação do poten­
cial exterior e do campo gravítico terrestre, 
utilização dinâmica dos satélites artificiais, 
marés terrestres. 

A estruturação da A I G em cinco secções 
não é suficiente para abordar os diferentes 
problemas da geodesia moderna. Por isso, 
sempre que um problema o justifique, é criada 
uma Comissão Permanente ou, pelo tempo 
que for julgado necessário, um Grupo Espe. 
ciai de Estudo (que pode eventualmente ser 
desdobrado em subgrupos) a que ficam ades-

trictos os membros da A I G a que ele inte­
resse. O problema é estudado por esse grupo 
duma forma permanente e, quando se justi­
fique, em sessões de trabalho. 

A seguir ao congresso de Berkeley as 
comissões permanentes ficaram a ser : 

1." Comissão : Nova compensação de con­
junto das triangulações europeias. 2.* Comis­
são : Estabelecimento duma rede europeia de 
nivelamento unificada (REUN) . 3.* Comissão: 
c o m i s s ã o gravimétrica internacional. 4." 
Comissão : marés terrestres. 5.* Comissão : 
bibliografiia geodésica. 6. a Comissão : movi­
mentos recentes da crusta terrestre. 7. a 

Comissão: satélites artificiais. 

Quanto aos grupos de estudo foram criados 
os seguintes (indicamos entre parêntesis a 
secção a que o grupo diz respeito) : 

G E E 1 (I) Problemas teóricos respeitantes 
ao cálculo e à compensação das grandes 
triangulações. G E E 2 (I) Cálculo das redes 
de SHOEAN (e de processos análogos) e das 
grandes geodésicas. G E E 3 (II) Estudo dos 
erros sistemáticos dos nivelamentos de pre­
cisão por métodos de análise estatística. 
G E E 4 ( I I I ) Estudo crítico dos métodos de 
astronomia geodésica. G E E 5i ( I V ) Deter­
minações absolutas da gravidade. Ligações 
entre estações absolutas. Fórmula da gravi­
dade normal. G E E 5 2 Técnica das observa­
ções gravimétricas. G E E 6 ( I V ) Estabeleci­
mento duma base europeia de calibração de 
gravímetros. Bases de calibração G E E 7 ( IV) 
Sobre a oportunidade da adopção dum sis­
tema único de decomposição em zonas para 
o cálculo das reduções topográficas (e isos­
táticas) e para o cálculo dos desvios absolutos 
da vertical. G E E 8 ( V ) Reduções das obser­
vações gravimétricas com vista à sua utiliza­
ção na fórmula de S T O K E S . G E E 9 (III ) 
Emprego em geodesia dos resultados das 
observações lunares e de satélites artificiais 
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(eclipses, ocultações, fotografias sobre um 
campo estelar, etc.). G E E 10 (V) Determi­
nação do geóide europeu pelos desvios rela­
tivos da vertical. G E E 11 (V) Interpretação 
g e o f í s i c a das anomal ias da gravidade. 
G E E 12 (I) Utilização nos diferentes domí­
nios da geodesia das modernas máquinas de 
cálculo (máquinas de cartões perfurados, de 
fita magnética, etc.). G E E 13 (I) Determi­
nação dos movimentos da crusta terrestre 
(exceptuando o das marés) por todas as me­
didas susceptíveis de serem realizadas à su­
perfície da Terra. G E E 14 (I) Especificações 
das precisões requeridas para as triangulações 
e as trilaterações. Pontos de L A P L A C E . Em­
prego combinado de trilaterações e triangu­
lações. G E E 15 (V) Estudo das secções do 
geóide que atravessam largas regiões do mar 
(Creta, Egipto, Canadá, etc.). G E E 16 (V)-
Estodo prático sobre a aplicação à fórmula 
de S T O K E S das anomalias definidas pela teoria 
de J . D E G E A A P H U N T E R . G E E 17 (IV) Re­

sultados obtidos por observação de satélites 
artificiais acerca do campo da gravidade ter­
restre. G E E 18 ( IV) Métodos para a deter­
minação absoluta da gravidade. G E E 19 (I) 
Medições electrónicas de distâncias. G E E 20 
( IV) Medições da gravidade no mar (em 
submarinos e em navios). G E E 21 Cálculos 
numéricos com interesse para as grandes 
triangulações. G E E 22 (II) Estudo do nível 
médio dos mares. G E E 23 Estudo da re-
fracção atmosférica. G E E 24 Notações e 
nomenclatura a usar em geodesia. G E E 25 
( I I I ) Observações ópticas de satélites artifi­
ciais. G E E 26 ( I I I ) Ligações geodésicas por 
meio de satélites artificiais. G E E 27 (III ) 
Navegação por meio de satélites artificiais. 
G E E 28 (V) Dinâmica dos satélites artifi­
ciais. 

Demos uma tão extensa lista de agrupa­
mentos da A I G por nos parecer que assim 
destacávamos melhor um certo número de 
problemas da geodesia moderna. Teremos 

ocasião de nos referir a alguns particular­
mente. 

A Associação Internacional de Geodesia 
publica uma revista, o iBulletin Géodósique», 
ao qual fomos buscar os elementos relativos 
a esta Associação. 

* 

Redigidas estas notas em 1965, são publi­
cadas em 1970. Como não notar desactuali­
zações? As palavras com que abríramos estas 
notas confirmaram-se plenamente. Contudo, 
quere-nos parecer que o contexto que serviu 
de base à redacção desta panorâmica da 
geodesia ainda se mantém o que justifica 
a sua publicação. Ao fazô-lo, importa assi­
nalar os principais factos que introduzem 
desactualizações e os principais pontos onde 
uma influência subjectiva marcada, pode ter 
conduzido a um erro de apreciação. 

Assim, importa assinalar os seguintes factos 
ocorridos durante este período : 

a) A conclusão dos projectos de observação 
baseados nos satélites E C O S , G E O S e P A -
G E O S . 

b) A introdução dum novo elipsóide inter­
nacional de referência : o I A U , 1963. 

c) O início dum novo capítulo da geodesia : 
o estudo da forma da Lua . A este novo 
capítulo deu-se o nome de selenodesia (*). 

d) O início e possível conclusão do projecto 
S E C O R . 

Como influência subjectiva, assinalamos a 
importância excessiva que demos às observa-

(*) Quere-nos parecer que o nome de geodesia 
lunar teria sido mais apropriado. O que realmente se 
e s tá a passar neste momento é o facto do objecto da 
geodesia estar a sofrer uma m u t a ç ã o : de c iênc ia que 
estuda a forma da T e r r a tende a transformar-se na 
c i ênc ia que estuda a forma dum Planeta qualquer. 
Donde se justifica a conservação do nome da c iênc ia 
mas não o seu conteúdo. T a l como aconteceu à geo­
metria. 
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ções ópticas de satélites em detrimento das 
observações baseadas no efeito D O P P L E R -
- F I Z E A U . O segundo tipo de observações reve-
la-se de momento mais preciso do que o 
primeiro. 

Como resultado de tal precisão, a geodesia 
por satélites encontra-se de momento dife­
renciada em dois sectores. Um, o da «geo­
desia rica» utiliza satélites activos do tipo 
G E O S e S E C O R . É a geodesia dos Estados 
Unidos e da União Soviética. O outro, o da 
«geodesia pobrei, utiliza satélites passivos 
do tipo E C O , P A G E O S ou Diamante. É a 
geodesia da Europa. 

ELEMENTOS 

DE G E O D E S I A DINÂMICA 

1. Introdução. 

Mostramos nos dois últimos capítulos a 
importância que tinha em geodesia a deter­
minação do potencial do campo da gravidade. 
Essa determinação fazia-se decompondo o 
campo da gravidade num campo de gravi­
dade normal e num campo de perturbação. 
Ao primeiro correspondia um potencial de 
gravidade normal e ao segundo um potencial 
de perturbação, T. 

A geodesia dinâmica tem por objectivo estu­
dar o campo de gravitação terrestre. Para 
isso, decompõe este num campo de gravitação 
normal e num campo de perturbação. Para 
campo de gravitação normal toma-se um 
campo de simetria esférica. E m tais condi­
ções, o potencial de perturbação ó o mesmo 
usado em geodesia física quando se toma 
como superfície de referência uma esfera. 

Se desenvolvermos o potencial de pertur­
bação em série de L E G E N D R E A N O S , tal como 
o fizemos nos capítulos anteriores, o problema 
central da geodesia dinâmica será o da deter­

minação dos coeficientes J n , Jnm,t e K , l m : 

Essa determinação faz-se pela análise das 
perturbações causadas no movimento dos 
satélites artificiais devido à existência do 
potencial de perturbação. 

Torna-se então necessário separar as per­
turbações causadas pelo campo de pertur­
bação daquelas devidas a diversos efeitos 
parasitários. Destes, os mais importantes são 
o atrito da atmosfera, a atracção do Sol e da 
Lua e a pressão da radiação solar. Destas 
perturbações parasitárias as de mais difícil 
controle são a pressão de radiação e o atrito 
atmosférico pois dependem grandemente da 
actividade solar. A fim de minimizar os seus 
efeitos, são escolhidos satélites cujas órbitas 
tenham um perigeu não muito pequeno e um 
apogeu não muito grande, pois a acção da 
atmosfera faz-se sentir quando o satélite está 
mais próximo da Terra e a perturbação cau­
sada pela pressão de radiação é tanto maior 
quanto mais afastado está o satélite da Terra. 
Além disso escolhem-se para estudo satélites 
pequenos e pesados. 

A órbita ó escolhida em conformidade com 
a perturbação a analisar. Para isso procura-se 
uma órbita que torne máximas as perturba­
ções de interesse geodésico e mínimas as 
perturbações parasitárias. Em geral, uma dada 
perturbação não é estudada só relativamente 
a uma dada órbita. Procuram-se observar 
satélites em diversas órbitas, com diferentes 
inclinações (afastadas em geral da inclinação 
crítica), para se obter uma determinação sufi­
cientemente precisa. Um método a usar é o 
da escolha de satélites onde os harmónicos 
em estudo criem fenómenos de ressonância. 

2. As e q u a ç õ e s do movimento dum 
satélite. 

As equações do movimento dum satélite 
artificial sob a acção dum campo criado por 
um potencial da forma 
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( 1 ) w-
r r 

Jn Pn + 2.(Jnm COSm):+Knm B6Tím}.)Pn 

são mais facilmente deduzidas se utilizarmos 
um sistema de coordenadas esféricas. Com 
efeito, consideremos um sistema de coorde­
nadas esféricas, com origem no centro de 
massas do corpo atraente e introduzidas por 
meio de 

x = r cos 0 cos vi 
y = r cos 0 sen v\ • 
z = r sen 6 

Será então 

da2 - dx2 + dy2 + dz2 = 

= dr2 + r2dô2 + r2co&2Qdr? 

e a força viva do satélite, que supomos de 
massa m, será 

(2) 2T= m(r2 + r2h2 + r2 cos2 9 tf). 

Com auxilio das equações de L A G R A N G E 
obtemos para componentes da aceleração da 
partícula. 

1 / d 
r " m \ d t 

1 / d 

m \ 

d T 
dr 

ò T 

d d T 
dt dri 

dr ) 

d* ) 

_ d T\ _ 

d* ) 

± 4 
m 

mrcos 9 
Qm 

onde as segundas igualdades são uma conse­
quência de ser o trabalho realizado pelo 
campo, quando o satélite sofre um desloca­
mento d P, igual a 

dW =- QidP1^ Q r d r - t - Q 6 d 0 + Q „ d n = = 

= m y' d Pi=m(yr dr + y* r d 9 + jP r cos 0 dn) . 

Com a força viva dada por (2) e o poten­
cial da intensidade de campo dado por ( 1 ) , as 
equações do movimento podem ser escritas 

(3) y = r" — r 0 ' 2 — rcos 2 9n ' 2 
dW 

dr 

1 1 dW ye „ _ L ( ^ e ' ) ' _ r c o 8 0 s e n 9 n , 2 = _ JLZ. ' r K ' r 

r cos 0 
(r 2 cos2 Sn')' bW 

r cos 0 d n 

A decomposição do potencial, no potencial 
de gravitação normal e no potencial de per­
turbação T, permite-nos escrever, em vez de 
(3), as equações com a forma 

r» _ r 0'2 - r cos 2 0 n' 2 + £M- = — 
r2 dr 

JL(R2 9')' + r cos 0 sen 0 vi'2 = — -HL (I) 

r cos 9 
(V2 cos 2 n')' ÒT 

r cos 9 ó> Yi 

3. O problema dos dois corpos. 

Se anularmos os segundos membros do 
sistema de equações I , obtemos as equações 
do movimento dum satélite sob a acção do 
campo de gravitação normal escolhido. É o 
conhecido problema dos dois corpos, visto o 
anulamento do segundo membro equivaler a 
admitir que o corpo atraente tem simetria 
esférica. As equações I tomam a forma 

r" - r 9'2 — r cos 2 0 n'a + l ^ L = 0 
r 

— (r 20')' + rcos0sen0r)' 2 = 0 (II) 

(r 2 COS2 9Y)')' - 0. 
r cos 0 
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Adoptamos, ao estabelecer o sistema de 
equações, um sistema de coordenadas esférico 
cujo plano de referência era arbitrário. Va­
mos agora admitir que esse plano contém no 
instante t0, não só o ponto material, como 
ainda ó paralelo à velocidade dele no mesmo 
instante. Por outras palavras, vamos admitir 
que no instante <0 ó n = n' = 0 . E m tais 
condições, a última das equações I I admite o 
integral primeiro r 2 cos 2 6W = k que se reduz 
a fi1 mm 0 . Com uma segunda integração re­
sultará ri = A-j = 0 . Vemos que a trajectória 
do ponto material ó uma curva plana que 
está agora contida no plano de referência. 
E m tais condições o sistema I I toma a forma 
mais simples 

(2) 

(rS 6')' = 0 . 

A segunda equação dá origem ao integral 
primeiro 

1 
(3) - r 2 0 ' = À; 

que exprime que a velocidade areolar ó cons­
tante. A eliminação do tempo entre a pri­
meira das equações (2) e (3) dá-nos uma 
nova equação que determina a trajectória. 
Seja l / r = tt=/(0) a sua solução. Será então 

dr 
dt 

d r 
d u 

= - 2 k 

4u | 

de 
d u 

2k 
r 2 

d u 
~dïï 

d 2 r - , d*u 
— 2k-

d í 2 dW 
0' mm — 4 k? u 2 d*u 

d0 2 

e, portanto, essa equação escrever-se-á 

c?2 u 
(4) 

d 62 
+ u — m = 0 

em que m = 
fM 

Esta equação tem uma 
4 A 2 

solução da forma w — m = k cos (0 — 0O) o 
que mostra que a trajectória, visto não ter 
pontos impróprios, ó uma elipse. Escrevemos 
a solução de (4) com a forma 

(5) 
l + ecos(0 — 90) l + ecos0 

a (1 - e2) o ( l — e2) 

A integração do sistema I I leva ao apare­
cimento de seis constantes. A forma como 
eliminamos n , mostra-nos que duas das cons­
tantes deverão determinar o plano da tra­
jectória. Duas outras determinam a forma 
da elipse (5) descrita pelo satélite. Final­
mente, as duas restantes são necessárias para 
determinar o movimento do satélite na sua 
órbita. Tomaremos, para definir a órbita 
descrita pelo ponto, o semi-eixo maior, a, 
e a excentricidade, e. O plano da órbita 
ficará definido pelo conhecimento da sua 
inclinação, i sobre o plano de referência 
XOY e ainda pelo conhecimento dum seu 
ponto nesse plano. Chamamos nodo ascen­
dente o ponto em que o satélite passa do 
hemisfério Sul para o hemisfério Norte. 
A outra constante a ser introduzida é a 
ascensão recta (ou a longitude) do nodo 
ascendente, fi. Por fim, para determinar o 
movimento do astro, «introduzimos o instante, 
T , em que ele passa mais próximo do corpo 
atraente (Instante da passagem no periastro) 
e o argumento do periastro, co, que ó o arco 
da órbita compreendido entre o nodo ascen­
dente e o periastro. A estas constantes a , i , 
u , Q, T , dá-se o nome de constantes elíp­
ticas. 

Para acabar de resolver o problema dos 
dois corpos, torna-se necessário fazer ainda 
a integração de (3). Para a fazermos, vamos 
introduzir a variável auxiliar E dada por 

(6) r — a(l — ecos E) 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 9 5 

Será 

1 — e s = (1 + e cos v) • (1 — e cos E) 

e portanto 

cos E — e 
(?) cos V -

sen v = 

1 — e cos E 

Vl -e* sen E 
1 — e cos 2? 

ou, o que é equivalente, 

1 — cos v 1 + e 
(8) tg 

1 — e 2 2 1 -+- cos v 

Finalmente, derivando (7), teremos 

dv _ (1 — ç g ) s e n E 
d E ~ (1 - e cos £ ) 2 

V 7 ! - e 2 

senv-

ou seja 

(9) 
dv 

~d~W e cos E 

Utilizando esta relação e (6) para fazer 
uma mudança de variável em (3), somos con­
duzidos a 

(10) r* — = 2k = a*\/T=~&(l--ecoBE)-d 

d t 

Introduzindo a constante auxiliar 

2k 
n = 

dt 

j2 _ e2 

e fazendo a integração temos 

(11) E — esenE= n(t — T ) . 

Á posição do corpo atraído será então 
determinada por meio de 

M = n (t — T ) 

E — e sen E = M 

t g 
1 +e t E 

- t g l T 2 

r — o ( l — ecosE) 
tg (« — O) = cos i tg (ta - f 1?) 

sen S = sen * sen (&> + v) . 

( I I I ) 

Usando (6), (9) e (10) vemos que 

\ + r 2 ( J = (a2 —a2e2cos2-E). 
dt \ d t r* ' 

Usando novamente (6) podemos formar a 
constante das forças vivas 

fM «2 a2 7l2qS — f M 

o que mostra ser 

(12) 2 A = - n 2 « 2 i f l t P - f M . 

Finalmente, a partir de (10), vemos que o 
momento cinético da unidade de massa, cons­
tantemente normal ao plano da orbita, tem 
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a grandeza 

(13) r2 — = na2VT^rë2 = \JjMa (1 — e 2 ) . 
d t 

As suas coordenadas no referencial celeste 
que introduzimos anteriormente, serão 

Vf M a (1 — e2) sen i sen O , 

Vf M a (l — e2) sen i cos Q, Vf Ma (1 — e3) cost. 

4- Á análise das perturbações . 

Mostrámos j á como obter as equações de 
L A G R A N G E [quando se toma como coordenadas 
esféricas r ,oc ,§ . Isto é tomámos como plano 
de referência o plano equatorial. Porém, o 
método que usámos é geral : poderíamos ter 
tomado como plano de referência um plano 
qualquer. As equações das per turbações sim-
plifícam-Be grandemente quando se toma para 
plano de referência o plano da orbita no 
instante t. Com efeito, nesse caso, o momento 
de inércia é normal ao plano de referência . 
Em vez de a usamos v. Podemos decom-
pôr a força perturbadora numa componente 
radial, R, numa componente transversa, T 
(situada no plano da órbita) e numa compo­
nente b i t r a n s v e r s a , B (Perpendicular ao 
plano da órbita) . Em tais condições as equa­
ções de L A G R A N G E são : 

da 

dt 

de 
dt 

di 
dt 

díl 
dt 

nVl—e2 
[e sen v R + (1 + e cos v) T] 

[sen v R + (cos v + cos E) T] 

B 

( I V ) 

n a 

y/ l — e2 cos (w -f- v) 
na 1 + e cos v 

Vl t2 sen (a + v) 
na sen i 1 - j - e cos v 

d ai . dQ 
-dT + C 0 S t ^ ï 

Vl — e2 r 
nae |_ 

+ sen v ——\ T~\ 
\ 1 + e cos v / J 

dx 1 /dco , . d í 2 \ 1 
( 1- cos i ) = 

dt n \ d t dt J n2a 

cosvR - f 

[ 
2 (1 — e2) sen E — 3 n e sen 3 v (t —- T ) 

(1 + e cos v) sen E 
3 sen v 

R — 

n (í — T ) , 
sen E 

Como em 1 a força perturbadora é dada 

pelas suas componentes radial (R = —— J > 
\ ) 

m e r i d i a n a e perpendicular 

i 2 " P = 
r sen 3 d* 

sera 

(1) 

R = R 
T = M cos X + P sen X 
B = i l í s e n X — PcosX 

B 

em que X ó o ângulo que o plano meridiano 
que contem o satélite faz com o plano da 
órbita . Pela figura da página 95 vemos que 

cos t = cos 5 sen X 
(2) sen i cos (w + v) = cos 5 cos X 

sen t sen (to + v) = sen 5 . 

K I N G - H E L E toma em primeira aproximação 
P = 0 . Corresponde isso a considerar o 
corpo atraente como sendo de revolução. Uma 
tal aproximação, porém, só pode ser válida 
quando a inclinação da órbita não for pequena. 
Para pequenos valores de i , o factor que 

d T 
multiplica é grande e portanto P toma 

da. 
valores consideráveis . Isso mostra-nos que 
se devem usar satélites com órbi tas de pe­
quena inclinação quando se desejam determi­
nar os harmónicos em xadrez. 

file:///JjMa
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Uma variante das equações de L A G R A N G E 
quando, como no caso presente, as forças de 
per tu rbação derivam dum potencial T , é 

da 
dt 

de 
d t 

d i-

2 dT 

n 2 a ò i 

1 - e2 dT 
na2e d &> 

1 

n2 a2 e 

dT 

dt n a 2 V l — e2 sen i d Q 

dT 
n a 2 / l — e2 d w 

(V) 

dQ 

d t 

dT 

n a 2 V î — e2 sen i d i 

v / r 
dt na2e 

d-

dT 2 dT 

de + n a V l - « 2 d 

e2 dT 
dt n2a da 

dT 1 

ri2 a2 e de 

Vários outros sistemas equivalentes têm 
sido usados. Entre eles destaca-se o obtido 
por D E L A U N A Y para o estudo do movimento 
lunar. Em todos esses sistemas, bem como 
nos que j á referimos, torna-se necessário 
exprimir o segundo membro em função dos 
elementos elípticos e do tempo. 

As per turbações a estudar são decompostas 
como habitualmente, em per turbações perió­
dicas e seculares. No estado das per turbações 
seculares não é necessário entrar em consi­
deração com os coeficientes J„m e K„-m pois, 
a existência do movimento de rotação da 
Terra, é suficiente para fazer com que as per­
turbações correspondentes sejam periódicas. 

O potencial de per turbação causa pertur­
bações mais sensíveis no movimento do peri­
gou e do nodo ascendente. Daí , utilizarem-se 

quase exclusivamente, as equações em Q e 
o para o estudo do potencial terrestre. A 
introdução dos elementos da órbita nas equa­
ções das per turbações permite dar às equações 
das per turbações seculares a forma 

( 3 ) 

dQ 
dt 

da 
dt 

— 2 c„ J n -f- 2 cnm J n Jm 

— ^ dn Jn ~\- 2 dn m Jn Jm 

em que os coeficientes c„ , cnm , ãn e d n m 

são funções dos elementos elípticos. Assim, 
por exemplo, K I N G - H E L E (considerando só 
quantidades até à ordem de j | ) obtém 

(4 ) 
d a 
dt = n 

1 
COS t I Ja + 

2 2 

4 

1 6 V l + e 3 

dt 

( T ^ ) ( f — ) + 

{y sen2 i — 4)J 

( 5 c o s 2 ; — 1 ) . 

' • t é 
Jo 

A segunda destas equações mostra-nos a 
importância que têm as órbi tas com a incli­
nação i = 6 3 , 4 ° para as quais 5 c o s 2 i = l . 
É de notar que um grande número de satéli­
tes soviéticos têm uma inclinação próxima. 
Isso permite diminuir as per turbações cau­
sadas por Jjj no movimento do perigeu. 

A utilização de (3 ) , calculado para diferen­
tes satélites em órbitas distintas, e com incl i ­
nações variadas, permite, depois de determi­
nado ^ - por observações determinar os 

dt 
coeficientes J „ . K I N G - H E L E , por exemplo, faz 
uma determinação simultânea de «7g, J t e 
Je usando o Sputnik 2 (»' = 6 5 ° ) , o Van­
guard 1 ( i = 3 4 0 ) e o Explorer 4 (í = 5 0 ° ) . 
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Em 1 9 6 3 melhora o resultado obtido pelo 
estudo do movimento do nodo de sete satélites 
com inclinações variando de 2 8 , 8 ° até 9 7 , 4 ° . 

K O Z Á I em 1 9 6 2 utiliza igualmente sete saté­
lites mas com um número menor de órbi tas . 

Breve análise dos resultados obtidos. 

Foram j á realizadas vár ias determinações 
dos coeficientes J n . Assim, dos valores comu­
nicados ao congresso de Berkeley, destacamos 
os de K I N G - I I E L K e K O S A I a que j á fizemos 
referência . 

Ambas as determinações foram feitas pelo 
estudo do movimento secular do nodo ascen­
dente. Os valores obtidos foram : 

(Entre parêntesis indicam-se as precisões 
obtidas) 

^2.106 J 4 . 1 0 6 J , , . I O * jr8,io6 j i a . w JuAO» 

K O S A I 

+ 1 0 8 2 . 4 8 — 1 . 8 4 + 0 . 3 9 + 0 . 0 0 2 

( 0 . 0 4 ) ( 0 . 0 9 ) ( 0 . 0 9 ) ( 0 . 0 7 ) 

K I N O - I I E L E 

+ 1 0 8 2 8 6 - 1 . 0 3 + 0 . 7 2 + 0 . 3 4 - 0 . 5 0 + 0 . 4 4 

(0.1) ( 0 . 2 ) ( 0 . 2 ) ( 0 . 2 ) ( 0 . 2 ) ( 0 . 2 ) 

Os coeficientes de ordem ímpar foram es­
tudados por meio das variações periódicas 
do perigeu, da excentricidade, da inclinação 
e do nodo ascendente. K O S A I dá-nos os valores 

J 3 . I O 6 .75.106 J 7 . 1 0 6 J 9 . 1 0 6 

— 2 . 5 6 2 — 0 . 0 6 4 - 0 . 4 7 0 - 0 . 1 1 7 

( 0 . 0 0 7 ) ( 0 . 0 0 7 ) ( 0 . 0 1 0 ) ( 0 . 0 1 1 ) 

Estes resultados melhoram muito os que 
tinham sido obtidos por métodos gravimétri-
cos. Com efeito J E F F R E Y S tinha chegado aos 
valores : 

J 2 - ( + 1 0 9 3 + 5 ) . 1 0 - « , J 3 = ( - 0 . 4 + 2 . 8 ) . I O * 6 

Ji = ( - 2 . 2 ± 2 . 1 ) . I O - 6 

valores estes que são de muito menor pre­
cisão. 

Poderá supor-se, pelos valores dados, que 
os métodos da geodesia dinâmica vêm subs­
ti tuir , com vantagem, os métodos da gravi-
metria. Isso só em parte é verdade. Com 
efeito, a observação de satélites permite de­
terminar, com uma muito grande precisão, os 
harmónicos de ordem inferior. A precisão 
com que se fazem estas determinações vai 
diminuindo à medida que a ordem dos har­
mónicos vai aumentando. Pelo contrár io , a 
precisão com que se fazem as determinações 
pelos métodos gravimótricos ó independente 
da ordem dos harmónicos. Além disso, cer­
tamente essa precisão melhorará à medida 
que forem aumentando o número de obser­
vações gravimótricas realizadas. Desta forma, 
ó de esperar que os métodos gravimótr icos 
e os métodos da geodesia dinâmica se comple­
tem harmoniosamente para, conjuntamente, 
determinarem o potencial terrestre. 

5. C o n c l u s ã o . 

Ao apresentar os diferentes métodos usa­
dos para determinar a forma da Terra, pro­
curamos mostrar os problemas ligados a cada 
um. Para isso tivemos que os estudar sepa­
radamente desarticulando em parte a ciência 
geodésica. Na verdade esta, para fazer esse 
estudo, não recorre alternadamente a um e 
outro método mas, bem ao contrár io , procura 
utilizá-los simultâneamente. 

J á demos alguns exemplos da colaboração 
existente entre os diferentes métodos utiliza­
dos. Assim, vimos como o conceito de cota 
geopotencial era obtido a partir do nivela­
mento e da gravimetria. Vimos igualmente^ 
no fim do parágra fo anterior, que o potencial 
terrestre era determinado pela colaboração 
da gravimetria e da geodesia dinâmica. Outros 
exemplos de trabalho conjunto dos diferentes 
ramos da geodesia podem ser apresentados. 
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No Capítulo I mostra-se como por meio de 
t r iangulação podemos definir referenciais l i ­
gados à Terra. A cada datum escolhido cor­
responde uma origem e um sistema de eixos 
bem determinado. A extensão e a conexão 
das diferentes redes permite reduzir os dife­
rentes referenciais a utilizar a um número 
mínimo. O recurso a métodos de tr iangulação 
com grandes lados ( tr iangulação por meio de 
fachos e satélites, medição de lados por meio 
de shoran, etc.) permit i rá mesmo realizar um 
referencial único ligado à Terra. Este ó im­
possível de realizar pelos métodos clássicos 
dada a impossibilidade de triangular as gran­
des extensões cobertas pelos oceanos. 

Os métodos da geodesia geométrica são, 
porém, impotentes para fazer com que a ori­
gem de coordenadas do referencial terrestre 
adoptado seja o centro de massas terrestre. 
Se rá então necessário recorrer a métodos 
gravimótricos e de geodesia dinâmica para 
impor a condição que, nesse referencial, seja 
J , = 0 . 

Os diferentes pontos da Terra não são 
coordenados nesse referencial. São-no mais 
simplesmente pela introdução dum elipsóide 
auxiliar de forma muito vizinha da da Terra. 
Este pode ser de revolução ou tr iaxial . No pr i ­
meiro caso, o seu achatamento será determi­
nado por métodos gravimótr icos e de geo­
desia dinâmica. Para isso impõe-se a condição 
do elipsóide ser uma superfície de nível dum 
campo de gravidade normal tal que uma 
função bem determinada de J2 e J t tenha 
o mesmo valor nesse campo e no campo da 
gravidade terrestre. 

Se abandonarmos a condição do elipsóide 
de referência ser de revolução, podemos 
então introduzir a condição do campo de 
gravidade normal ter os mesmos coeficientes 
J21 e K2\ que o campo da gravidade ter­
restre. Isso determina a elipticidade do equa­
dor e a longitude do Bemi-eixo maior. 

Vemos que a forma do elipsóide de refe­
rência é determinada com maior precisão 

por métodos gravimótricos e de geodesia 
dinâmica. Estes são, porém, impotentes para 
nos darem as dimensões desse elipsóide. 
Temos então que recorrer a métodos da geo­
desia geométrica para determinar o valor do 
seu raio equatorial. Esta determinação está 
ligada ao ajuste de rêdes geodésicas. 

Por meio desta última operação faz-se a 
colocação do elipsóide escolhido e, portanto, 
faz-se a escolha de referencial terrestre. 
Como dissemos o referencial obtido não tem 
o seu centro no centro de massas terrestre. 
Além disso, a cada rede geodésica corres­
ponde um referencial distinto. A unificação 
dos diferentes referenciais ó uma tarefa da 
geodesia dinâmica. 

Com efeito na geodesia dinâmica, estuda-se 
o movimento dum satéli te em relação a um 
referencial celeste que tem a sua origem no 
centro de massas terrestre. A passagem desse 
referencial celeste para qualquer referencial 
terrestre é obtida pelo estudo do movimento 
do pólo e das variações da velocidade de 
ro tação da Terra. Este dar-nos-á elementos 
para estabelecer, em cada instante, uma rota­
ção de eixos. A mudança de referencial ficará 
determinada a menos de uma t rans lacção. 

Conhecidos os coeficientes J ; , J i k e 
do potencial de atracção terrestre, podemos 
determinar o movimento dum satétite ar t i f i ­
cial. Observado este de diferentes pontos 
duma dada rede geodésica, podemos obter 
as coordenadas dele no referencial ligado a 
essa rede e em qualquer instante. A evolução 
do satélite permite-nos, além disso, determinar 
a t ranslacção que nos faltava na mudança de 
referenciais a que nos referimos acima. 

Finalmente, conhecidas, em qualquer ins­
tante, as coordenadas dum satélite relativa­
mente a uma dada rede podemos, por meio 
de observações, ligar qualquer ponto de 
coordenadas desconhecidas a essa rede. O sa­
télite comporta-se neste caso como um men­
sageiro que leva as coordenadas duma dada 
rede a qualquer ponto da Terra. 
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Neste caso, ao contrár io do que acontecia 
no método de tr iangulação por meio de saté­
lites, as observações não têm de ser simultâ­
neas visto serem conhecidas as coordenadas 
do satélite observado. A precisão obtida não 
é contudo tão grande como no referido mé­
todo, visto o satélite estar sugeito a perturba­
ções que nem sempre são controláveis . Para 
que a precisão seja o maior possível, importa 
que as observações sejam realizadas em oca­
siões em que as coordenadas do satélite sejam 
bem conhecidas. Para isso observa-se, do 
ponto desconhecido, o satéli te pouco depois 
dele ter sido coordenado na rede adoptada. 
Neste caso o movimento do satélite fo i pouco 
perturbado pelos valores mal conhecidos do 
potencial. Pode ainda observar-se o satélite 
depois dele ter dado uma revolução completa 
pois neste caso só há a considerar, apenas, 
as per turbações seculares. 

O problema da determinação das coorde­
nadas dum ponto terrestre pela observação 
dum satélite reduz-be então a : 

Determinar as coordenadas dum ponto P 
quando dele se observaram satélites nas posi­
ções Sy, S3 , «S3 , • • • , Sn, conhecidas. 

A observação do satélite sobre um campo 
de estrelas permite determinar os correspon­

dentes vectores direccionais C j , e2, es, ••• . 
O ponto P será então determinado pelas 
equações vectoriais 

fc-P = \8t-P\ei. 

A introdução de coordenadas aproximadas 
do ponto P permite formar as equações de 
observação. 

O método que acabamos de indicar foi uti­
lizado pelo Instituto Smithsoneano para inter­
ligar as principais redes geodésicas. 
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seu termo, salvo aviso prévio em contrário. Todas 
as assinaturas têm in íc io com o primeiro número 
publicado em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 
Todo o assinante que indique à adminis tração da 

Gazela de Matemática dez novos assinantes benef ic iará 
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A S A D O S 

E s t ã o completamente esgotadoB os números 5 a 15, 
da Gazela de Matemática. Os restantes números são 
vendidos aos preços seguintes : 

N . " 1-4 (2." edição do ano I , no Portu­ L s trn l i ­
formato actual e com o texto cuida- gal geiro 

40$00 75$00 
N . " 16 a 49, cada 12$50 25$00 
N . " 50, 76-77 60S00 100S00 

51 a 75 í número simples 17$50 25$00 
N . " 78 a 991 

101 a 108 l ' d u P l 0 • • 

35$00 50$00 

N.» 100 100SOO 150$0Í) 
N.<" 109-112, 113-116 e 117-120. . 120S00 200$00 

A adminis tração da Gazeta de Matemática executa 
qualquer encomenda à cobrança pelo correio. 

A N G A R I E A S S I N A N T E S P A R A 
A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » . 

C o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n t o 
de uma rev i s ta sem o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

PREÇO E S C . 1 2 0 $ 0 0 
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