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Linguagens elementares

e estruturas

matematicas

(Breve inicia¢do)

por Hugo Ribeiro
Pennsylvania State University, U. S. A.

Esta exposicdo tem o proposito de oferecer
sistematicamente a estudantes com prepa-
racdo média uma oportunidade de tomarem
interesse por questdes elementares e métodos
que surjem naturalmente em teorias basicas
da Mateméatica e se situam na fronteira da
Matematica e da Ldgica. Procuramos a efi-
cidcia duma tal tentativa em poucas péginas
através da escolha e organizagdo do material,
das aplicacdes, da precisdo dos enunciados
definicbes e resultados e da indicagdo de
alguns problemas aparentemente acessiveis.
As breves referéncias bibliogréficas sdo para
apontar acesso imediato ao desenvolvimento
dos varios topicos.

0. Observacgdes iniciais. A classe dos
grupos pode definir-se como a de todos
aqueles sistemas (algébricos) com duas ope-
racdes, uma, binaria, a multiplicacdo, e outra,
unaria, a inversdo, nos quais sdao verdadeiras

certas identidades qu$ envolvem, unica-
mente, o simbolo = , simbolos (avariaveis»)
X,¥,Z,--, 0os simbolos operacionais < e

-1

(cujas interpretacfes sao respectivamente
a multiplicacdo e a inversdo) e, finalmente,

A memoéria de Manuel Zaluar Nunes

paréntesis (que sdosimbolos evitaveis quando
as regras de formacdo de termos forem con-
venientemente escolhidas). Mas nenhum con-
junto de identidades envolvendo unicamente
=, variaveis e o simbolo < (com a mesma
interpretacdo) de operacdo binaria, pode ser-
vir como conjunto de axiomas da teoria dos
grupos — porque, de contrério, como essas
identidades seriam todas verdadeiras, diga-
mos, no grupo aditivo dos inteiros oconjunto
dos numeros naturais, que é fechado para
essa operacdo, constituiria, com a adicdo dos
nimeros naturais, um sistema algébrico no
qual, claramente, as mesmas identidades tam-
bém seriam verdadeiras, isto €, constituiria
um grupo.

Considere-se uma qualquer classe, K, de
sistemas algébricos todos do mesmo tipo, isto
¢ com o mesmo numero de opera¢cdes de cada
aridade. E 6bvio que se ha um conjunto de
identidades tal que a nossa classe, K, ¢é a
de todos os sistemas algébricos, daquele tipo,
nos quais todas as identidades desse con-
junto sdo verdadeiras entdo K tem a pro-
priedade de conter todos o0s subsistemas e
todas as imagens homomorficas de elementos
de K assim como todos os produtos directos



de elementos de K. Mas G. BIRKHOFF mos-
trou que, reciprocamente, se a classe dada
K, contém com cada elemento todos os seus
subsistemas e é fechada para todas as opera-
¢bes de homomorfismo e produto directo entéo
hd umconjunto de identidades tal que osele-
mentos de K sao precisamente aqueles do
tipo dado nos quais todas as identidades desse
conjunto sdoverdadeiras. Porum lado h& a
consideracdo de objectos matematicos, todos
do mesmo tipo, e por outro a (menos fami-
liar) de uma linguagem (formal) bem delimi-
tada que serve para exprimir (com tais limi-
tacdes) o que pode, ou ndo, passar-se em
objectos desse tipo. E ndo so6 a estrutura de
expressdes dessa linguagem pode fornecer
propriedades da classe dos objectos matema-
ticos nos quais elas sao verdadeiras mas
também certas propriedades duma classe po-
dem informar-nos a respeito da estrutura de
expressdes (dalinguagem fixada) verdadeiras
em todos os membros da classe.

KALICKI e SCOTT determinaram todas as
classes de semigrupos que sdo «equacional-
mente completas» isto é tais que dada uma
identidade qualquer ouesta 6 verdadeira (e 6
semprel) sdé nos semigrupos comum Unico
elemento (verdadeira onde X=y €) ou é
verdadeira emtodos os semigrupos da classe.
Os semireticulados(«semi-lattices») constituem
uma tal classe como facilmente se verifica :
Se ti e tt sdotermos quaisquer, de ti=1ij
resulta (usando a associatividade, a comuta-
tividade e a idempoténcia da operagcdo) uma
identidade t'i= t'i verdadeira em precisa-
mente 0s mesmos semireticulados e talque
nenhuma varidvel ocorre mais de uma vez
em cada um dos termos t'i e t'z, de modo
que 1) se nestes dois termos ocorrem preci-
samente as mesmas variaveis t't= t't é ver-
dadeira em todos os Bemireticulados e 2) se,
digamos, x ocorre em t\ mas ndo em t't
entdo t'i= t't s6 pode ser verdadeira nos
reticulados comum unico elemento (porque
so a e b sdo dois elementos entdo interpre-
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tando x como a e todas as outras variaveis
como b a multiplicacdo de a por b dab
e, por outro lado, interpretando X como b
e qualquer outra variavel como a a multipli-
cacdo de a por b da a). A classe dos reti-
culados distributivos &, também, equacional-
mente completa, isto é nenhuma subclasse
propria, excepto a dos reticulados com um
Unico elemento, se pode obter acrescentando
uma nova identidade as identidades que cons-
tituem o sistema usual de axiomas dateoria
dos reticulados distributivos. (Procure o leitor
demonstrar isto directamente !). E assim, uma
extensdo da linguagem é necessaria para se
obter axiomas quefornecam, porexemplo, a
subclasse daqueles reticulados distributivos
constituida pelas ordens totais. Outras indi-
caclOes de problemas e resultados que envol-
vem classes equacionais encontram-se num
artigo recente de TAESKI. Porexemplo,que
classes sdo as classes de todos os sistemas
algébricos de dado tipo em que uma Unica
identidade pode servir de axioma?

(G. BIRKHOFF, Proc. Cambridge Phil.
Soc. 31 (1935); J. KALICKI and D. SCOTT,
Indag. Math. 17 (1955); A.TARSKI, em Con-
tributions to Mathematical Logic, North-
-Holland, Amsterdam 1968).

1. Estruturas e linguagem. Usamos, até
agora sem explicagdo, certas nog¢des queé
indispensavel esclarecer. Por outro lado a
linguagem que temos considerado é dema-
siadamente simples. Em particular inte-
ressam-nos também estruturas matematicas
com relacdes que ndosdo necessariamente,
como até agora, operagdes.

Consideremos, para uma dada sucessdo
<ni, eee,n_ > («tipo») de nimeros naturais
a classe de todas as estruturas

21 = <A | Ei,.

se. R > , onde
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A é um conjunto ndo vazio e AN i N m)
uma relacdo Wj-aria de A, isto é um sub-
conjunto do conjunto de todos os «;-tuplos

de elementos de A (que se identifica com um
elemento de A nocasode w;= | e Ri ser
uma operacdo de A). Consideremos, por
outro lado, uma linguagem, que permite refe-
réncia directa a tais relagfes, cujos simbolos
sdo = (que se ndo confundirda com o sim-
bolo — da linguagem que estamos usando
nas nossas descri¢gdes !), variaveis v, , v,
que permitem referéncia aos elementos dos
conjuntos A, simbolos (de predicados)
Pi, eee P que se referem respectivamente
as relagBes Ri, <=, R, o0s simbolos —i
(«ndo», de negacdo), A («e», de conjuncdo),
A («qualquer que seja», de quantificador
universal) e os paréntesis (e). As formulas
desta linguagem sdo definidas indutivamente:
elas sdo as sucessdes de simbolos que per-
tencem a todos aqueles conjuntos de su-
cessdes de simbolos que contém, para cada
i com m e variaveis

todas as sucessdes N« tj,e PiVjVj- eew, -i
(«férmulas atomicas») e que (regras grama-
ticais) 1) com cada sucessdo ¢ contém também

a sucessdo —i @ assim como, para cada va-
riavel Vj, também A Vjf o 2) com quais-
guer sucessGes < e > contém também a

sucessdo PA <P

Diz-se duma variavel P* que ocorre livre
numa féormula se e s6 se a formula é atdmica
e Vicocorre nela ou a féormula é —ip e v*
ocorre livre em y ou a férmula é (@A ~") °
v, ocorre livre em < ou em <\iou, final-
mente, a formula 6 Aj<f, hrfcj ° ocorre
livre em <p. Sentencas s&o as féormulas sem
ocorréncias livres de variaveis. Sentencas
universais [existenciais] sdo as sentencas
A Vj,eec AVj <f[V Vj eeeV % < para as quais
em <p ndo ocorrem quantificadores. (Como 6
usual, escrevem-se abreviaturas das nossas
férmulas usando outros simbolos V («ou»),
*o («se...entdo ...»), <—>(«se e sO se»), V
(«had», de quantificador existencial), e com

frequéncia se omitirdo paréntesis). Devera
ser claro como ler, na linguagem que esta-
mos usando, as sentencas da linguagem que
introduzimos. Por exemplo (com m= 1 e
«1=2) as sentencas A0 A®| A2 (("'o i A
API »iv) - A v?), Av, —iP v, v, ,
A o A»i(-fi«wof-»i*(A0'i VP\v, V)
constituem um sistema usual de axiomas da
teoria das ordens totais.

Se desejamos focar a nossa atencdo em

estruturas, 21, nas quais pelo menos uma
relacdo Pi é uma operacdo entdo usamos
frequentemente, para referira R, em vez de
Pi um simbolo («constante» ou «nome de
individuo» no caso de «i=1). (Tais estru-
turas sdo aquelas nas quais a sentenca
A «0eee A »m-2 (V V-i P, v, eee A AVj

AV, ((Pi V, e V- VjAPI tQ «*« V«i-2 Vi) —
->Vj= Vi)) 0 «verdadeira»). Termos, t , sdo
entdo introduzidos, como constituindo o infi-
mum dos conjuntos que contém as variaveis
assim como os simbolos /, e que sao fechados
para a operacdo de formacdo das sucessOes
fi ijt\ eeetnt-3.  As formulas atdmicas sédo
agora tj, — , para quaisquer termos tj, e
tj,, e Pit, eee<; ! para quaisquer termos
'0» e*e >*«i-i- B *° formulas obtém-se, como
acima, mas agora a partir destas formulas
atdbmicas. Se todas as relac6es Rt de 21 sdo
operagdes, 21 diz-se ser uma estrutura algé-
brica.

Necessitamos finalmente, dada uma estru-
tura 21 e uma sentenca o da linguagem cor-
respondente, saber o que deve entender-se
por «o- é verdadeira em 21».Para isto con-
sideremos as sucessdes infinitas o= < a, ,
ai, **+*> de elementos do conjunto A.
(Seria mais natural limitar-nos a sucessdes
finitas mas isso traria desvantagens de ordem
técnica nesta exposicdo). Definimos induti-
vamente uma relacdo entre esses elementos,
a, de A" e as formulas, <p, da nossa
linguagem: a satisfaz em 21 t) Vj, Vj,
se e s6 se aj, € a, i) PivjVj. v.,., se
e s6 se para o Wij-tuplo < a,,,**°,aj , >



de elementos a,,***,aj. de A setem

< a-, ***, -, > e Ri, i) — 9 se e s6se

a ndo satisfaz,ero 21,9, iw) (9A”") seeso

se a satisfaz, em 21> 9 e a satisfaz,em 21.% ,
v) A ? se e sOse qaalquer a'e A" corn

a'j= a, para Z étal que a" satisfaz, em

21, 9« Resulta imediatamente desta definicéo

que, para cada 21, se a é uma sentenga

entdo ou todas assucessdes aeA' satisfazem,

em 210" ou nenhuma sucessdo a6A" satisfaz,

em 21,ffe E no primeiro caso que se diz que
a é verdadeira em 21, ou que 21 é modelo

de 0-. (E é nosegundo caso que se diz que
ffé falsaem21).

Uma férmula, ¢, diz-se logicamente valida
se e sO se qualquer que seja a estrutura 21
todas as sucessfes a e i " satisfazem,em
21, 9. Assim as féormulas Vj= Vj sdo todas
logicamente validaB. Também, qualquer que
seja a formula 9, se Vjocorre livre em 9
e aformula ™ °° obtém de 9 porsubstitui-
cdo de ocorréncias livres de vj em 9 por
ocorréncias livres de qualquer outra variavel
Vi entdo vj= v, -* (@ <> 9) O logicamente
valida.

A restricdo a estruturas com um numero
finito de relagdes (tipo finito), e a restricdo
correspondente na linguagem, sdo dispensa-
veis (como facilmente se verd) emmuito do
que se segue.

(H. HERMES, Einfiihrung in die Mathe-
mati8che Logik, 1963, Teubner; G . KREISEL
et J.L.KRIVINE, Eléments de logique mathé-
matique, 1966, Dunod ; A. TARSKI, Some
notions and methods on the border line of
algebra and metamathematics, in Proc. of the
Int. Congress of Mathematicians, vol. 1,
1950).

2. Alguns resultados elementares. Re-
tomamos agora, brevemente, problemas da
natureza dos do 8 0. Uma estrutura
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23=<B,Si, *-.,S, > (dotipo da estru-
tura 21=< A, Rit''=, R, >) 6 uma subes-
trutura de 21 (e 21 éextensdo de 23)seeso
se qualquer que seja i (com 1~ i~m)Si =
= RiDB". Se uma estrutura € & isomor-
fica duma subestrutura 23 de 21 diz-se que
£ O isomorficamente mergulhdvel em 21«
TARSKI observou que para cada estrutura
finita 23 {B finito !) hd uma sentenc¢a uni-
versal, o-, tal que as estruturas (do mesmo
tipo 1) nas quais 23 néo é isomorficamente
mergulhdvel sdo, precisamente, os modelos
de ff. (Para a demonstracdo, que o leitor
deve tentar, note-se que 23 pode, a menos
de isomorfismo, descrever-se completamente
por umasenten¢a existencial e que esta €,
claro, verdadeira em todas as extensfes de
23). Aunido de uma classe, K, de estruturas
6 a estrutura, 21,cujo conjunto, A, 06 a
unido dos conjuntos dos elementos de K e
cuja relacdo R, é, para cada t, aunidodas
relacOes-i doselementos daclasse. K diz-se
cadeia de estruturas se e s se de quaisquer
dois elementos de K um é subestrutura do
outro. Do lema, acima, resulta que uma classe
K de estruturas é a de todos os modelos (de
todas as sentencas) de umconjunto de sen-
tencas universais se e soO se i) qualquer es-
trutura isomorficamente mergulhdvel numa
estrutura de K também pertence a Keti)
a unido de qualquer cadela de elementos de
K também pertence a K . Resultados que
envolvem umadnica sentenga universalou
entdo sentencas com formas mais complexas
foram obtidos por VAUGHT, CHANG e outros.
Também extensamente estudadas témsido
classes de sistemas algébricos fechadas para
certas operagdes, com, por exemplo, a pro-
priedade de conterem com cada sistema todas
as suas imagens homomorficas.
Prosseguimos a analise de KALICKI e SCOTT
referida no 8 O para deixarmos aquiuma
nota mais pessoal : Sabemos que a subclasse
dos reticulados distributivos constituida pelas
ordens totais ndo pode obter-se, pela adjuncéo
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de identidades, como sendo a classe de todos
os modelos do novo conjunto de sentencas,
mas que pode obter-se pela adjuncdo da sen-
tenca universal que afirma ser o infimum (ou o
supremum) de dois elementos um destes. Per-
guntamos entdo que subclasses (proprias) da
das ordens totais sdo as de todos os modelos
do conjunto de sentencas obtido pela adjun-
cdo de uma Unica nova sentenca universal
aos axiomas que indicdmos no § 1. A adjun-
cdo de, por exemplo, AMNOA'ITA*2('0 i

Vv,=vV Vi=Vn determina as ordens totais
com ndo mais de dois elementos, e expli-
camos na Port. Math. vol. 15 como é simples
mostrar que tais subclasses, isto é, as que
para algum n (dependente da sentenca uni-
versal dada) contém precisamente as ordens
totais de no maximo n elementos, sdo as
Unicas possiveis. Qualquer sentenga universal
da nossa linguagem que ndo é verdadeira em
todas as ordens totais é, pois, equivalente a
uma sentenca da linguagem mais simples
(sem referéncia a relagdo de ordem) da teo-
ria da identidade. E neste sentido que dizemos
que a teoria das ordens totais é universal-
mente completa. Discutimos depois em termos
de propriedades de classes de estruturas a

situacdo aqui exemplificada pelas ordens
totais e também lixemos uma aplicacdo a
teoria dos semigrupos ordenados. Gosta-

riamos de conhecer outras aplicagdes e uma
analise sistematica da nogdo de teoria uni-
versalmente completa relativamente ndo a
teoria da identidade, a que nos limitdmos,
mas a subteorias mais complexas.

(A.  TARSKI, Indagationes Mathematicae,
vols. 16 and 17, 1954 and 1955; R. VAUGHT,
Buli. Am.Math. Soe. t. 59, 1953; R. FRAISSE,
Cours de logique mathématique, tome 1,1967,
Gauthier-Villars ; H. RIBEIRO, Archiv fur
mathematische Logik und Grundlagenfor-
schung, vol. 5, 1961 ; D. BRIGNOLE and
H. RIBEIRO, Algebra i Logika, t. 4, 1965,
Novosibirski).

3. Teorema de compacMcidade (fini-
rude). Se 2 é um conjuntode formulas que
é inconsistente (isto 6 se em cada estrutura,
21, nenhuma sucessdo a6 A" satisfaz todas
as formulas de 2) entdo ha um subconjunto
finito, A, de 2, que 06 inconsistente. (Nao
tentaremos aqui uma demonstracdo no quadro
desta curta exposicdo. Mas desde que varios
leitores conhecem a existéncia de axiomas e
regras de inferéncia da ldégica elementar e
também o resultado de Go6del que afirma
obterem-se deste modo precisamente as for-
mulas logicamente validas, notemos aqui que
se 2 é inconsistente entdo usando 2 ha
uma demonstracdo duma sentenca falsa
em todas as estruturas, e como em tal
demonstracdo soO intervém um subcon-
junto finito, A, de 2,A é inconsistente).
Temos pois que se 2 € um conjunto de
sentencas tal que qualquer subconjunto finito
de 2 tem um modelo entdo had um modelo
de 2. Para mostrar em detalhe uma apli-
cagdo muito simples notemos primeiro que a
teoria elementar dos corpos pode ser dada
na linguagem que contém x .,y ,z ,*ss cOmMoO
simbolos de varidveis, os dois simbolos de
constantes 0 e 1 (de operagdes 0-arias) os
dois simbolos + e X (de operagdes binéarias)
e com o conjunto de axiomas A" Ay A’
t X+yz \-+xyz, X /\yl\zXxX
Xyz=x xxyz, N /[\y+xy=+ yx
fAx/\yXxy= Xyx, X + xO= Xx,
I\ x X x1l=x, A»VS/+ »y—0, A«V2]/
@= 0vxe,y=1), /\x/\y/\zxx+yz =
— -{-Xxyxxz, —11= 0. A aplicagdo
consiste em obter que para qualquer sen-
tenga, o-, verdadeira em todos os corpos de
caracteristica zero ha um nUmero natural,
n, tal que a é verdadeira em todos os
corpos de caracteristica maior que n,. Com

efeito, seja «i a conjuncdo dos axiomas,
acima, da teoria dos corpos e, para cada
nimero primo, p, seja <p, a sentenca

4-1 + I-(-1+--. + I 1= 0 onde ocorrem
p vezes os simbolos 1 (que s6 6 verdadeira



nos corpos de caracteristica p), e agora
observe-se que, por hip6tese, o conjunto
[P >Ffi> ifa> "' 2a) i 7%5>eeef "7 o7

modelos. H&, pois, de acordo com o coro-
lario acima, um subconjunto finito deste con-
junto de sentengas que ndo tem modelos, e
portanto hd um ndmero (1 ou primo p) n,,
tal que qualquer modelo de |ipi, e**, —i <p,.|
ndo é modelo de —iff, donde qualquer corpo
de caracteristica maior que n, é modelo de ».
O leitor deve tentar obter as seguintes
aplicagdes (de TARSKI e de ROBINSON) :

1) Se o conjunto das ordens dos elemen-
tos dum grupo, 21, 6 infinito entdo ha um
grupo 23 que tem um elemento de ordem
infinita e tal que as sentencas (da lingaagem
elementar dos grupos) verdadeiras em 23 sédo
precisamente aquelas que sdo verdadeiras em
21 (tal que a2l e 23 sdo elementarmente
equivalentes»).

2) Ha corpos ndo arquimedeanos.

3) Para cada dominio de integridade que
ndo é um corpo hd um dominio de integridade
elementarmente equivalente com elementos
c, ndo unitario, e d, ndo zero, tais que,
para qualquer n, c¢" divide d.

O teorema de compacticidade permite,
usando o resultado de algebra elementar que
diz haver para qualgquer polindmio com coe-
ficientes num corpo, jjf, um corpo extensdo
de |)f no qual esse polinémio tem um zero,
obter imediatamente uma demonstracdo do
teorema de STEINITZ que diz que ~ tem uma
extensdo na qual qualquer polindmio se decom-
pde em factores lineares. De facto, conside-
re-se uma linguagem da teoria dos corpos
que contenha uma constante (um nome) para
cada elemento de jjf e seja T o conjunto de
todas as sentencas atomicas verdadeiras em
3f e todas as negac¢des de sentengas atdmicas
falsas em ~. Observe-se que se <pi é a con-
juncdo dos axiomas (acima) da teoria dos cor-
pos entdo cada modelo de I'" U j<pij é um
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corpo extensdo de $, e que na nossa lin-
guagem hé& para cada polinomio com coefi-
cientes em uma sentenca para exprimir
que esse polindmio é um produto de factores
lineares. Mas se 2 € o conjunto de todas
estas sentencas e A é qualquer subconjunto
finito de 2 entdo r U jepij J A é, pelo re-
sultado de algebra elementar citado acima,
consistente. Do teorema de compacticidade
infere-se portanto que T U |<pilU2 ¢ con-
sistente, isto é que h4 uma extensdo de fjf na
qual todos os polinémios se decompfem em
factores lineares.

Note-se também que do teorema de com-
pacticidade resulta que se hd uma Unica sen-
tenca cujos modelos sdo precisamente os dum
conjunto 2 de sentengas entdo ha tamhbém
um subconjunto finito, A, de 2 cujos mo-
delos sao precisamente os de 2 .

A noc¢do de ultraproduto de estruturas, de
importdncia na teoria dos modelos mas que
ndo podemos discutir aqui, € uma modificacdo
da de produto directo que pode utilizar-se
para uma demonstra¢do simples do teorema
de compacticidade e com a qual o leitor deve
familiarizar-se.

(A. ROBINSON, Introduction to model theory
and to the metamathematics of algebra, North-
-Holland, 1963 ; FRAYNE, MOREL and SCOTT,
Fundamenta Mathematicae, vol. 51, 1962).

4. Algumas aplicacdes de teoremas do
tipo do de Ldwenheim-Skolem. Estes teo-
remas que tém tido aplicacfes importantes,
especialmente aos fundamentos da teoria dos
conjuntos, permitem inferir da existéncia de
modelos infinitos dum conjunto de sentengas,
a existéncia de modelos com propriedades
prescritas. Limitamo-nos aqui, primeiro, ao
seguinte enunciado fraco que pressupde uma
linguagem, como a descrita no 8§ 1, em que
0 conjunto das féormulas é numeréavel: Se o
conjunto, 2, de sentencas tem um modelo
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infinito 21 (isto é se A é infinito) entdo 2
tem um modelo numerével, 21' tal que 21 e
21' sdo elementarmente equivalentes. (Uma
das demonstra¢des envolve a consideracdo de
uma linguagem obtida da original pela adjun-
¢do de um simbolo, f f, de operagdo w-aria,
para cada férmula que aqui escrevemos
?('jo> e+ >,-t) para indicar que as varia-
veis Vj, e, Vj_ sdo as de ocorréncias|li-
vres, e envolve depois mostrar 1) que para
cada estrutura, do tipo dado pela linguagem
original, ha uma estrutura do tipo dado pela
nova linguagem tal que Aty, *** AMV»»
(V "in-1 2 («V., oo | «fiU-i) -+2(»>* Seoox Yj-t >
f<f(j. > eee> tyn-0)))° 2) que os elementos desta
estrutura a que se referem as constantes da
nova linguagem constituem uma subestrutura
elementarmente equivalente).

Deste teorema imediatamente se segue
(SKOLEM) que se a teoria dos conjuntos (axio-
mas de ZERMELO-FRAENKEL, VON NEUMANN-
-BERNAYS, ou outros) é consistente entdo tem
j& um modelo numerével. (Adistincdo, clara,
das duas linguagens —a linguagem que aqui
estamos usando quando escrevemos «modelo
numeravel i e a linguagem da teoria dos con-
juntos, que alias permite introduzir a defi-
nicio de conjunto numerdvel —elimina a
sugestdo da natureza paradoxal do teorema
de LOWENHEIM-SKOLEM).

Se aos axiomas da teoria das ordens totais
(8 1) se juntam os axiomas —iV'o A ffi
(tfo= «iVP v, t>i), -iVtfoAtfi ('o=tfi V
vPitfitfo) e AtfoAtfiCPitfo"!—V"2 (Piv,v\
A P\ «a tfi)) obtem-se um conjunto, 2, de
axiomas da teoria das ordens totais densas
sem primeiro nem dltimo elemento. Se 21 e
23 sdo dois modelos de 2 eles sdo necessa-
riamente infinitos, e hda portanto modelos,
2T e 23', numeraveis elementarmente equi-
valentes a, respectivamente, 21 e 23« Mas
CANTOR demonstrara (veja-se por exemplo,
SIERPINSKI, Cardinal and Ordinal Numbers,
1958, p. 209) que dois quaisquer modelos
numeraveis de 2 sdo isomorfos. 21' e 23

sdo, portanto, elementarmente equivalentes,
donde 21 e 23 sdo elementarmente equiva-
lentes. E pois impossivel distinguir por uma
sentenca da nossa linguagem um modelo, 21,
de 2 doutro modelo, 23, de 2, porque ou
em ambos uma tal sentenca é verdadeira ou
em ambos é falsa, (isto é o conjunto, 2, de
sentencas é «completo»). Em particular qual-
guer sentenca da teoria da ordem é verda-
deira no conjunto ordenado dos racionais se
e sO se é verdadeira no conjunto ordenado
dos reais.

Registamos agora o seguinte teorema numa
forma que também pressupde uma linguagem
como a do 8§ 1: Se o conjunto 2 de sen-
tencas tem um modelo infinito SI, e e é um
cardinal maior que o do conjunto, A, de
21, entdo 2 tem um modelo, 21', de cardi-
nalidade e tal que 21 e 21' sdo elementar-
mente equivalentes. Um coroldrio imediato
diz-nos que h& modelos ndo numeraveis do
conjunto dos axiomas de PEANO com o es-
quema de inducdo limitado as propriedades
que podem ser expressas na nossa linguagem
(elementar) da aritmética, portanto que hé
tais modelos nédo isomdérficos ao modelo dos
nimeros naturais.

TARSKI mostrara que as sentengas verda-
deiras no corpo dos nimeros complexos sdo
precisamente as senten¢as verdadeiras em
todos os corpos algébricamente fechados de
caracteristica zero. Dos teoremas que estamos
considerando e do facto, conhecido da alge-
bra, que quaisquer dois corpos algébricamente
fechados e com a mesma caracteristica e
mesma cardinalidade ndo numerdvel sdo iso-
mérficos, resulta agora que um conjunto de
axiomas da teoria dos corpos algébricamente
fechados de dada caracteristica é completo.
VAUGHT observou, em geral, que se um con-
junto consistente, 2, de sentencas nao tem
modelos finitos e para algum cardinal e é
w-categdrico (isto 6 tal que dois quaisquer
modelos de cardinalidade ¢ sdo isomorficos)
entdo 2 é completo. Este e outros critérios



de completado témconsequéncias importantes.
Obtém-se, por exemplo, uma demonstragao,
curta e simples, do conhecido teorema dos
zeros (Nullstellensatz) de HILBERT.

(T. SKOLEM, em LesEntretiens de Zurich,
1938 ; A.TARSKI and R.VAUGHT, Compositio
Mathematicae, vol. 13, 1957 ; A . ROBINSON,
Complete theories, North-Holland, 1956).

5. Algebra cilindrica duma estrutura.
Varias operacdes familiares como a de homo-
morfismo, fazem corresponder estruturas a
estruturas. Utilizamos o contedido do 8 1 para
descrever aqui umaoutra quepermitird nao
s6 a oportunidade de revisdo desse § 1 mas
ainda a de pormos algumas questdes aparen-
temente simples.

Seja 21= <-(4,Ri, **+,i?,> umaestru-
tura detipo <«i, s, n»>, e facamos cor-
responder a cada férmula, 9, dalinguagem
correspondente o conjunto, ¢*, de todas as
sucessdes a=<ao0,ai,aj,*s*>+ deelementos
de A tais que a satisfaz, em 21,9 . Observe-
-se que qualquer queseja j, (v, = v)*= A"
e (—\Vj=Vj)*=0 (o conjunto vazio). Ob-
serve-se, mais, que o conjunto, &, doscon-
juntos ¢* assim obtidos constitui um corpo
de subconjuntos de A° (umaalgebra de
BOOLE <&, |~]|], O, A "> onde fl e ' sé&o
respectivamente interseccdo e complementa-
¢d0). Enfim, h& nesta algebra de BOOLE 1)
para cada nUmero natural j uma operacgdo
unaria, G/, («cilindrificacdo») que fornece
para cada j*eS oconjunto, C/<p*, de todas
as sucessdes aeA’ tais que qualquer que
seja a'ef*, a' ndo difere de a sendo, even-
tualmente, na coordenada j e 2)para cada
par jo,ji dendmeros naturais uma operacgdo
O-éaria, dj,,,, (adiagonalisacdon) que fornece
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0 subconjunto de A" constituido por todas
as sucessfes ae A" tais que a-= aj. A
«algebra cilindrica de 21» é agora definida
como sendo o sistema algébrico <21 =
= <S,H, O,A" Cj, M.:>lini detipoin-
finito constituido por aquela algebra de
BOOLE e as operagdes, em numero infinito,
Cj e dj,j. Facilmente severificard que 021
pode definir-se a partir de 21, duma maneira
intrinseca, sem o intermédio dalinguagem.

Esta operacdo de passagem de estruturas
as suas algebras cilindricas sugere a questdo
de como é que relagbes entre dadas estru-
turas (do mesmo tipo) se reflectem como
relacdes entre as algebras cilindricas corres-
pondentes. Também & natural perguntar por
relagdes que se obtém poriteracdo da ope-
racdio S. Algebras cilindricas abstractas
sdo a contrapartida algébrica do calculo de
predicados comidentidade assim como alge-
bras de BOOLE s&do a do célculo proposicio-
nal. (Estdo estreitamente relacionadas as
algebras poliadicas, e os problemas de repre-
sentacdo témsido extensamente estudados).

(L. HENKIN, em Mathematical interpretation
of formal systems, North-Holland, 1955 ;
P. HALMOS, Algebraic Logic, 1962).

[Acrescentado em provas tipograficas : No
verdo de 1969, pouco depois da preparagdo
deste artigo (inicialmente destinado a um
nimero especial da revista Ciéncia dos estu.
dantes da Faculdade de Ciéncias deLisboa)
apareceu o livro Models and  Ultraproducts,
de J. L. BELL e A. B. SLOMSON,  North-
-Holland, 1969 'que também aqui recomen-
damos. H. R.].
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Endomorfismos

directos de

grupos

por José Morgado
Instituto de Matemética, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1.  Introdugéo

Suponhamos que o grupo G é o produto
directo dos subgrupos A e B, G = AxB ;
isto significa, como é bem sabido, que cada
elemento de G tem uma e uma sé represen-
tacdo como produto de um elemento de A por
um elemento de B e, além disso, A e B séo
subgrupos normais do grupo G .

Recordemos que, se, para cada xe G, de-
finirmos  <p(r) como o elemento de B que
intervém na representagcdo de x como pro-
duto de um elemento de A por um elemento
de B, obtemos um projector 9 de G, isto
6, 9 6 um endomorfismo de G que satisfaz
as duas condicdes seguintes :

a) 9 éidempotente, quer dizer, 909 = 9;

6) 9 é normal, quer dizer, 9 comuta com
todos os automorfismos internos de G; assim,
se f, designa o automorfismo interno deter-
minado por aeG, entdo tem-se

9of, =f, 09 para todo aeG,
ou seja,
9(axcr’) =-09(37)0-" para todos a,xeG.

Os subgrupos normais A e B sao, res-
pectivamente, o nlcleo de 9 e a imagem de
9, A= Ker(9 e B= 1m(9).

Inversamente, se 9 é um projector do
grupo G, entdo tem-se

G -- Ker(9) X Im (9).

Mas pode acontecer que um endomorfismo
« do grupo G ndo seja um projector e, no
entanto, se tenha

(1) G = Ker(a)xIm(«).

Por exemplo, se G é o grupo ciclico de
ordem 6,

<= |l,a,a»,a»,0*,a»|,
e, se a. é o endomorfismo definido por
a(a)= x* para todo xe G, entédo
<= Ker(«)xIm(«)= X |l,a*,a*

e, no entanto, « ndo é um projector, visto
que «(a(a)) mma*=jta* = a(a).

Diremos que um endomorfismo a do grupo
G é um endomorfismo directo de G, se O
vélida a igualdade (1).

O objectivo principal desta nota 6 precisa-
mente dar uma caracterizacdo dos endomor-
fismos directos de um grupo.

2. Preliminares

Comecemos por estabelecer a seguinte pro-
posicdo :

I) Se « & um endomorfismo directo do
grupo Gr, entdo a restricio de a.ao subgrupo
normal Im(») é um automorfismo.

DEM. Com efeito, vejamos que se tem

(2) Ker(«) = Ker(«*) e Im(«)- Im(«»).

Da primeira destas igualdades vai resultar
que, se

a(a(a)) = «*(x) = 1 (elemento neutro de O),
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entdo a(x)= 1 e, portanto, arestricdo de «
a Im(a) é injectiva.

Da segunda destas igualdades vai resultar
que, para todo xe G, existe algum yeG
tal que

»(X) = «2Q/N)==«(«(J/))

e, portanto, a restricdo de « a Im(a) é so-
brejectiva.

Tudo se reduz, por consequéncia, a prova,
as igualdades (2).

Ora, como, para todo endomorfismo a de
G, se tem

Ker (a) c Ker(a) e Im(a)3 Im(a?),

basta estabelecer as inclusdes inversas.

Seja entdo ae Ker (a%).

De a‘*(a)=1, resulta que af(a)eKer(a)
e, como se tem evidentemente a(a)e Im (a),
conclui-se que a(a) = 1, visto que Ker(a)(~|
nim(a)= jlj, em virtude de, por hipdtese,
ser vélida a igualdade (1).

Isto mostra que Ker (a’) ¢ Ker (a) e, por-
tanto, verifica-se a primeira das igualdades (2).

Seja agora aelm(a), isto é, a= a@?)
para algum x e G.

Como se tem

x = bc, onde beKer(a) e celm(a),
pode-se escrever

x = ba(d) para algum de G,
donde
0= «(X) = «(6)«*(d) = «(d),

0 que mostra ter-se Im(a)clm(«’) e, por-
tanto, verifica-se a segunda igualdade (2).

I) Se a. & um endomorfismo directo do
grupo G, entdo existe um automorfismo a de
G tal que

3) (io«x = «" = aoo*.
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DEM.

automorfismo induzido por

normal Im(a) e seja

Com efeito, designemos por T O
« no subgrupo

(4) x=yz, onde yeKer(a) e zelm¢(a).

Como a representagdo (4) de x ¢é JUnica,
pondo

®)

define-se uma aplicacdo o de G em G; é

claro que, se a;elm(a), entdo a(x) = t(x)=

= a(x) e se @e Ker(a), entdo a(x) =x .
Vejamos que a é um automorfismo de G.
Seja

i= M», onde ueKer(a) e »elm(a)
e, portanto,

i(i) = T (B) .

De (1) resulta que cada elemento de Ker (a)
comuta com cada elemento de Im (a), sendo,
por consequéncia,

xt=yz-uv = yu-zv, onde yueKer(a)
e zuelm(a)

e daqui resulta

axt)=yurt@r)=yut@s)t(y) =
= yz(z)ut(v) = a(x) a(<),
quer dizer, a & um endomorfismo de G.

O endomorfismo a € injectivo Na verdade,
se a(x) = 1, entdo de (4) e (5) conclui-se
que

T(.,)= e Ker («)DIm(«)= |1],

e, como T é um automorfismo de Im (a),

resulta z= 1=y, o que implica x = 1.
O endomorfismo a é sobrejectivo. Na ver-

dade, seja ae G e vejamos que existe algum

xe G tal que ao@) = a.
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Supondo que
a=bc, com beKer(a) e ceIm(a),
e pondo x —bT " (C), vem

ff@=6t1t(t'(c))= bc= a,

como se pretendia.

Vejamos agora que o automorfismo ff ve-
rifica as condigdes (3).

J& observamos que, se zelm (a),
ff (Z)= T(Z)= «(Z), resultando, por
quéncia, que

entao
conse-

(ffoa)@)="ff (a() = r(@(@)) =
= « (a(a;)) = oc'(a;).

Por outro lado, tem-se

(aofp)@)= a(ff{yz))=a @/7@ZH= a(T(z) -
= a(a(z) = (2)= a?t» 2 (2) =
((J(F):((iW_

Isto mostra que, de facto, ff verifica as

condi¢des (3).

3. Caracterizacdo dos endomorfismos

directos

Recordemos que, se / e g sdo aplicacdes
do grupo O em si mesmo, entdo a diferenga
f — g define-se pela condicgdo
(/—<?) &) =/(a;) 4 (ar') para todo xeG.

Se / e g sdoendomorfismos de G, entdo
a diferenga f— g ndo é necessariamente um
endomorfismo de G.

No entanto, se a é um endomorfismo di-
recto de 67 e ff é o automorfismo construido
acima, é facil ver que a diferenca a—a ¢
um endomorfismo de G.

De facto, suponhamos que a?=yz e
com y, ueKer(a) e z,velm(a).

t=*uv,
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Entdo, tem-se evidentemente

(ff —a)(xt) =ff x af{x t)-') =
=ff (x)ff(i)a(i-)a(a;-") =
= #T1(@mT(Wa(tru)a(z'jl-)

=yt1@Qur(ve(v) «@) =
yv{z)ua.{zr") =
= yu.

Por outro lado, tem-se também

(ff- «) @) o (ff—a) () =ff(®&)a(ar><d(Qafiri) =
=y T(@ a(zl J-")UT (v) a(ir* ti*) =
= ytT@a(zHut{v)a(«?’) =
=

0 que prova que ff —a é um endomorfismo

de G.

Suponhamos agora que a é um endomor-
fismo do grupo G, tal que existe um auto-
morfismo ff de G satisfazendo a condigdo (3)
e ff —a 6 um endomorfismo de G.

Tem-se trivialmente
X = xa(ff'(ar’)) e« (ff* {x))

para todo xeG.
Ora, como a(a-'(a’))6lm(a) e, além disso,
a(a?a(ff-» (ari))) =»<x{x)a«(ff-i (ar»)) -
= «(@)e(@oa)(ff-i(ary)) =
= «(aO«(ff(ff-i(ar«))) =
-1 .

isto 6, x a(ff-i(ar')) e Ker («), conclui-se que
o grupo G é o produto dos subgrupos Ker (a)
e Im(a).

Vamos ver que este produto é directo.

Com efeito, mostremos primeiramente que
a representacdo de um elemento de G como
produto de um elemento de Ker (a) por um
elemento de Im(a) 6 Unica.
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Realmente, se yz = uv, comy ,ue Ker («)
e 2,t)elm(«), entdo

u~y = vz~ e Ker(a) f)Im(a).

Ora é facil ver que a intersecgdo destes
subgrupos é Jlj.

Na verdade, se x é um elemento qualquer
daquela intersecgdo, entdo tem-se a(x) —1

ex = oc(t) para algum te O, donde resulta
a’(i) = I , ou seja, <x(a(f)) = 1 . Como <« é
um automorfismo de O, tem-se necessaria-
mente 1= a (i)= x .

Por consequéncia,
W'y =vzr =1

isto é, y=u e z= u.
Para podermos concluir que se tem

G = Ker(a)xlm(a),
basta agora provar que o subgrupo Im(a)
é normal.
Para isso, temos de mostrar que
o«(e)a"'elm(a) para todos a,xeG,

0 que é equivalente a mostrar que
(6) <i(0)a(a?)<7(6-i)elm(«)
para todos b,xe G,

em virtude de a ser um automorfismo de G.
Ora, por hipotese, a—a é um endomor-
fismo de G e isto significa que se tem

aWwawa@v~-"YamMm")=ffFfMma(tte)u(v)a(r-~1

para todos u.,ve G.
Daqui resulta

a(y~9a(u NfFf(u)= a(tri)«(y-1)a (W)

para todos u.,ve G.

Fazendo u—ar'e v= 6", resulta

o- (b) a. (X) o = a(6ago-i),

0 que prova a relagdo (6).
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Ficou, portanto, provado o seguinte

TEOREMA 1. Um endomorfismo a. de um
grupo G ¢é um endomorfismo directo, se e s6
se existe algum automorfismo a de G que
satisfaga as seguintes condicdes :

(i) ff oa= a"=aoa

(i) a—a. € um endomorfismo de G .

OBSERVAGCAO. Se a ¢ um endomorfismo
directo do grupo G, entdo deve existir um
projector ¢ de G tal que

Ker 0 = Ker(@ e Im(@ —Im (a).

E facil ver que y= ff* oa é um tal pro-
jector. De facto, de (*) resulta

ao ff' =ff~loa e ff* oai= a,

donde

mo@P= (<T'oa)o(<rrloa) =

= ff-l o(ff-lo0ao0a) = ff oa= <f

0 que mostra a idempoténcia do endomor-
fismo y. Por outro lado, como ff —a é um
endomorfismo, também

e— ff o«= ((7-100)—(0o-' oa) = & oT— a)

onde s é o automorfismoidéntico, é um en-
domorfismo. Ora, sabe-se ([2], teorema 1)
gque o endomorfismo B é um endomorfismo
normal, se e somente se s—0 6 um endo-
morfismo. Por conseguinte, ff* ° «, sendo
um endomorfismo idempotente e normal, 6
um projector, que tem o mesmo nlcleo e a
mesma imagem que a.

Podemos dar outra forma a condicdo (ii)
do Teorema 1.

Com efeito, pelo que acima vimos,
¢ um endomorfismo, se e s6 se

a—et

(7 0-(6)«(ar)a(6-«) =
para todos b.,xe G.

a(oaro-«)
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Como a 6 um automorfismo de G, que
comuta com a, a condicdo (7) é equivalente
a condicédo

0-(6«(y)6-i) = a(0o-(y)6-i)
para todos b.,ye G,

ou seja,

&0y oX= aoyoa

para todo automorfismo interno y do grupo G.
E vélido, portanto, o seguinte

TEOKEMA 2. O endomorfismo a do grupo
G € um endomorfismo  directo, se e sO se existe
um automorfismo a de Gr que satisfaca as
seguintes  condicdes

(I) toa= a*= aoer

() o"oyoa = «oyo<7

para todo automorfismo interno y de Gr.

4. Endomorfismos normais de ordem
finita

E claro que o conjunto End (Cr), formado
por todos os endomorfismos do grupo G,
constitui um semigrupo (mais precisamente,
um monoide) com respeito a operacdo de
composi¢do. Se o subsemigrupo < a > de
End(G), gerado pelo endomorfismo a, ¢
finito, diz-se que a ordem de a é finita e é
igual ao nimero de elementos de < a >

Mostraremos que, para todo endomorfismo
normal de ordem finita, existe alguma sua
poténcia que é um endomorfismo directo.

Antes, porém, vamos estabelecer o seguinte

Se a € um endomorfismo  nor-
G cuja restricdio a imagem de
entdo a" é um endo-

TEOREMA 3.
mal do grupo
« € um automorfismo,
morfismo  directo.

DEM. Com efeito, designemos por T o
automorfismo induzido por x em Im (<x).

13

Tem-se evidentemente, para todo xe G,

X= XT "(a"(x~)) TT(@" (X)) .
Ora
(@ (x) e Im (<),
porque T " *Oum automorfismode Im(@"); e
X T-"(a» (ar')) e Ker (a?),
porque

& (9 a” (- (" (ar))) = *"()a (ar)= 1.

Isto significa que G = Ker(a")Im(a").

Pretendemos provar que este produto 6
directo.

E imediato que se tem

Ker(a") flIm @")==

porque, se X € um elemento qualquer desta

interseccdo, entdo a" (x) = 1 e x = «"(i)
para algum teG, donde a "(<)=1. Ora,
por T ser um automorfismo de Im(a"),

tem-se evidentemente

Ker («")= Ker (T O«w) =
Ker («a») = ..o

Ker (a"+]) = ese =

e, analogamente,

Im (a®) = Im(Toa"™)= Im(@"+') = ser =

Im(«a») =

Assim, te Ker (a"), donde resulta
X = a»(i)— 1.

Para concluir que aquele produto 6 directo,
basta notar que o subgrupo Im(«") 6 normal,

visto a" ser um endomorfismo normal.
Logo, a" é um endomorfismo directo do
grupo G.
COROLARIO. Se a éum endomorfismo  nor-

mal de ordem finita do grupo G, entdo ha
pelo menos uma poténcia de a que é um endo-
morfismo  directo do grupo G .
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Na verdade, se a é de ordem finita, entédo
0 subsemigrupo de End(67),

< <> = {«,« A, eee I e

tem somente um numero finito de elementos,
quer dizer, ha poténcias de a que sao iguais
e tém expoentes distintos.

Seja oL" a primeira poténcia de a. que é
igual a alguma poténcia de expoente n< m.
Entdo os elementos de < a > sdo

a,a*, eee Q" eee g™M_|

E imediato que a induz um automorfismo
em Im(a") e, pelo Teorema 3, a" é um en-
domorfismo directo de 67.

E interessante observar que o conjunto

é¢ um subgrupo do semigrupo < «> . O ele-
mento neutro é o elemento a’', onde r é o
Gnico multiplo de m—n existente no con-
junto

jn, n+ 1, eeem — 1]
([4], pp. 19-20).

Todos os elementos daquele subgrupo sédo
endomorfismos directos do grupo 67.

GAZETA DE MATEMATICA

O elemento neutro a’
de a que é um projector.

Uma outra consequéncia imediata do Teo-
rema 3 é o conhecido Lema de Fitting ([1],
p. 327) : Se o grupo 67 Batisfaz as duas con-
dicdes de cadeia e a é um endomorfismo
normal de O, entdo tem-se

€ a Unica poténcia

G = Ker («') X Tm («»)

para algum inteiro positivo n; a. induz um
automorfismo em Im («").
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CLASSROOM NOTE

A single axiom [or

equivalence

15

relations

por José Morgado
Instituto de Matematica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1 In [1], p. 21, B. H. NEUMANN formu-
lated the following problem: «lIs there a
single identity involving a binary relation p

acp if and only if xay implies xfiy;

xa (@ fiy, if and only if xay or x$y;

on S to 8 and =,°, U.f), > ><kx@ fi PIIif ity if oy d xfiy.

such that p is an equivalence if and only
if it satisfies the identity ?».

The purpose of this note is to solve this
problem.

2. Let us recall that a binary relation a
on S to S is a subset of the cartesian pro-
duct S x S . Instead of (xy)ea, we shall
write xay (read: «@? stands in the rela-
tion a to y¥*).

The empty relation is denoted by e, i. e.,
one has xsy for no element (x,y)eSx8.
The universal relation is denoted by ®, i. e,
one has xmy for every element (x,y)eSxs.
The identity relation is denoted by t, i. e.,
one has xiy if and only if x = vy.

The converse a* of the binary relation a
is the binary relation defined by

x or'y if and only if yax.

It is immediate that
(@) («-)"! = «.

Let a and @ be binary relations on 8
to 8. Since a and B aresubsets of S x S,
on has

if and only if xay is equivalent to

x$y;

a= p,

It is easy to see that

2 acp implies or <= |3-i.

The product aop of a by p is defined
by the condition xaopy, if and only if
there is some element z in S such that
xaz and z$y.

This product is associative.
aoa, we shall write a*.

One sees easily that

Instead of

3) (ao(3)-i = i3-ioa-i,

4 ac B implies aofCopoy
and ?o0acyop,

(8  T»(«UP)-(T»«)jU(y»P)j

(6) (aU r9°T~(a°Y)U(P°Y),

for all binary relations a, 3,f on $ to $

(see, for instance, [2], pp. 9-11).

3. As it is well known, the binary rela-
tion o is said to be
() reflexive, if i p,
if p'cip,
if pcp.

(u)  symmetric,
(i)  transitive,
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From (1) and (2) it follows that, if p is
symmetric, then one has p= p-'. If pis
reflexive, then from te=p and iop= p, it
follows pc @2 by (4) and, consequently, if
p is reflexive and transitive, then one has
p= p2

Now, we are going to state the following

THEOREM 1: Let p be a binary relation
on S to S. Then p is an equivalence rela-
tion, if and only if one has

@) p= (c.p-")".

PROOF : Indeed, let us suppose that con-
dition (7) holds. Then, since [C((j p*,
one has by (4)
tU p- i°@tu P")?C Up-")»("Up-7) =

- (tu Pm)y=P

and hence
iCp and p-'Cp,

that is to say,
tric.
Since p* = p, one has by (7)

p is reflexive and symme-

(8) (iUP)=P-

From pCiUp, it follows by (4) and (8)

.2¢c(., P)°PE('U P)°(HI P)= ("UP)* = P,
proving that p is also transitive and, conse-
quently, p is an equivalence relation.
Conversely, let us suppose that p is an
equivalence relation.
By (5) and (6), one has

(*Up-")" = ("Up-)°C'Up-) =
= tUp-"U p™ U (P")-

Since p* = p, it results

tUP")=iUPUP
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and since i£p and p'E£p, it follows

as wanted.

Another characterization of the equiva-
lence relations by a single identity is given
by the following

THEOREM 2: Let p be a binary relation
on S to S. Then p is an equivalence rela-
tion, if and only if
© P= "Up-"Up'-

PROOF : In fact, let p be an equivalence
relation. Then, from (i), (u) and (iii), one
concludes that

tdP ' UP'Cp.

On the other hand, since p is reflexive
and transitive, one has p’= p and hence

PEIi UP™UP

and consequently (9) holds.
Conversely, if (9) holds, then one has

[Cp,p-icp and p°Ep

proving that p is an equivalence relation.

By a similar way, one states that p is an
equivalence relation, if and only if one of
the following conditions holds :

(20) p-i = (t UP)
(11) p-i= tu PU P
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NOTA DE AULA
Outra definicho de semigrupo regular
a direita e a esquerda
por José Morgado

Instituto de Matematica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

Recordemos que um semigrupo S se diz
regular a direita e a esquerda, se, para todo
elemento aeS, existem elementos X,yes
tais que

a‘a?=»a e ya’'= a.

O objectivo desta nota é estabelecer o se-
guinte

TEOKEMA. Um semigrupo S é regular a
direita e a esquerda, se e sOmente se, para
todo elemento a6S, existe em S algum ele-
mento z tal que

DEM. O teorema é uma consequéncia ime-
diata dos dois lemas que se seguem :

LEMA 1. Seja a umelemento do semigrupo
S tal que, para algum elemento ze S, se tem

@iy a’z=a

(i) z’a=z.

Entdo existe em S algum elemento t tal
que

al=a=ta" e t"a=t=at’.
DEM. Na verdade, tem-se
aza=>a’z-za, por (i)
= a’+z’0, pela associatividade,
—a'z, por (ii),
= a, por (i).

Analogamente se mostra gque se tem
Zaz =z7az =7a = 1

Fonbamos agora
t= az’.

Entdo tem-se evidentemente

a’'i = a*saz’= a*a’z*z=az = a
e também
ta’=az’a’ = aza-a = aza = a,

0 que prova a primeira parte do Lema 1.
A segunda parte resulta das igualdades
seguintes :

ta e=az +az esa= a*za *zZa = az =

e ainda

att = a- az-azr=a?z-zaz-z =az = t
LEMA 2. Seja a umelemento do semigrupo

S para oqual existem elementos X ey em S
tais que

(i) a'x = a,
(i) ya’

Entdo existe em S algum elemento z tal que

az=a e z'a«=z.
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DEM. Com efeito, de (i) e (ii) resulta

ya=yax = ax

donde
aya = aXx =a=ya — axa.
Pondo
z= Yyax,
obtém-se

az—ay ax— acayaex=ax—a

GAZETA DE MATEMATICA

e, por outro lado,

Za=yax-yax-a = y'a-y-axa*-'
=y 'aya=y a=yeya—yax = z,
0 que completa a demonstracdo do Lema 2.
Analogamente se mostraria que um semi-
grupo S éregular a direita e a esquerda, se

e sbmente separa todo aeS, existe em S
algum elemento z tal que

za’= a e az’= z.
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Semigroups

by John B. Pen, S. J.

Fu Jen University, Taipei, Formoia

Introduction.

A topological semigroup is a system con-
sisting of a set S, an operation *, (we omit
this dot and write this operation by juxtapo-
sition), and a topology T, satisfying the
following conditions :

1) for any x ,yeS, Xyes;

(xy)z = x(/2);

3) the operation «is continuous in the
topology T.

2) for x,y,zeS,

A topological subsemigroup H of a semi-
group S is a topological subspace of S and
also a subsemigroup of S.

An equivalence relation 1 defined on a
semigroup S is called homomorphic if for
any a,o0,c,cieS, oRi and cRd imply
ac'R.bd.

Given an homomorphic equivalence rela-
tion R on S, we call the set of equivalence
classes mod R the quotient set and we de-
note it by S/R.

The mapping from S onto S/R defined
by n(x) = the class mod R to which x
belongs is called the natural mapping from
S onto S/R.

The family U of all subsets U* of S/R
such that n-* (U*) is open in S is atopology
for S/R and is called the quotient topology
for S/R.

We use the term homomorphism to mean
continuous homomorphism. In general, we
use the terms mapping, function to mean
continuous mapping, continuous function.

Let S be a semigroup, R be a homomor-
phic equivalence relation on S, andlet S/R
be the quotient set. We define an operation
on S/R in the following manner. Suppose
that A and B are two arbitrary elementsin
S/R, then AB= C if for any ae A and
beB we have abeC. This operation is
well-defined because R is a homomorphic
equivalence relation. Also it is associative,
because the semigroup S is associative. The-
refore the quotient set S/R with the opera-
tion just defined is a semigroup. We call it
the quotient semigroup.

We say a semigroup S satisfies the con-
dition A if for every open set U of S, the
subset w- (n (U)) is also open, where n is
the natural mapping from S onto S/R.

In this paper we shall prove the following
theorems :

THEOREM 1. If the semigroup S satisfies
the condition A, then the quotient set S/R
is a topological semigroup with the quotient
topology, and the natural mapping n from S
onto S/R isan open topological homomorphism.

THEOREM 2. If S and T are two semi-
groups and g is a homomorphism from S onto
T, then g induces a homomorphic equivalence
relation R, on S.

THEOREM 3. Let S and T be two topolo-
gical semigroups and let g be an open homo-
morphism from S onto T. Then

a)' S/R, Ma topological semigroup with
the quotient topology ;
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b) the natural mapping n from S onto
S/Rg is an open homomorphism ;

c) the mapping h from S/R, onto T
defined by b(A) = g(a) for any aeA
as a subset of S and AeS/R, is a
topological isomorphism.

THEOREM 4. (The First Isomorphism
Theorem). Let S and T be two topological
semigroups both satisfying the condition A.
Let g be an open homomorphism from S onto
T and let R* be a homomorphic equivalence
relation defined on T . Then there is a homo-
mcrphic equivalence relation R on S and
there is a mapping h from S/R Onto T/R*
which is a topological isomorphism.

At the end of the paper, we give an exam-
ple to illustrate the theorems.

THEOREMS

THEOREM 1. If the semigroup S satisfies
the condition A, then thequotient set S/R is
a topological semigroup with the quotient topo-
logy, and thenatural mapping n from S onto
S/R is an open topological homomorphism.

PROOF. We have shown that S/R is an
abstract semigroup. Now we wish to show
that the natural mapping n from S to
S/R is an abstract homomorphism. Let X
and Y be two equivalence classes mod R,
and let XY =2Z. Then by definition of the
operation in S/R, for any areX and yeY,
XyeZ. Since the natural mapping n assigns
each element to the class it belongs, we
have

n(xX)= X, nlY)=Y, and n(xy) =n(z) - Z.

These equations together with the equation
XY = Z imply that n(xy) =nX)n(y).
This shows that the natural mapping n isan
abstract homomorphism from S onto S/R.
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Now let U* be an open set in S/R. By
the definition of the quotient topology for
S/R,w-*(U*) is open. Hence n is continuous.

Let U be an open set in S. Since S
satisfies the condition A, n* [n(U)] is open.
Then by the definition of the quotient topo-
logy, w(U) is open.

Now we wish to show that the semigroup
operation in S/R is continuous. Let A and
B be two arbitrary elements in S/R such
that AB = C. Suppose that W* is an open
neighborhood of C. Then W =ra' (W%*) is
an open neighborhood of C, considered as
a subset of S. Since the semigroup operation
in S is continuous, for every aeA and
every beB such that ab = ¢, there is an
open neighborhood U, of a and an open
neighborhood V, of b such that UV(,cW".
Choose such a neighborhood U, for every
aeA and such a neighborhood V& for every
beB. Then

UU,V, = [UU,]J[|IV.]cW.
aeA aeA beB
beB

Now (J U, is an open neighborhood of A

aeA.

in S, and n is an open mapping. It follows
that n~[JU,J is an open neighborhood of

aeA
the element A in S/R. Similarly nF (J "WJ

beB
is an open neighborhood of the element B in
S/R. Since [ [JU,][ (3V.,]1cW, we have

Au'»>[u'»]="[u'«u">]
“ ciele):W»aEA "

Hence we have found an open neighborhood
mTm™ U,Jof A and an open neighborhood

aeA

nr{v.1l of B such that

ilB
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[U «]"[U""
a6A 6eB

] o

This shows that the semigroup operation in
S/R is continuous. With this, the proof of
the theorem is complete.

THEOREM 2. If S and T ore too semi-
groups and g is a homomorphism from S
onto T, then g induces a homomorphic equi-
valence relation R, on S.

PROOF. We define a relation R, on S in
the following manner. Suppose that a and
a* are two elements of S, then
a= a*modR, if and only if g(a) = g (a*).

Evidently, R, is an equivalence relation.
We show that R, is homomorphic, i. e., if
a, a*,b,b*eS such that a = a*modR, and
6=6"modR, , then a6= a*6*mod R, .
Now a = a*modi?, implies gr(a) = ff(a*),
and 6= 6*mod R, implies g{b)= g(b),
These two equations imply that g(a)g(b)
= g(a*)g(b*). Since g is a homomorphism,
we have g(a)g(6) = g(ab) and g(a*)g(b*)
= g(a* 6*). Hence g(ab) = g(a*6*) . This
means that a6 = a*b*mod R, . This com-
pletes the proof.

THEOREM 3. Lei S and T be two
logical semigroups and let g be an
homomorphism from S onto T. Then

topo-
open

a) S/R, ts a topological semigroup with
the quotient topology;

b) the natural mapping n from S
S/Rg is an open homomorphism;

c) the mapping h /rowi S/R, onto T
defined by h(A)= g () /or any aeA
as a subset of S and AeS/R, is a
topological isomorphism.

onio

PROOF. By theorem 2, g induces a homo-
morphic equivalence relation R, on S. Let
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S/IR, be the quotient set. Then S/R, is a
semigroup. Let n be the natural mapping
from S onto SJR. We show that the
semigroup S satisfies the condition A.

Let U be an open subset in S. Since g
s an open map, g(U) is openin T. Also
g is continuous. Hence the subset g~[g{U)]
isopen in S. But g~[gU)] = XxeS\g(x)
= g(y) for some ye U\ and n’'[n(Z7)]
\xe S\g{x) =g{y) for some yeU\ hence
n-i[n(U)J] = a-'[5(U)] and n~i [n(U)} is
open. This shows that S satisfies the con-
dition A.

Since S satisfies the condition A, the
parts a) and 6) follow from theorem 1.

Before proving part c), we wish to show
that the mapping h defined in the theorem
is well-defined.

Let A be any element of S/R, and let
a* and a** be any two elements of A as
a subset of S. Then

a* = a**mod R,
This implies

</@) = a(a**).
Hence

h(A) =g@*) = g@).

This shows that h is well-defined.

Also h is a one to one mapping. For each
A e S/R, there corresponds a unique value

h (A g (a)

in T as shown above. Now since g is a
mapping from S onto J', for each teT
there is anelement aeS such that t= g (a),
by definition of R,a = 6 mod if and only
if g(@a) = g(b). It follows that for each
g(@) =i, there is one and only one equiva-
lence class AmoaRg such that h(A) =g (a)
= i. Hence A is a one to one mapping.
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We farther show that h is an algebraic
homomorphism. Let A and B be any two
elements in S/R,. Then
h(AB) =g (ab)- gfag() = h(AhB)
where a and b are arbitrary elements of A
and B respectively. This shows that h is
an algebraic homomorphism.

We show also that h is continuous. Let
A be anelement in S/R, such that h(A) — t,
and let W be an open neighborhood of t.
Since h{A) =g (a) for every aeA, and
since g is continuous, for every aeA, there
is an open neighborhood U, of a such that
g{U)c  W. Choose such an open neighbor-

hood V, for every aeA. Then |J @< -
aeA

a neighborhood of A in' S and nf' (J(t/,)J
is an open neighborhood of the element A

in S/R,.But 12[(J (*7a)]=A{«[ (J (£/,)]}

C TF- So for any neighborhood of A (A),
we have found a neighborhood w£(J(E7"aVJ

aeA
(JZ7)yCIF.
aei
shows that h is continuous.

Finally we show that h is open. Let U*
be an open subset of S/R,. Since the natu-
ral mapping n from S onto *S/< is conti-
nuous, n~(U*) is an open subset in S.
Also, g is an open mapping from S onto T.
So g[n-i(U*)] is open in T. But

of .4 such that This

jrn-i(Z7*)] —Ji j»[n-i(CT*)]J =h(U*).
Hence h(U*) is open in T. This shows
that h is an open mapping. This completes
the proof.

We can sum up theorems 1, 2 and 3 by
the following form of the fundamental theorem
of homomorphism of the topological semi-
groups :
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If the semigroup S satisfies the condition
A, then the quotient set S/R is a topolo-
gical semigroup with the quotient topology,
and the natural mapping n from S onto
SjR is an open topological homomorphism.
Conversely, if g is an open homomorphism
from S onto a semigroup T, then T is
topologically isomorphic to the quotient se-
migroup S/Rg, where R, is a homomorphic
equivalence relation defined by

aR, b if and only if g(a =g(b); a, be S

THEOREM 4. (The First Isomorphism Theo-
rem). Let S and T be two topological semi-
groups both satisfying the condition A . Let
g be an open homomorphism from S onto T
and let R* be a homomorphic equivalence
relation defined on T . Then there is a homo-
morphic equivalence relation R on S and
there is a mapping h from S/Ronto T/R*
which is a topological isomorphism.

PROOF. Since R* is a homomorphic
equivalence relation on T, by theorem 1,
T/R* is a topological semigroup and the
natural mapping n from T onto T/R* s
an open topological homomorphism. Since
the mapping g from S onto T is also a
homomorphism, it follows that the product
mapping ng from S onto T/R* is also a
homomorphism. We show that ng is open.
Let U be an open set in S. Since g is
open, g(U) is open in T. Also, n is an
open map; so ng(U) isopenin T/R*. This
shows that ng is an open topological homo-
morphism.

Now 5 and T/R* are two topological
semigroups. S satisfies the condition A,
and ng is an open topological homomorphism
from S onto T/R*. Hence, by theorem 2,
ng induces a homomorphic equivalence rela-
tion R, and T/R*. Denote R, by R.
Then we have S/R-T/R*. We call this
isomorphism h. This completes the proof.
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EXAMPLE. ToOillustrate some of the fore-
going theorems we give the following
example.

Let (0, oo) be the semigroup of positive
real numbers with addition as its operation
and with the usual topology as its topology.
Let

«-=[(*,y)|™e(0,00),ye(000)]

and let the vector addition be defined in
S »e,
xy) + (x*y*) = +y*).

The set S with the vector addition is a
semigroup.

We topologize the semigroup 8 with the
usual product topology P ; i. e., the family
of subsets

B = [(UxV)\U,V are open in (0,00)]

is the base for the topology P in S.

We define a relation R on 8 as follows:
for — (x.y),(x*,y*)es, x, )R (%, y*) if
and only if x = x*. It is easy to see that
this relation R is an equivalence relation,
because the equation x = x* is reflexive,
symmetric, and transitive, We show that the
equivalence relation R is also homomorphic.

Suppose that {x, ,y), (x*.y\), (X, V),
(x, >yt)* & such that

(@7, y) R(x, y.) and {x\ , YW R {x\, yt).

Then x, = x, and x\ = x\ . From these
equations we have

Ao —2 o .
Hence

@, + x\ )y, ¥YOR(x, + x\,y, + yl).

This means that the relation is a homomor-
phic equivalence relation.
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The equivalence classes modi? are of the
form: ja;jx(0,00). We denote the set of
all equivalence classes modi? by S/R. We
define an operation in S/R in the following
manner. Let |ic|X(0,°°) and [?/]X(0,00)
be any two elements in S/R. Then

|*|x(0,M)+j™MIx(0,c»)=j,.-)-3/jX(0,00).

Since for any two positive real numbers x
and y the number x + vy is unique, the
operation defined on S is well-defined. This
operation is associative, because the operation
of addition in the set of positive real numbers
is associative. Hence the set of equivalence
classes mod R with the operation of addition
is a semigroup.

We define the natural mapping n from S
onto S/R by assigning each element (a;, y)
to the equivalence class X\ x(0,00). We
show that the mapping n is an algebraic
homomorphism. Let (x, y) and (x*y*) be
two arbitrary elements in S. Then n(x ,y)
= |a;[x(0,00) and n(x*y*)= X*\X(0,°0)
and n [(X,y) + (xX*5y)] = )X+ x*\X (0, oo).
But

n(x,y)+ nx*y*)= WX\X (0,00 + jar*

X(0,00) = X + a?»Jx(0,00).

Hence
e Ly) + e y*) = nxoy) + (xR y).

This shows that the mapping n is an abstract
homomorphism.

Now we topologize the semigroup S/R
with the quotient topology with respect to
the mapping n. That is, asubset z7x(0,00)
isopen in S/R ifand only if w-i[Z7x(0,00)]
is open in S. We observe that

w-" [*7x(0,00)] = Z7x(0,00).

Hence a subset Z7x(0,00) of S/R is open
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if and only if the U
topology of (0, oo0).

If a subset UxV is open in S,
the subset

is open in the usual

then

n-'[C/x(0,co)] = Z7x(0,00)
is also open in S. Hence S satisfies the
condition A.

We show that the natural mapping n from
S onto S/R is continuous and open. Let
Ux (0,00) be anopen setin S/R. Then
w* [Ux (0,00)] which equals Ux (0, 00) is
open in S. Hence n is continuous. Now let
UxV be an open subset of S. Then
N(Pxr)= 1/X(0,co) is open in S/R
according to the observation of the last
paragraph. Hence n is an open mapping.

Finally we show that the semigroup ope-
ration in S/R iscontinuous. Let Ja?jx(0,00)
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and |#|x(0,00)
S/IR  such that

1 X (0,00), jyj x(0,«>)= jic+y|x(0,00).

be any two elements in

Let Wx (0, 00) be an open neighborhood
of \x+ y\x (0, o00). Then since the addition
is continuous in the semigroup of positive
real numbers, for an open neighborhood W
of x +vy, there are open neighborhoods U
of x andV of y such that U+VezW.
Choose Ux (0, 00) as an open neighborhood
of ja?|x(0,00) andFx(0,00) asan open
neighborhood of j~/|x(0,00).

Then

C/X(0,00) + FX (0,00)= (t7+F)
X(0,00)<=TFx(0,co0).

This shows that the semigroup operation
in S/R is continuous.



GAZETA DE MATEMATICA

O «paradoxo

por Antonio

dos gémeos»
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e «tempo formal»

Brotas

(Centro de Calculo Cientifico, Instituto Gulbenkian de Ciéncia)

O tempo é uma grandeza que se mede com
relégios. Reldgios sdo maquinas que se podem
comprar na Suissa(’). Estas duas so6lidas
verdades nem sempre s&o respeitadas nos
textos sobre a Teoria da Relatividade.

Como, com frequéncia, em sobreposicéo
ao conteudo fisico da teoria, se instalam ideias
«relativistas», produtos do simples poder in-
vocador da palavra relatividade, que condu-
zem a paradoxos relacionados com o tempo,
surgem textos em que os autores se dedicam
a definir stempos» convenientemente elabo-
rados para levantar esses paradoxos.

Um exemplo flagrante desta tendéncia
é-nos dado pelo artigo : «Proper time, appa-
rent time, and formal time in the twin
paradox» de V. HLAVATY [1].

Ora, qualquer reldgio suisso desmentiria
ao «tempo formal» definido neste texto a
qualidade de ser tempo.

Consideramos importante comentar este
artigo para sublinhar a diferenca que existe
entre o habil manipular do aparelho mate-
matico da teoria e a compreensdo do que ela
quer dizer em termos de comportamento das
coisas.

() E corrente nos textos de Relatividade falar-se
em atempo bioldgico». Consideramos que o0 tempo
bioldégico vivido por um ser vivo é o mesmo que é
marcado por um reldgio que o acompanhe e parece-
-nos que os reldgios-relégios sempre sao mais pre-
cisos e mais comodos que os relégios biolégicos. Para
estabelecer as relacdes entre este texto e esses outros
basta fazer corresponder «tempo biol6gico» ao que
designamos por «tempo medido por relégios».

Vejamos em primeiro lugar quais os para-
doxos relacionados com o tempo que corren-
temente aparecem na Teoria da Relatividade.

O primeiro paradoxo.

A Teoria da Relatividade Restrita pode
ser enunciada do seguinte modo : As coorde-
nadas espaciais (ortonormais) e temporal de
um acontecimento em dois referenciais de
inércia estdo relacionadas entre si pelas for-
mulas de transformacéo de LOEENTZ:

o _ x_¢vt =y ¥
t + x-
t' =
VI - @

(no caso dos eixos Ox e Ox' dos dois re-
ferenciais serem paralelos aw e das origens
coincidirem).

De (1) obtemos com facilidade

) t= tVi — (3 + XV

férmula que permite pdr em evidéncia o re-
sultado seguinte :

Um rel6gio B, movel com uma velocidade
constante em relacdo a um referencial de
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inércia 8, atraza-se em relacdo a reldgios
iguais fixos em 8.

Com efeito, sendo x* a coordenada (cons-
tante) do relégio B num referencial de
inércia S', moével em relagdo a S com a
velocidade v, aférmula (2) permite escrever :

3) tt —ti —

em que t'2 e t\ representam o tempo mar-
cado pelo relégio de B nos instantes 2 e
1(") e e ti otempo marcado pelo relé-
gios de S (fixos em S) que estdo proximos
do relégio B nos instantes 1 e 2.

Este resultado surge como um paradoxo
quando raciocinamos do seguinte modo :
iSe os relogios fixos em S' se atrazam em
relacdo aos reldgios fixos em S, entdo os
relégios fixos em £ avancam em relacdo
aos relogios fixos em S'».

A ser assim, haveria de facto uma distin-
cdo entre os referénciais S e S' contréaria
ao Principio da Relatividade que exige a
equivaléncia de todos os referénciais de
inércia.

O raciocinio indicado nao pode, porém, ser
usado em Relatividade. Com efeito, a sua
validade pressupde que simultaneidade tenha
um significado absoluto o que néo verdade

(tt—K)VT7p

em Relatividade (t'<z=1i\ n&o implica h = ti).

O Principio da Relatividade ¢ de facto
respeitado. Em (3), e t\ representam o
tempo marcado por um mesmo relégio e h
e i o tempo marcado por relégios diferen-
tes. O relégio B atrasa-se em relacdo aos
relogios fixos em 8, mas & sucessivamente
comparado cow diferentes relégios de S.

Consideremos agora o reldgio A fixo em
8. As formulas inversas de (1) permitem
escrever

(20 i-f/TNI»--7

() Oinstante t marcado pelo relégio B e a posi-
cdo do relégio D nesse instante definem o aconteci-
mento 1 da linha de Universo da D.
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Sendo Xx a coordenada (constante) de A
em S temos
3) N-Go= -,
em que t" e ti representam o tempo mar-
cado pelo relégio A e t', e t\ o tempo
marcado por dois reldgios fixos em S' que
no instante inicial e no instante final se cru-
zam com o relégio ACY). A atrasa-se por-
tanto em relagdo aos reldgios de S'.

Em conjunto temos : cada reldgio de S', B
por exemplo, atrasa-se em relacdo aos rel6-
gios fixos em 8 que encontra no seu cami-
nho e cada reldgio fixo em 8, A por exem-
plo, atrasa-se em relacdo aos reldgios fixos
em S' que encontra (). H& perfeita equiva-
Iéncia entre um e outro referéncial. O Prin-
cipio da Relatividade 6 pois respeitado.

Esta questdo s6 foi considerada um para-
doxo, no inicio, quando a Teoria da Relati-
vidade estava ainda insuficientemente divul-
gada. A sua compreensdo, hoje faz parte da
compreensdo elementar da teoria.

(Em linguagem da geometria espacio-tem-
poral o resultado (3) enuncia-se: dados dois
acontecimentos 2 e 1, o comprimento do
segmento que liga 2 a 1 € menor ou igual a
diferenca t—ij , em que U 6 o instante
em gue num dado referéncial de inércia se
verifica o acontecimento i. A igualdade ¢
valida quando os dois acontecimentos 2 e 1
se verificam no mesmo ponto do referéncial
considerado. A diferenca t, —ij, igual entéo
ao comprimento do segmento de Universo
que liga 2 a 1, 6 chamada intervalo de tempo
proprio).

(M 1 e 2 sdo agora acontecimentos da linha do
Universo de A .

(i) Podemos ainda dizer: E cada vez maior 0 avango
dos relogios de <S em relacdo a um certo relégio de
S' e é cada vez maior o atrazo de um certo relégio
de S em relagdo aos relégios de S'. E vice-versa*
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O 2° paradoxo. O paradoxo dos gé-
meos.

Seja A um observador imével num refe-
rencial de inércia 8 e B um observador
que inicialmente se afasta de A com uma
velocidade constante v. Atingido um ponto
C (fixo em S), B inverte o sentido da
marcha e regressa a A com a mesma velo-
cidade v.

Sendo d a distdncia A a C e to oins-
tante inicial de passagem de B por A, o
observador B atinge C no instante ii=io -
+ d/v e atinge de novo A no instante
i, —to+ 2du. (<o,U e <0 sdo valores indi-
cados por relégios fixos em 8 e acertados
entre si).

O estudo anterior diz-nos que um relogio
que B leve no bolso se atrasa em relagéo
aos relogios fixos em S. Durante a viagem de
A para C esse relogio anda (ii — <o)l/l— (3
e durante a viagem de regresso de C para
A (ti-tIATAp*,

Neste problema os dois observadores to-
cam-se nos instantes inicial e final. Enquanto
o relégio de A andou {h —to) o relégio de
B andou sé (fj—io)/l — (3. Atrasouse
portanto A= (i,—t) 1 — </ — (3. Este
atraso é o atraso de um relégio em relacéo
a um outro reldgio. A situagdo é diferente da
do problema anterior em que vimos o
atrasar de um reldgio em relagdo a um con-
junto de reldgios.

O tempo que efectivamente vive cada um
dos observadores é o tempo marcado pelo
reldgio que traz no bolso. Se A e B fo-
rem gémeos, no regresso da viagem, B vai
encontrar A mais velho (tendo efectivamente
vivido mais tempo) do que ele proprio.

Este resultado 6 um facto afirmado pela
Teoria da Relatividade. A surpresa que pode
causar néo deve ser confundida com a cons-
tatacdo de um paradoxo. Um paradoxo surge
quando encontramos um resultado contradi-
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tério com um outro resultado ou com um
principio de que n&o estamos dispostos a
abdicar. Tal ndo se verifica neste caso como
vamos procurar mostrar.

Mas vejamos em primeiro lugar como HLA-
VATY trata a questdo no artigo referido. Na
primeira parte do artigo escreve :

tFrom the point of view of geometry the
only paradoxical thing about this problem
is its naine».

Chamando em seguida a, b e c aos
acontecimentos passagem de B por A, che-
gada de B a Ce segunda passagem de B
por A, mostra que o resultado : tempo me-
dido pelo rel6gio de A superior ao tempo me-
dido pelo relégio de B, 6 s6 a traducdo do
resultado geométrico.

@)>b c)+ (ca)
em que (ad) e o comprimento, em métrica
pseudo-euclideana, do segmento de Universo
que vaide a a b.

Seriamos tentados a dizer que o artigo
podia acabar aqui. Na pagina seguinte HLA-
VALY, porém, escreve :

«On the other hand, there is something
deeper in this problem than meets the eye on
first glance. From the relativistic point de view
the statement that B recedes from A and
retuns to A is equivalent to the statement
that A recedes from B and returnsto B"t.

O sublinhado 6 nosso. Este ponto de vista
relativista é, como dissemos no inicio, um
ponto de vista induzido pela préatica usual da
palavra relatividade, mas néo pela Teoria da
Relatividade.

A Teoria da Relatividade, bem ao contrario,
estabelece uma clara distincdo entre o que
acontece ao observador A e o gue acontece
ao observador B. Enquanto que A esta
sempre imovel num referéncial de inércia 8,
B esta inicialmente imével num referencial
de inércia S' e depois num outro S". E esta
diferenca que tem como consequéncia a dife-
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renca de marcha dos relégios de A e de B .
Ignoré-la, é fazer surgir este resultado como
um paradoxo.

HLAVATY defronta-se com esta dificuldade
porque considera que «do ponto de vista
relativistas A e B estdo nas mesmas cir-
cunstancias. No seguimento do artigo procura
resolvé-la, ou melhor, procura evita-la com
meios artificiosos que comentaremos adiante.
De momento queremos sO sublinhar que nédo
nos defrontamos com esta dificuldade dado
que consideramos que do ponto de vista da
Teoria da Relatividade é diferente o que acon-
tece a A e 0 que acontece a B.

Podem no entanto surgir outras dificul-
dades.

Uma outra maneira errada de abordar o
problema consiste na aceitagdo do raciocinio
seguinte :

«Enquanto A esteve sempre imoével num
referencial de inércia, B esteve imdvel num
referencial de inércia excepto no periodo
(que podemos sup6r instantédneo) em que in-
verteu a marchaem C. Entdo a diferenca
na marcha dos relégios s6 pode ser devida
ao que se passa nessa inversdo de marcha».

A aceitacdo deste ponto de vista conduz
imediatamente a um paradoxo. Com efeito a
diferenca acusada pelos relégios a chegada

d B a A 6 A= - . Se
Vv

B, mantendo a mesma velocidade v, inver-

ter a marcha ndo no ponto C mas no ponto

C a distdncia d' de A o atraso passa a

A- — @L- v/l_ (32 Mas o que se

passa em C ¢é rigorosamente o que se pas-
sava em C. Sendo os atrasos diferentes ndo
podem portanto ser devidos ao que se passa
na inversdo de marcha. (Estdo votadas ao
fracasso todas as tentativas para explicar a
diferenca A por meio de eventuais efeitos
devidos a aceleracdo em C).
Como explicar entéo esta diferenca ?
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H& que ndo pedir a teoria mais do que ela
nos tem a dar, mas ha que utilizar o que ela
nos da. O problema dos gémeos ndo 6 mais
do que a sobreposicdo de dois problemas
idénticos ao que consideramos quando consi-
deramos o cl.’ paradoxo». Ora, se este pri-
meiro paradoxo 6 assunto esclarecido, tam-
bém o segundo o pode ser sem apelo ao que
quer que seja de diferente.

Procuremos em primeiro lugar responder
a uma pergunta :

Ha em relatividade efeitos devidos a
velocidade ?

O Principio da Relatividade afirmando a
equivaléncia de todos os referenciais de inér-
cia nega, (em Mecénica Classica e em Rela-
tividade), a possibilidade de efeitos absolutos
devidos a velocidade. Isto ndo significa,
porém, impossibilidade de existéncia de efeitos
relativos. O atrasar do relégio de um obser-
vador B que se move num referencial S é
bem o exemplo de um efeito relativo devido
a velocidade. (Efeito que existe em Relativi-
dade e ndo em Mecanica Classica).

A ideia de que «em Relatividade n&o exis-
tem efeitos devidos a velocidade» tem no
entanto sido tdo divulgado e tornou-se tao
corrente que se nota nos textos de Relativi-
dade como que uma espécie de retraimento
em afirmar o que claramente é indicado pe-
las equacBes de LORENTZ, a saber, que em
Relatividade héa efeitos relativos devidos a
velocidade (e até mais do que em Fisica
Cléssica).

Em consequéncia, vem constantemente ao
decima uma «necessidade de explicar» o
atraso do relégio de um observador em mo-
vimento. Em vez de encarar este atraso como
um efeito relativo devido a velocidade (e in-
teiramente compativel com o principio da
Relatividade como ja vimos) héa autores que
procuram ainda outras «explicaces».
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O atraso do relégio do observador em
movimento rectilineo e uniforme num refe-
rencial e o atraso do relégio do observador
que sofre inversdo de marcha e volta ao
ponto inicial, um e outro, séo efeitos relati-
vistas devidos a velocidade. N&o ha que pro-
curar outras explicaces, ha sé que mostrar,
no segundo caso como ja foi mostrado no
primeiro, que o efeito em questdo é compa-
tivel com o Principio da Relatividade.

A demonstracdo fica logo feita quando €
feito notar que o segundo problema nao é
mais do que a sucessdo de dois problemas
iguais ao primeiro. Mas, dadas as dificulda-
des que a questdo tem levantado, uma anélise
mais detalhada talvez néo seja excessiva.

Problema dos gémeos e Principio da
Relatividade.

Partamos do facto assente (e compativel
com o Principio da Relatividade) de que o
relégio de um observador se atrasa em rela-
¢cdo aos relégios de um referencial no qual
se move com uma Vvelocidade constante.

Encaremos o problema dos gémeos do
ponto de vista do referéncial S em que A
estd imovel.

O observador B esta em movimento e o
seu relégio atrasa-se em relacdo aos reldgios
fixos em S. Se, inicialmente, o reldgio de
B estiver acertado com o reldgio de A, ao
chegar a C, estard atrasado em relagdo a
um relogio fixo em C e acertado por A .
Durante o regresso de C a A o relégio de
B continua a atrasar-se. E pois clara a razio
do atraso do rel6gio de B & chegada a A.

Encaremos agora o problema do ponto de
vista dos referénciais de B . B esta inicial-
mente imovel num referéncial S' que se move
em relacdo a £ com a velocidade v e,
depois da inversdo de marcha, fica imdvel
num outro referéncial S" que também se
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move em relacdo a com a velocidade v,
mas em sentido contrario.

O reldgio do observador A atrasa-se cons-
tantemente em relacdo aos reldgios fixos em
S' e em relacdo aos reldgios fixos em S".

Vamos sup6r que inicialmente todos os
relégios de S' estdo acertados com o reldgio
B e que os relogios de S" estdo acertados
entre si e de modo tal que, quando B chega
a C, o relégio de S" que encontra esta
acertado pelo seu. (Depois da inversdo de
marcha B viaja lado a lado com este rel6-
gio). Satisfeitas estas condi¢bes B estard
acertado com os relégios de S' na primeira
fase da viagem e com os reldgios de S" na
segunda fase. Admitamos ainda que A esta
acertado com B no momento inicial.

A estd em movimento em relacdo a S'
em relagdo a S". Durante um periodo com-
paremos o relégio de A com os relégios de
S'. O-relogio de A atrasa-se. Como na fase
final da experiéncia temos de comparar o
relégio de A com o relégio de B (que nessa
altura estara acertado com os relégios de S™)
passamos num momento qualquer acomparar
o relégio de A com os relogios de *S". (Por
outras palavras : consideremos um aconteci-
mento na linha de Universo de A. Atéesse
acontecimento estudemos A do ponto de
vista de S' e depois do ponto de vista de
S").

No momento da mudanga (*) A contacta
com um reldgio fixo em S' e com um relo-
gio fixo em S". Um célculo (que pode ser
deixado como exercicio simples) mostra que
nesse momento esse reldgio de S' estd atra-
zado em relacdo a esse relégio de S' de

*o=4 - £. - i0)e
(4) (/1 _/i/\y

WI-P»
valor independente do momento considerado.

() Mudanca de sistema de referéncia e ndo mu-
danca fisica, bem entendido.
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Como A esta acertado com B no mo-
mento inicial e B marcha acertado com os
relégios de S na fase final, temos que o
atraso de A emrelacdo a £ no encontro
final é dado pela soma doque A se atrasou
em relacdo aos relégios de S' até ao mo-
mento da mudanca, mais oavango do reldgio
de S'" em relacdo ao relégio de *S* namo

t\iC)

f
t
A
t
1
Xc-
@/ X
0=0" cry" ~x7r'
s(f,a); S'(flaO; s'Woc")

Fig.l

mento da mudanca (valor negativo igual a
—A,), mais o atraso de A em relagdo aos
relégios de S desde esse momento até ao
encontro final.

Um célculo simples mostra que a soma

da primeira e terceira parcelas € igual a

(II_I.I(TT_P_l)_
A soma total tem o valor negativo
(<,_r)(vT"pi-i).
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Vemos que, no momento do reencontro, o
relégio de A esta avancado em relagdo ao
de B sem ter deixado de se atrasar sempre
em relagdo aos reldgios dos referenciais S'
e S" emque B esteve fixo. Em tudo foi
respeitado o Principio da Relatividade.

O «tempo formal» de Hlavafy.

Vejamos agora a continuacdo do artigo de
HLAVATY.

Dado o ponto de vista «relativista» que
adopta, para HLAVATY, Oatraso do reldgio
de B no problema dos gémeos 6 uma dificul-
dade, uma espécie de facto contra natura que
procura evitar.

Adopta entdo a atitude de definir uma
variavel a que chama «tempo formal» conve-
nientemente escolhida de modo a que o
«tempo formal» de B venha coincidir com
o «tempo formal» de A Nno momento do
reencontro. Fala em seguida de relégios que
medem o «tempo formal». Para estes «rel6-
gios» a «dificuldade», naturalmente, desa-
parece.

De facto, a base de partida de HLAVATY
nao é propriamente a Teoria da Relatividade
(teoria fisica) mas sim a consideracdo de
um espaco pseudo-euclideano, objecto mate-
matico utilizado no aparelho matemaético da
teoria.

(Enunciamos atraz a Teoria da Relatividade
falando de formulas de LOKENTZ, de referén-
ciais de inércia e de coordenadas espaciais e
temporais, coordenadas estas que sédo gran-
dezas fisicas mensuraveis com réguas e relo-
gios. Foi esta a formulagdo inicial de EINS-
TEIN. Posteriormente, MINKOVSKI apresentou
uma formulacao elegante e fecunda (os desen-
volvimentos O provaram) que se pode resumir
assim : O espaco-tempo é um espacgo pseudo-
-euclideano. Este segundo enunciado identifica
o comprimento de um segmento do espago-
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-tempo dotado de uma métrica pseudo-eucli-
deana com o tempo medido por um reldgio
cujo movimento coincide com esse segmento.
E esta interpretacio que da ao segundo enun-
ciado um conteddo igual ao do primeiro.)
HLAVATY, partindo do espagoeuclideano,
para vir ao encontro da Fisica, tem de iden-
tificar objectos matematicos com grandezas
fisicas. (A sua marcha é em sentido contrario
da inicial que foi o da elaboracdo do aparelho
matematico a partir das entidades fisicas).
Quando a identificagdo o conduz a factos que
considera desagradaveis permite-se muda-la.

Em certa altura escreve :

«Let us return to the formula A. One
switch from the geometrical interpretation to
the physical application by identifying the
(geometrically defined) proper time with
the biological time. Although some interes-
ting conclusions could be drawn from this
identification we shall not deal with them
because in this paper we are interested only
in the geometrical aspect of the problem. In
other words, we shall investigate only the
geometrical invariants without attempting to
identify them with physical (biological) no-
tions».

Em linhas anteriores definiu geometrica-
mente o tempo proprio como o comprimento
da linha de Universo. Apesar de reconhecer
que a identificacdo deste tempo préprio com
0 tempo bioldgico (nds diriamos tempo me-
dido por relégios suissos) conduz a conclu-
sdes interessantes, como conduz também a
resultados que considera né&o relativistas (o
atraso do relégio de B no problema dos
gémeos dado pela formula A), passar a defi-
nir, também geomeétricamente, um «tempo
formais distinto do tempo préprio, distinto
portanto do comprimento da linha do
Universo.

Diz preocupar-se unicamente com o aspecto
geométrico do problema mas termina falando
em reldgios que medem o tempo formal. («In
the second phase of the experiment either
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one of the observers sees the other observer's
clock (as compared to his clock) accelera-
ting with the increasing time so that when
the observers meet again their clocks are
synchronized»).

Se a construcdo de HLAVATY fosse consis-
tente constituiria uma teoria fisica diferente
EINSTEIN. Poderiam ser sugeridas experién-
cias para averiguar se os relégios (suissos)
medem o «tempo formal» de HLAVATY ou o
tempo préprio (comprimento do segmento do
espago tempo).

Mas vejamos como funcionariam reldgios
que medissem o «tempo formal».

Dado um acontecimento E, (ponto do
espago-tempo), um referencial S, e um ponto
Oi escolhido para origem do sistema de eixos,
HLAVATY define a tempo formal [E]i do
acontecimento E em relagdo ao referencial
Si (de facto em relacdo a origem Oi) como
0 comprimento do segmento E Oi do espago-
tempo (dotado duma métrica pseudo-eucli-
deana).

Estudando em seguida o problema dos
gémeos adopta em primeiro Ingar como refe-
réncial o referencial de A e com a origem o
acontecimento encontro inicial de A com B.
Admite em seguida que os observadores A
e B tem reldégios que medem o tempo formal
referente a este referdncial e a esta origem.
Como ndo podia deixar de ser o reldgio de
B vai estar sincronizado com o rel6gio de A
no momento em que os dois observadores se
tornam a encontrar. (O tempo formal, com
efeito, s6 depende das coordenadas).

Mas suponhamos que um dos observadores,
B por exemplo, leva no bolso néo sé o reld-
gio que mede o tempo formal []. referente
ao referéncial A e k origem considerados,
mas também um outro reldgio que mede o
tempo formam []e referente a um outro
qualquer referéncial Si e a uma outra origem
Oi. A definicdo e a geometria do espacgo-
-tempo mostram que estes dois reldgios, que
andam juntos no bolso de B, se desacertam
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constantemente um do outro('). N&ao pre-
tendem os suicos que seja esta uma quali-
dade dos seus reldgios.

HLAVATY estuda em seguida o problema
dos gémeos do ponto de vista de B mas,
neste segundo estudo, os reldégios dos obser-
vadares A e B sdo outros relégios. Conse-
guem chegar acertados ao encontro (*), mas
andam desacertados dos relégios anterior-
mente utilizados no estudo do problema «do
ponto de vista A». Cada observador teria de
ter assim varios «relégios» para medir dis-
tintos «tempos formais».

Parecem-me estas divergéncias bem sufi-
cientes para poder dizer que, como conceito
fisico, «tempo formal» ndo é tempo. Como
do ponto de vista geométrico ndo é mais do
que a distancia a um ponto fica-nos que as
relagdes invariantes apresentadas no artigo
sdo simples relagcdes da geometria dos trian-

gulos (°).

Uma questdo em suspenso.

No estudo que fizemos do problema dos
gémeos nao consideramos qualquer espécie
de efeito devido as aceleragdes. A razdo foi
esta : o observador A esteve sempre imovel
num referéncial de inércia e 0 mesmo se
passou com B, excepto no periodo de inver-
sdo de marcha em C que consideramos ins-
tantaneo. Esta inversdo de marcha sé pode
ser devida a uma causa exterior, um choque
elastico, por exemplo. Como a consideramos
instantdnea e como excluimos a hipoétese

() O atempo» medido por um néo é igual nem
sequer funcédo linear do «tempo» medido pelo outro.

() E a custa de sérias dificuldades como seja o
estar o relégio de A parado durante um periodo.

(") E no entanto foram transcritas sem comentario
critico no resumo do artigo feito por G. H. WHITBOU
publicado na Mathematical Reviews e repetido na
Physies Abstracts (Setembro 1961).
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de saltos instantdneos na marcha de um relo6-
gio ndo tivemos que considerar no problema
dos gémeos qualquer efeito devido a acele-
racdo. Uma pequena alteragdo no enunciado
permite de resto mostrar claramente que neste
problema os atrasos nada tém que ver com
aceleragdes. Etn vez de admitirmos que B
altera a marcha em C, vamos admitir que
B se cruza em C com outro observador B’
gue marcha em sentido contrdrio e que no
momento do cruzamento acerta o reldgio por
B. Neste problema n&o h& aceleragbes de
qualquer espécie e, estando B acertado por
A no inicio e sendo B' acertado por B em
seguida, vamos, no final, encontrar entre A e

B' o mesmo atraso (i,—to)(1 —V1 —(3).
Este atraso € pois devido as velocidades e
ndo as aceleragdes.

Mas, ser este atraso devido as velocidades
e ndo as aceleragdes ndo exclui a possibili-
dade de noutros problemas se vérificarem
efeitos temporais devidos as aceleracdes.

O problema pode ser apresentado da se-
guinte maneira:

A Teoria da Relatividade Restrita diz-nos
que o relégio de um observador B, em
movimento em relacdo a um referencial de
inércia S, com uma velocidade v constante,
se atrasa em relacdo aos relogios de S,
segundo a lei

(5) <" -T"T = (1,-<0)VI/TArT.

Mas O legitimo generalizar e escrever

6) fil— fft'- Pvi— Pdt
Ji,

no caso de v variavel ?

N&do se trata de uma simples questdo de
célculo integral.

A simples validade (5) no caso de v cons
tante ndo implica a validade de

(7 dt = - (3dt
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no caso de v variavel. Implica s6 a validade
de

(8) dt<=f(vy,..)dt

em que / é uma funcdo a priori ndo deter-
minada de v e de y aceleragcdo (e eventual-
mente de outras derivadas de ordem superior)
que se reduz a VX — quando v é cons-
tante.

N&do fica a priori excluida a hipdtese da
relacdo geral ser do tipo
(9) dt'= VI —P + K(y)dt

com i£(0)=0,

relacdo que conduz a um resultado diferente
de (6).

O problema é pois este: E possivel afir-
mar a validade de (6) no caso de v variavel?
A resposta afirmativa significa afirma¢do da
ndo existéncia de efeitos temporais devidos
a aceleracéo.

O problema é delicado. Muitos autores tém
tendéncia em dizer que se trata de um pro-
blema de Relatividade Generalizada. NOs di-
remos, de preferéncia, que se trata de um
problema que se apresenta em Relatividade
Generalizada do mesmo modo que em Rela-
tividade Restrita.

Dado que (5) ndo implica (6) a pergunta
que se nos pbe é esta: A Teoria da Relativi-
dade Restrita afirma unicamente (8) ou afirma
também (6) (*)?

() Podemos avancar um argumento em favor da
validade de (6) no caso de v varidvel. Uma féormula
fisica tem de ser correcta do ponto de vista dimen-
sional. Numa férmula como a férmula (9) o termo
K(l) tem de ser de dimensdo nula. Ora, para o
compor, s6 dispomos de uma grandeza 7, de di-
mensdo L T~* e de uma constante ¢ de dimenséo
i T *. Temos como Unica solugdo K (0) = 0.
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A ser verdade sO a primeira parte, a Teo-
ria da Relatividade Restrita, como teoria
sobre o tempo, seria uma teoria incompleta
no sentido de que, dado o movimento de um
corpo, s6 em casos particulares a teoria per-
mitiria calcular o tempo medido por um re-
I6gio que acompanhasse esse corpo.

E em geral aceite a validade de (6)(").
Em favor desta aceitagcdo joga muito a neces-
sidade de se dispor de uma teoria completa.

Um autor como AKZELIES [2] sugere que se
facam experiéncias para estudo deste assunto.
E uma atitude a ndo desencorajar. O pro-
blema de uma ciéncia como a Mecéanica é o
do confronto de uma estrutura matemaética
que pretendemos desenvolver com uma reali-
dade que procuramos conhecer. Convém as
vezes pedir & realidade que nos informe direc-
tamente.

[1] Journal of Mathematics and Mechanics. Vol. 9,
No 5, Sept. 1960, p. 733-744.

[2] «La cinématique relativiste» (1955). «La dyna-
mique relativista et ses applications» Fase. 11
(1958). aRelativité généralisée. Gravitations
Fase | (1961). Gauthier-Villars. Nestes livros o
autor da cerca de 150 referéncias relacionadas
com os paradoxos do Tempo em Relatividade.

(1) A extensdo deste ponto de vista a Relatividade
Generalizada permite calcular o tempo préprio de um
corpo que néo segue uma geodésica do espago-tempo,
isto é, sujeito a forgas além das gravitacionais. O pro-
blema pbée-se em Relatividade Generalizada do mesmo
modo que em R. R., s6 que neste caso 0 espago-tempo
é mais complicado.
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Conicas, Ortopticas
que subtendem

Chama-se is6ptica duma curva plana ao
lugar geométrico dos pontos desse plano
donde é possivel tracar duas tangentes a

e envolventes das cordas
angulos rectos ao centro
por F. Peres Rodrigues
Engenheiro Civil, especialista do Servico de Barragens,
chefe da Divisdo de Fundacdes e Tuneis, LNEC

2 X MY N+ TrREY

@ § dx oy dt)
-AF(x,y,t) F(XY,T) =0

curva formando um angulo constante ; se
esse angulo for recto a isOptica recebe o
nome particular de ortoptica.

Demonstra-se que a iséptica duma conica
centrada é uma ciclica de 4.° grau, que
admite dois eixos de simetria, denominada
espirica de PERSEUS (¢), e ainda que a isop-
tica duma pardbola é uma hipérbole. Neste
artigo, estudam-se as ortdpticas e as envol-
ventes das cordas que subtendem angulos
rectos ao centro, das conicas, e as suas pro-
priedades mais importantes.

1 —Conicas centradas (elipse e hipérbole)

Seja :
1) F(x,y,f)=>(1-&)x* +
+y*_@2(1—5s)0=.0

a equacdo duma coénica centrada relativa aos
seus eixos, em coordenadas cartesianas ho-
mogéneas, sendo a 0 semi-eixo existente no
eixo que passa pelos focos, eixo dos X, e s
a excentricidade da conica centrada (fig. 1).

1.1 —As tangentes tiradas de um ponto P
dé coordenadas (X, Y, T) para a conica
centrada, obedecem a equacgdo genérica :

(") Ver, por exemplo, AUBEBT e PAPELIEB — Exer-
cices de géométrie analytique, tome 11, Paris1948.

A expressdo (2), atendendo a (1), em coor-

denadas cartesianas e ordenada em relacdo
a y, toma a forma particular:
B) (o»— X»)s_ 2@- Xx) Yy +

+ O (1- )X XF+ Y2(2_ ¥2], 0

que resolvida permite escrever:

(ai-Xx)Y+a(X—xtyY*—(1-t) (a’-
*)  »- w=XI1
b-OB r,,-OF r.~-OE
Fig. 1

A expressdo (4) representa a equacdo de
duas rectas tangentes a conica centrada (1),
passando pelo ponto P, de coeficientes an-
gulares :

— XY+ ae F2- (1- 2)(qg- X2)

(5) wi2 ofi — X*
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Para que as daas tangentes (4) sejam orto-
gonais, devem os seus coeficientes angulares
(5) obedecer a condicédo :

(6) miom, = —1

0 que conduz a:

) A+ F = .2(2- t»)- 19

ou :
(8) toe

A expressdo (7) mostra que a ortéptica duma
cénica centrada é uma circunferéncia con-
céntrica de raio r, de valor a\JJ — e*, real,
nulo ou imaginario, conforme a excentrici-
dade s for, respectivamente, inferior, igual
(hipérbole equildtera) ou superior a V 2
(hipérbole alongada). Embora a expressdo (1)
ndo comporte o caso da pardbola (e= 1 e
a = 00), a expressds (7) da para ortoptica
da parabola uma recta (circunferéncia de raio
infinito), como adiante se verd. Na fig. 2
encontra-se representada a tracejado, no sis-

tema de eixos a expressdo (8) e

ORTOVTICA

ENVOIVINTE

DAS COftOAt BBS

Fig. 2
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indicada a natureza da ortéptica em funcéo
da natureza da codnica.

1.2 —No caso da elipse a excentricidade
c, € dada por

(9)

e a sua substituicdo em (7) conduz a:

(10) A'+F2 =a + O'= r’,

em que b é o semi-eixo menor da elipse
(fig- 1)-

A expressdo (10) mostra que :

a) a area limitada pela circunferéncia or-
toptica da elipse é igual a soma das areas
dos seus circulos maior e menor ;

b) o raio da circunferéncia ortéptica da
elipse 6 igual a semi-distancia focal das hipér-
boles conjugadas que lhe estdo associadas
(fig-1);

c) a ortoptica da cincunferéncia, caso de
a=b=r, ¢é uma circunferéncia de raio
r~a (fig. 2).

1. 3 — No caso da hipérbole a excentrici-
dade e é dada por:
a’ + 6°

e’ =

(H)

e a sua substituicdo em (7) conduz a:

(12) A+ F =a —0"=r’,
em que b é o semi-eixo conjugado da hipér-
bole (fig. 1).

A expressdo (12) mostra que :

a) a circunferéncia ortoptica da hipérbole
s6 é real para a hipérbole achatada (caso
de a > b), reduzindo-se a um ponto, centro
da conica, para a hipérbole equilatera (fig. 2);
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6) o raio de circunferéncia ortéptica da
hipérbole achatada ¢ igual & semi-distancia
focal da elipse que lhe est4d associada (fig.1).

1.4 — A envolvente das cordas da cénica
centrada (1) que subtendem angulos rectos
ao centro pode ser obtida a partir da inter-
cepcdo de dois raios ortogonais:

(13) y mx e y-= X.

m

Assim, designando por P, (arj,y{) e
P, (x.Y.) °* dois pontos de intercepgdo, as
suas coordenadas devem satisfazer as ex-
pressdes (1) e (13), donde :

(14) wo - W90 - 2)
(1—e2) + nfi
o x*:a»(l_ e2) W

(1— e2)m2+1

A corda genérica Pj P, existe na rectacuja
equacdo O dada pela expressdo :

(15) m(r, —x) y —(m*x, + x) x +

+ (1+ nfiyx, x, = 0.

A distadncia da recta a origem (15), tem por
valor:

(1+ m*)xx\

16
(18) nflx\ + as|

ou, atendendo a (14), e simplificando

. q2(1-.2)

a7) I

que pode escrever-se :

i-«?

(18) fr.y

A expressdo (17) permite afirmar que a en-
volvente das cordas duma coénica centrada

37

que subtendem angulos rectos ao centro, 6
uma circunferéncia concéntrica de raio r,, e
de equagdo :

o»(l- %)
(19) «2+ 2 0 —1: L
: 2- .3
real para:
s < 1 (elipse)

e> 1/2 (hipérbole alongada)

degenerando na recta imprépria do plano,
para :

s —\f2 (hipérbole equilatera)
e imaginéria para
A2 > e> 1 (hipérbole achatada).

Na fig. 2 encontra-se representada, a trago
cheio, no sistema de eixos ~—, , a expres-
sdo (18) e indicada a natureza da envolvente
das cordas que subtendem &angulos rectos ao
centro em fun¢do da natureza da cdnica.
O caso da parébola

tratado adiante, em separado.

(«= 1 e a= 00) sera

1.5 — No caso da elipse, a expressdo (17)
atendendo a (9) e (10), pode tomar as formas:

ab
(20) e r.
/a2 + 62

0 que permite afirmar:

a) ser oraio da circunferéncia envolvente
das cordas que subtendem angulos rectos ao
ceutro o quarto proporcional da semi-distan-
cia focal da hipérbole associada e dos semi-
-eixos da elipse dada ;

b) ser o produto dos raios das circunfe-
réncias ortoptica e envolvente das cordas
que subtendem Aangulos rectos ao centro,
igual ao produto dos semi-eixos da elipse;
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c) ter a elipse de semi-eixos r, e r,
area igual a elipse dada, e quando co-axiais,
interceptarem-se em quatro pontos de coor-
denadas

sendo a tangente do angulo que os seus raios
vectores fazem com o0s eixos maiores das

elipses igual a +——;

d) serem a ortdptica e a envolvente das
cordas que subtendem Aangulos rectos ao
centro, duma circunferéncia, as circunferén-
cias circunscrita e inscrita aos quadrados res-
pectivamente, circunscritoe inscritoa circun-
feréncia dada (fig. 2).

1.6 —No caso das hipérboles conjugadas
a expressdo (17), atendendo a (11) e (12),
toma as formas:

para a> b rj = er,, *r%= ab
Va: — 62

(21)

para a< b r, = ab e r,A-r, —ab
f/IP- a2

caracterizando A a hipérbole conjugada, que
no presente artigo terd necessariamente o
eixo das ordenadas como eixo transverso.
As expressdes (21) permitem afirmar que :

a) o raio da circunferéncia envolvente
das cordas que subtendem angulos rectos ao
centro duma hipérbole é igual ao quarto
proporcional da semi-distadncia focal da elipse
associada e dos semi-eixos da hipérbole,
sendo real somente para as hipérboles alon-
gadas (a< b);

b) o produto dos raios das circunferén-
cias ortéptica e envolvente das cordas que
submetem angulos rectos ao centro de duas
hipérboles conjugadas, é igual ao produto
dos semi-eixos comuns ;
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c) a hipérbole dada, desde que tenha
excentricidade superior a (/3, e a hipérbole
de semi-eixos r,i (semi-eixo conjugado— eixo
das abcissas) e r, (semi-eixo transverso-eixo

das ordenadas) interceptam-se em quatro pon-
tos de coordenadas

sendo a tangente do angulo dos seus raios
vectores com o eixo das abcissas igual a

+

* No caso particular da hipérbole dada

ter a excentricidade de V'a, as duas hipér-
boles sdo conjugadas e terdo de comum o0s
seus dois pontos impréprios ;

d) a ortoptica e a envolvente das cordas
que subtendem angulos rectos ao centro,
duma hipérbole equildtera sao respectiva-
mente, 0 seu centro e a recta impropria do
plano (fig. 2).

1.7 —O0 lugar geométrico dos pontos de
intercepcdo definidos em 1.5 ¢) e 1.6 c),

guando referidoao sistema de eixos

é¢ uma hipérbole de equacéo :

Fig. 3
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que se obtém eliminando a excentricidade e
entre as coordenadas dos pontos de interce-
pcao (fig. 3). De notar que, neste sistema de
eixos, todas as elipses e hipérboles alongadas
dadas, tém o semi-eixo das abcissas unitario.

2 — Parabola

Seja :

(23) F(x.y.t) =y*-4fxt=0

a equa¢do duma pardbola, em coordenadas
cartesianas homogéneas, passando pela ori-
gem, tendo como eixo o eixo dos x e sendo
/ a distdncia do foco e da directriza origem.

2. 1—As tangentes tracadas de um ponto
P de coordenadas (X,Y,T) para a para-
bola, obedecem a equacdo genérica (2), a
qual, atendendo a (23) pode tomar a forma
ordenada em relagdo a y:

24) Xy*-(X-x)Y+[f{X-x?2+
que, resolvida, permite escrever:

(X+x)t(X-x)VYArafX
£ X

(25) vy

A expressdo (25) representa as duas rectas
tangentes a pardbola que passam por P, de
coeficientes angulares :

(26) in..= 21— —

pelo que, para que sejam ortogonais, devera
ser :

@27) X = - f

Y*x}=0
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A expressdo (27) mostra que a ortoptica duma
pardbola é uma recta coincidente com a sua
directriz. Efectivamente a fig. 2 mostra que,

—- € igual a
a

unidade (pois sendo a infinito, se-lo-a também
r,, raio da circunferéncia ortoptica), por
serem r, e a dois infinitamente grandes
equivalentes.

para a parabola, a relacdo

2. 2 — A envolvente das cordas que sub-
tendem éangulos rectos ao centro, ndo tem,
relativamente & pardbola, uma aplicacdo ime-
diata, dado que a parédbola nédo tem centro a
distancia finita ; contudo, por extensdo e com
base na fig. 2, pode dizer-se que essa envol-
vente se reduz ao centro da parabola, isto 6,
ao ponto impréprio do seu eixo.

Resumo

Estuda-se neste artigo, em relagdo as c6-
nicas, a ortdptica e a envolvente das cordas
que subtendem angulos rectos ao centro, e
as suas propriedades mais importantes.

Résumé

On étudie dans cet article, a propos des
coniques, la orthoptique et la envellope des
cordes qui ménent des angles droits au cen-
tre, et leur propriétés les plus importantes.

Synopsis

A study has been made, for conies, of the
orthoptic and the envelope of the chords
subtending a right angle at the centre. Some
important properties are also deduced for
these curves.
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Cardinalidade de
de topologias

por O. T.
Instituto de Matematica e Estatistica,

Seja E um conjunto infinito. Quantas
topologias compactas ha sobre E?
Compactas T, ? Metrizaveis e localmente

compactas ? O objectivo desta Nota é res-
ponder a essas perguntas, bem como a outras
semelhantes. Provavelmente estes resultados
ja sejam conhecidos, entretanto desconhe-
cemos publicacdo a respeito.

No que se segue, diremos que uma topo-
logia T sobre E satisfaz uma certa proprie-
dade se o espa¢o topoldgico {E,t) a satis-
fizer. (Por exemplo, T é compacta T\ se o
espaco topolégico (E ,T) for compacto TY).

Sendo Z um conjunto qualquer, p (2)
denota o conjunto de todos os subconjuntos
de Z e 1Z| denota o nimero cardinalde Z.

f. E bem conhecido o facto de que o con-
juntodas topologias T, sobre E tem cardi-
nalidade igual a 2°'*" (consequéncia de[1],
pagina 150, exercicio 6).

Seja X o0 espaco topoldgico produto
|0,1J'W>, onde sobre |0,1]| consideramos
a topologia discreta. Sabemos que ha um
subconjunto B de X, tal que |B\= |E\
e, além disso, B ¢é totalmente denso.

O conjunto X—B tem cardinalidade igual
a |A*I. Para cada y e X — B consideremos
o conjunto F(y) =. \VC[B\Ve V(y)\, onde
V(y) é o filtro das vizinhancas de y em A .
Ora, F(y) ¢ filtro sobre B e a intersecgdo
de seus elementos é vazia. Por outro lado, a
aplicacio de X—B no conjunto de todos
os filtros sobre B, que a cada y associa
F (y) € injectora. Concluimos, pois, que o
conjunto dos filtros sobre E, cuja inter-

a1

alguns  conjuntos
compactas

Alas
Universidade de S&o Paulo, Brasil

seccdo de todos os seus elementos é vazia,
tem cardinalidadeigual a 2°'*' (pois [1?]=]Z?|
e \X\ = 21,

Indiquemos por A o conjunto dos filtros
sobre E cuja interseccdo de todos os seus
elementos é vazia.

TEOREMA 1. O conjunto das topologias
compactas T j sobre E tem cardinalidade igual
a 2%,

DEMONSTRACAO. Sejam a e b dois ele-

Po-
(note-seque |F|= |£]).
seja T{F) a topologia

mentos distintos ndo pertencentes a E.
nhamos Y=E\J\a,b\
Para cada Fe A,
sobre Y tal que:

1) J1a?| é aberto para todo

2)  \2\J\b\\Ze F\ é sistema fundamental
de vizinhancas de b ;

3) \T[J \a\ Ta E e E—T
sistema fundamental de
de a.

XeE;

é finito) é
vizinhancas

A topologia T (F) é compacta T\e Por

outro lado, se F'eA e F ==F, entdo
+(F) =f=T (F’). Segue-se, pois, a tese.
TEOREMA 2. O conjunto das  topologias
compactas T, sobre E tem cardinalidade igual
a 2°'°".,
DEMONSTRAGCAO. Sejam a e b dois ele-

mentos distintos ndo pertencentes a E. Po-
nhamos, como no teorema anterior, F= E\J
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Uja,ftj. Para cada Fe A, seja t(F) a
topologia sobre Y tal que:
1) X\ é aberto para todo xeE;

2)  \Z2\J\b\ZeF\ é sistema fundamental
de vizinhancas de b ;

3) \T\J\a,b\T <z.E e E —T e finito |
¢ sistema fundamental de vizinhancas

de a.
A topologia i:(F) é compacta T,. Por
outro lado, se F'e A e F'=f=F, entdo
f (F)=j=T(i*") . Segue-se, pois, a tese.

2. Agora vamos estudar o que acontece
com o0 conjunto das topologias compactas T,
sobre E. Para isso, vamos demonstrar
alguns lemas.

LEMA 1. Seja m um numero cardinal in-
finito, m \E|l. O conjunto H das topolo-
gias spbre E, i<m ¢«e iodo o ponto de E

admite um sistema fundamental de vizinhangas

de cardinalidade menor ou igual a m, tem
cardinalidade igual a21°1I.
DEMONSTRACAO. Seja T pertencente a

Entdo, para cada xe E, fixemos um sistema
fundamental de vizinhangas de x, V(x), tal
que \V{x)\~m. A T associemos a familia
(F(ic))a;eB construida da forma acima. Ora,
para cada xeE, V(x) €& um subconjunto

de p{E) de cardinalidade menor ou igual
a m (Em p{E) ha \p(E)V\V conjuntos
nessas condicbes, e |p (E)\" = 21*1). Mos-

tramos assim que \H\WN'I\A (pois uma topo-
logia fica caracterizada pelos sistemas funda-
mentais de vizinhangas de cada um dos
pontos de E). Falta mostrar que vale o
sinal de igualdade.

Primeiramente, mostremos que H tem pelo
menos dois elementos (evidentemente a topo-
logia discreta sobre E pertence a H). Po-
nhamos <= |0[U 1} e conside-
remos 0 espaox) topoldgico produto SX.E,
onde S é subespaco da recta real e, em E
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consideramos a topologia discreta. (Note se
que ISX E|=|E\ e SxE nao é dis-
creto). Logo, \H\A""2,

Seja M o0 conjunto das topologias sobre
E x E, tais que todo o ponto de ExXE
admite um sistema fundamental de vizinhan-
cas de cardinalidade menor ou igual a m.

Como \ExE\ = \E\, entdo \M\ = \H\.
Consideremos a aplicacdo de H° em M
que associa a cada familia {y".E a topolo-

gia sobre EXE que tem por base de abertos

0 conjunto Jx\ x Z\Ze ,xe E\. Esta
aplicacdo é injectora, logo |H **| B\
ou, ainda, |H |=21*1.

Semelhantemente se demonstra o

COROLARIO. O conjunto das topologias
sobre E que sdo metrizaveis tem cardinalidade
igual a 21°1.

LEMA 2. Se E é um espago topologico

compacto T,, entdo todo o ponto admite um

sistema fundamental de vizinhancas de cardi-
nalidade menor ou igual a |E|.
DEMONSTRAGCAO. Fixemos xeE. Seja

V(X) o conjunto de todas as vizinhancas de
X. Ponhamos D = f)\Z\Z e V(X)\ ; por ser
T, D = n \Z\ZeV(x)\, onde Z denota a

aderéncia de Z. Existe W (x) ci V(x), com
\W{x)\"*\E-D\ tal que D = |~[\Z\Ze W(X)\.
O conjunto T das intersec¢Bes finitas de
conjuntos de \Z\ZeW(x)\ € um sistema

fundamental de vizinhancas de X nas con-
dicBes desejadas. Com efeito, por absurdo
suponhamos que exista uma vizinhanca aberta
U de x que ndo contém nenhum elemento
de T. Neste caso, 0 conjunto \Y—U\YeT\
¢ base de filtro sobre E, donde, como E
6 compacto, tem um ponto aderente que,
necessariamente, pertence a D —U= 0.
Estd demonstrado o lema.

Este lema no caso particularem que E ¢€
compacto T, estd demonstrado em [2], pa-
gina 105.
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TEOREMA 3. O conjunto das topologias
compactas T, sobre E tem  cardinalidade
igual a 21 'I.

DEMONSTRAGAO. Em consequéncia dos le-
mas 1 e 2 resulta que a cardinalidade desse
conjunto é menor ou igual a 21"'l. Como
toda a topologia compacta 7, também,

compacta T, este teorema decorre do teo-
rema 4 que demonstraremos mais adiante.

LEMA 3. O conjunto das topologias com-
pactas T, sobre E é equipotente ao conjunto
das topologias localmente  compactas T,
sobre E.

DEMONSTRAGCAO. Denotemos por M o
conjunto das topologias localmente com-
pactas T, sobre E e por K, o0 das topo-

logias compactas T, sobre E. Como KcM,
em virtude do teorema de BERNSTEIN-CANTOR,
basta mostrar que ha uma fungdo injectora
de M em K. Seja w$E e ponhamos
Y=E\J\W\. (Note-se que \Y\ = \E\).
A cada xeM associemos a topologia com-
pactificada de ALEXANDROFF sobre Y. Como
esta associacdo é injectora, dai decorre facil-
mente a tese.

TEOREMA 4.
compactas T,
igual a2171.

O conjunto das
sobre E tem

topologias
cardinalidade

DEMONSTRACAO. Em vista do lema 3 e do
facto de que \EXE\ = \E\, basta mostrar
gue o conjunto das topologias metrizaveis
localmente compactas sobre EXE tem car-
dinalidade igual a 21 Designemos este
conjunto por M. Indiquemos por P o con-
junto das topologias metrizaveis localmente
compactas sobre E . Consideremos a funcéo
injectora de P* em M que associa a cada
familia (+,)..e a topologiasobre ExE que
tem por base de abertos o conjunto

\\X\x2\Z2 et xeE[.
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Como |P|”~2 e em vista dos lemas 1 e 2,
segue-se a tese.

COROLARIO. O conjunto das topologias me-
trizaveis localmente compactas sobre E tem
cardinalidade igual a 21 °|.

OBSERVAGCAO. Se existe
compacta metrizavel sobre E,

uma topologia
entdo neces-

sariamente \E\E2 °. Por outro lado, se
I El = S,1 entdo toda a topologia compacta

T, € metrizdvel ([2], pagina 179 ; lema 1).
TEOREMA 5. Se |E|=2 °, o conjunto
das topologias metrizaveis compactas sobre E

tem cardinalidade igual a 21 ‘I,

DEMONSTRAGAO.
0 equipotente a E,

O conjunto [0,1], que
com T, topologia habi-
tual, 6 metrizavel e compacto. Para cada
particdo de E em dois conjuntos
(ndo vazios e disjuntos), fixemos duas fung¢des
bijectoras, /, :[0,1~}->EX X, e/, :[0,1]"
-+ E x X,. Em EXE consideremos a to-
pologia que tem por base de abertos o con-
junto  \f(Z2)\Zew\ U \MZ)\Zet\. (Esta
topologia é metrizavel compacta. Além disso,
0s conjuntos E x X, e 2?x X, sdo abertos-
-fechados, conexos).

O resto da demonstracdo segue facilmente,
bastando recordar que o conjunto das par-
ticdes nas condi¢des acima tem cardinalidade
igual a 211 ([3]).
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topologies

Alas

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de S&o Paulo, Brasil

Let E be an infinite set and K be the set
of all topologies T on [, such that (E, T)
is a HAUSDORFP compact connected and lo-
cally connected space. Question: Which is
the cardinal number of the set K? The pur-
pose of this note is to answer this question.

1. For any set Z, \Z\ denotes the car-

dinal number of Z.

Suppose that A'is a nonempty set and let
T be a fixed element of K. Since (E,T) is
a normal connected space, the cardinality of
the set E is greater than or equal to 2**°.
Now, we fix an element be E. Letus de-
note by T'the product topologyon [0, I]xE,

where E is topologized with T and [0,1]
with the usual topology. Put G=[Q,I]XE—
— [(0,b)\. G as a subspace of [0, 1]x E is

a HATJSDORFF locally compact connected and
locally connected space.

For each partition \X,X\ of E —\b]
(thus E —\b\ = X\jX, and X f1X,= 0),
with 1 X-yl= 1X, | = I E I, we fix two bijective
functions /j: G -»- X\ and f: G — X, . (The
set of all partitions of E —\b\ under the
above conditionshas cardinality equal to 2'*'
by virtue of [1] and because |E x E \=|E |).
Putting P = |Xj, X\ , let us denote by z",
te topology on E such that the set

\fi{ZNG)UFi{ZC[G)U\b\ [(0,6)eZeT'|U
WA(ZNG)\Z*-e\U\h(ZC\Q)\Zed\

is an open basis of the topology Tp.

PROPOSITION 1. (E,T,) is a HAUSDORFP
compact connected and locally connected space.
is a

XI

PROOF. It is obvious that (E, t,)
HATJSDORFF space. On the other hand,

and X, are open-connected subsets and it
follows immediately that (E, Tp) is connected.
The subspaces AMUT~Aj and JT,U!&| are
compact; thus (E ,T,) is a compact space.

Finally, it is sufficient to prove that b has
a fundamental system of connected neighbor-
hoods. Let W be a connected neighborhood
of b inthe topological space {E ,T) and put
Z=1[0,1/n[x W, where n”~ 1 isanatural
number. The set Z is a connected neighbor-
hood of (0,b) in the product topological
space ([0,I]xE, V). Therefore/, (ZAG)\J
\Jf{Z D G)\J \b\ isaconnected neighborhood
of b in the topological space (E,-z). So it
follows easily that (E, Tp) is locally con-
nected.

2. Let Q= jYj, Y\ be another partition
of E—\b\, with jF,j—jr,| —1J?|, and
let T, be the correspondent topology on E.
We shall prove that if P =f=Q, then T, =f=T, .

On the contrary, suppose that P=j= Q and

T = T,. The sets X, X, ,Y, and Y, are
open-connected in (E,t,) and Zj(QX, =
= Y \jY,. Thus X = F, and X, = F, or
A", = F, and Y, = X, It follows that
P=  Q, which is impossible.

PROPOSITION 2. The cardinality of the set
K isequal to O or to 2 .

PROOF. Since for any aeK ,(E ,a) is

BAUSDORFF compact, then |A”| is less than
or equal to 2°**. So the proof is completed.
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Cardinalidade

de um conjunto
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de anéis

por O.T. Alas

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Brasil

O objectivo desta nota é responder a uma
questdo que nos foi proposta pelo Professor
NEWTON C. A. da COSTA do Instituto de
Matemética e Estatistica da Universidade de
Sdo Paulo. Questdo: Sendo E um conjunto
infinito, qual a cardinalidade do conjunto dos
anéis sobre E e qual a cardinalidade do
conjunto dos grupos sobre E? Demonstra-
remos que a resposta de ambas as perguntas
é 21*1.

Nesta Nota as operagdes de adicdo e mul-
tiplicacdo dos varios anéis considerados serdo
sempre indicadas, respectivamente, por + e .,
0 que nao acarretara confusdo pois em cada
caso precisaremos quais as operagdes em
questéo.

1. Seja E um conjuntoinfinitoe |2?| o
seu namero cardinal. Seja E,, E, — (E, +, °).
um anel sobre E. Em EXE  considere-
mos as operacBes de adicdo (denotada como
sinal +) e de multiplicagdo (denotada com o
sinal ) definidas do seguinte modo: para
quaisquer X,y,r,seE

(=g («»»e) + (Y »«)—.(Fo+ 9> * + *)
(x.n).(y:9) = (x-y.r.s)

onde os sinais + e e« que aparecem nos
segundos membros das igualdades (1) desi-
gnam, respectivamente, a adicdo e a multipli-
cacdo em Ei. Posto isto, designaremos por
A o anel (22X 25, + ,+), cujas operacdes
estdo definidasem (1).

Denotemos por O o elemento neutro da
adicdo em E, e sejam a e b dois elemen-

tos de E, tais que Q=j=a=f=b=f=0=f=a + b
(onde + designa a adicdo em E{).

A seguir vamos definir 21" funges inje-
toras de Ex E sobre EXE. Para cada
subconjunto X de E, com OeZ, ponhamos

f:EXE * ExE
(x,0) = (x,0
(xa) = {xb)
(xb) — (xa)
(2 *
.0 -
@n -{ n

para quaisquer irei y$X, zeE e reE,
r§ jO ,a,b\

Para cada X nas condi¢gbes acima, indi-
quemos por A(X) o anel sébre EXE cujas
operacdes de adicdo (denotada por +) e de
multiplicacdo (denotada por ) definimos

abaixo : para quaisquer X.y,r,se E

xn +@.9)=Ff.(/-i{{xn) Hy. 9))

(a.r).(y,s)=f.(f.i((x;r)).f~((y.s))),

onde os sinais + e e que aparecem nos
segundos membros das igualdades (3) desi-
gnam, respectivamente, a adicdo e a multi-
plicacdo em A.

PROPOSICAO 1. Sejam X e Y dois sub-
conjuntos de E tais que OeXf|Y, X tY.
Nestas condigbes, os anéis A (X) e A(Y)
sdo  distintos.
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DEMONSTRACAO. Sem perda de generali-
dade, podemos Bupor que existe xeX tal
que xX$Y. Se os anéis AX) e -4(F)
fossem iguais, teriamos, em particular, que
as operacdes de adicdo e multiplicacdo seriam
as mesmas para 0s dois anéis. Logo, deve-
riamos ter, em virtude de (3),

fxifx  ((»>0))+/i»((x,a))) -
= IV (%, 0))+> (<)),
0 que néo se verifica, pois
LT (N 0))+ -« ((L,«))) =
=Ix((*»0) + (%, 6)) -/, ((» +*,&))

Ir(JTK(*,0))+/,«((*,a)))-
/,((@? ,a) + (»,6) -/, ((* + »,a+ b)).

E esta demonstrada a proposicao.

OBSERVACOES. 1) Se o anel E, fér comu-
tativo com filemento unidade, os anéis A (X)
também serdo comutativos e terdo elemento
unidade.

II) Se oanel Ey fér de BOOLE, OS anéis
A(X) também serdo de BOOLE.

I11)  Na proposi¢cdo 1 ficou demonstrado
que os grupos aditivos de A(X) e A(Y)
séo distintos.

IV) Como E éum conjunto infinito temos,
em virtude do Axioma da Escolha, que
\EXE\ —\E\. Por outro lado, como os
anéis sobre E ficam caracterizados pelas
suas operacOes deadicdo e multiplicacdo (que
sdo particulares funcbes de EXE em E),
segue-se que a cardinalidade do conjunto dos
anéis sébre E é menor ouigual a 2I°1.

PROPOSICAO 2. Sendo E umconjunto infi-
nito, o conjunto dos anéis sbbre E , bem como
0 conjunto dos grupos sbbre E , tem cardina-
lidade igual a 2'°I.
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DEMONSTRACAO. A demonstragdo 6 con-
sequéncia imediata das consideragcfes ante-
riores e do fato bem conhecido de que sébre
todo conjunto infinito 6 possivel introduzir
uma estrutura de anel que ndo 6 de BOOLE
e uma estrutura de anel de BOOLE. (Doste
fato daremos uma demonstracdo muito sim-
ples a seguir).

2. Seja E um conjunto infinito e desi-
gnemos por Q o anel habitual dos nimeros
racionais. Indiguemos por B o0 conjunto das
funcbes f : E->» Q quasi-constantes (isto 6
constantes exceto num subconjunto finito de
E) e indiquemos por D o conjunto das fun-
coes f:E-+ |0,1J quasi-constantes. Os con-
juntos B e D tem cardinalidade igual a
\E\.

Em B consideremos as operacdes de adi-
cdo (denotada por +) e de multiplicacéo
(denotada por <) definidas abaixo : sendo
/,geB

f+g:

E~"Q e f-g:E”™Q

t-f{t)+ of t-f(t)g(t)
onde em Q consideramos as operac¢des usuais
de adicdo e multiplicacdo.

Nestas condicdes, (5,+ ,-) 6 um anel
comutativo com elemento unidade, que nao 6
um anel de BOOLE.

Em D consideremos as operacdes de adi-
cdo (indicada por +) e de multiplicacdo
(indicada por <) definidas do seguinte modo :
sendo f,geD

f+g:E-\0, I\ e
W<9 +9Q  *-/(0*(Oi

onde 0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1,
00=01=10=0¢e 11=1.

Nestas condicbes, (£>,+ ,.) 6 um anel
de BOOLE.

f.g:E~\O0, I\
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Introducéao
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exterior

por J. J. Dionisio
Faculdade ue Ciéncias, Lisboa

SERGE LANG, no prefacio do seu livro
sobre variedades diferenciaveis (ver Bibi. [7],
p. VI-VII) exprime a seguinte opinido ao re-
ferir-8e a textos sobre céalculo diferencial
exterior : «The orgy of multilinear algebra
in standard treatises arises from unnecessary
double dualization and abusive use of the
tensor products. O objecto do presente tra-
balho — subordinado ao tema geral da sime-
tria — é precisamente expor os elementos de
algebra exterior necessédrios a quem deseje

iniciar-se no estudo das formas diferenciais.

Em consequéncia, adoptamos uma perspectiva
elementar, ainda que so6bria, a pressupor
apenas rudimentos relativos a espagos vec-
toriais e euclidianos, assim como ao grupo
simétrico. Em particular, ndo focamos a uni-
versalidade da construcdo de algebras exte-
riores sobre mdédulos, a qual poderd ver-se,
por exemplo, em BIRKHOFF-MAC LANE [1]
ou em Hu [5]. N&o pressupomos a teoria dos
determinantes pois em verdade julgamos que
0 seu lugar natural se insere —ainda de um
ponto de vista pedagdgico—no desenvolvi-
mento da algebra exterior, tal como o esbo-
camos no § 5, alids seguindo parcialmente
neste ponto o excelente texto de DIXHIER [3].

serd feito em relagio a um
L de dimensdo finita n sobre

Todo o estudo
espaco vectorial
o corpo real R.

1. Tensores covariantes.

Designe p um inteiro ~ 1. Tensor cova-
riante de ordem p sobre L & qualquer apli-
cacdo

T-L" -i2

que seja i?-p-linear, isto é, que depende
iT-linearmenZe de cada um dos seus p argu-
mentos.

Os tensores covariantes de ordem p=1,
ou sejam os elementos do espa¢o dual L*
de L, chamam-se também covectores de L.
Os elementos de R —o0s ndmeros reais —
consideram-se como tensores covariantes de
ordem zero.

A coleccdo dos tensores covariantes de

ordem p~O sobre L sera denotada por
£ (L). Em particular,
t(L)=R, r,<£)-£e.
Tomemos uma base \B,-.-,B\ de L.
Posto, para um vector Ael,
A =2 A*Bi ou A~ ABi

(subentendendo o sinal de soma, de harmo-
nia com a convengdo de EINSTEIN) a p-Yme&-

ridade de um tensor TeZ(L) dé&logo
T(A,,...,A,)=T{A\ Bi,.., A B,) =
=N..4>.:r (1?,,...£,)

pelo que vem a seguinte

PROPOSICAO | . Seja jB,, e, B,j uma
base de L. Se Tei, (L), pX 1, entdo
tem-se

T(A,,...,A)-T,,.. «. . AT'-ATf
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onde Aj é a componente numero i do vector

Aj e
T...,=T(B,,....,B,)

é ovalor dotensor T na sequéncia
de p vectores daquela base.

Os n’ ndmeros reais 1j,...» sdo as com-
ponentes do tensor 7" na base referida ; elas
determinam univocamente T e podem tomar
valores arbitrarios em R.

A coleccdo &.(L) possue uma estrutura
natural de espaco vectorial sobre R dada
pelas operacdes

|Bi,,.**.,B,]j

T+T :(A,,..., A T(A,, ..., A )+
+ T'(An...A)
I.T:(A,,...., A . T(A,,...,A))

onde Ai, **+, A eL e \eR. Este espaco
vectorial, por ser isomorfo a R™', tem a
dimensdo «’, isto é,

dim2:,(2) = (dimi)p.

PROPOSICAO Il. Sgjam [Bi,-..,B,| e
[B'j ,**s,B'.J duas bases de L e designe
S = [Sj] a matriz (de ordem n e ndo-singu-
lar) que exprime o0s vectores da segunda base
nos vectores da primeira, isto &,

B'i-S{Bj (i= 1I,...,n).

Entdo, as componentes T'j,... do tensor
TGE£,(L) na base |B'j, e+ ,B"',| exprimem-se
nas componentes na base |Bj,'-',B.,j por

intermédio da férmula

T'ij,= Tj..j, esieee S}°.

DEM. Temos sucessivamente

Tlye= T{B', ee=B') =

= T(si;Bj ,Si;B =

ip
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~Si\---Si.T{B,,..*B,)-

Introduzamos agora a multiplicagdo tenso-
rial de tensores covariantes. E a operacéo

(8>:E,(L)XS,(L) - Z. (L)
(onde p> 0 e g> 0) definida pela regra

(TOT>)A, .. A)=T{A.. A).

« T'(A, e A,.L).
Estende-se a definicdo ao caso p = O,
g"O pondo A8 T'= XV eaocaso p> 0,
g —0 pondo T<8A = AT'; para todo
XeR = £ (£).
A operacdo {T, T) -+ T<8>T"' que acaba-

mos de definir é R-bilinear e associativa,
mas ndo é comutativa.
O tensor T® T' diz-se produto tensorial

dos tensores Te T'. A sua ordem é a soma
das ordens dos factores.

PROPOSICAO |11,

Seja (B.,,...,B,,j uma
base para L e |(3', . ,|3] a base dual dessa
para o0 espaco dual L*. Para todo o tensor
TeEp(L),p”" 1, tem-se entdo

T=T.,..., *pit®...®3>.

Por conseguinte,
constituem

0s n’ tensores j3i<8). ¢
uma base do espaco vectorial

Para estabelecer esta Proposicdo, bastara
verificar que as componentes do tensor T,
definido pelo segundo membro da férmula
acima, coincidem com as componentes homo-
logas do tensor dado T:

T, = T (B, ...- 2},...,*p 8 oo B
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2. Tensores alternados.

Conforme advertimos na nota preliminar,
supomos o leitor familiarizado com as pro-
priedades elementares do grupo simétrico de
grau p, ou seja, o grupo S, das permuta-
¢cdes do conjunto |1> eee p\ .

H4 todavia um conceito que desejamos
destacar, o de signum de uma permutacdo
<feS,; 6 o numero real sg9 calculado pela
formula (Hu [5], p. 58)

m-iCL.

. n
Utilizando esta formula 6 facil reconhecer

que

(iy sgp=—1 se < é uma transposicao.

Por outro lado, se 0 e » dois elemen-

tos quaisquer de S, , tem-se
) sgil< 0 ) = sg<)j * sgep
visto Qae
sg(roy)=n (-H-PHIi)-*" ?2)(*) ,
i<i J—'

-Q <I<(<?(j)) - Ky Q@
i<i v~ 2(*")

£0) —y (O
J—i

JJ <B>(?V) —ty(<?(0) .
2<0<¥U) 20— 2(*)

i<i | —*

Ora, como toda a permutacdo é decompo-
nivel em produto de transposic¢des, infere-se
de (1) e (2) termos um morfismo

sg: IB>-*
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do grupo simétrico S, para o grupo multi-
plicativo jl,—1j.

Infere-se também que o niumero de trans-
posicbes em que uma dada permutacdo O
decomponivel sai sempre par ou sempre
impar.

Posto isto, dado um tensor TeZ(L),p" 1,
e dada uma permutacdo aesS, , é claro que
a regra

define um tensor a Te%{L). Provemos o
seguinte

LEMA. Para quaisquer Tei, (L),p”™ 1,
e a, veS, tem-se

(v o<j)T== V(JT)
DEM. Fazendo aT=T'e A™ = B, vem
JeeA) = (VTO)A,... 4))-

— T (4t(0), *>*,A,) = T (B, ,**,B) =»
- oT(S,,*..,.B- r ,e°,J3,,) =
= () eema@e = T (e, Gy
~(.00)o0) - ftr ° »ees A4)> ’ que
estabelece o Lema.

DEFINICAO. Um tensor Te Z(L)p > 1,

diz-se tensor alternado de ordem p se resulta

todas as vezes que dois dos vectores A, eee, A,
sejam iguais.

Os covectores, elementos de C|(L) = L*
consideram-se como tensores alternados de
ordem 1; e os escalares, elementos de
t, (E) = R, como tensores alternados de
ordem O.

Reconhece-se imediatamente que, se a se-
quéncia \A, ' A\ é linearmente depen-
dente, e se Te%,(L) ¢ alternado, entdo
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Em particular, todo o tensor alternado de
ordem p > n= dimL ¢é nulo.

PROPOSICAO | . Se T ¢é tensor alternado
' de ordem p \ |, entdo tem-se, para toda a
permutagéo geS, ,
3) aT- sga-T
isto &,

T(A,,, e**,A,,)=5sgirsT (A, , s, A).

DEM. Porque toda a permutacdo € pro-
duto de transposi¢cBes o Lema anterior e o
morfismo sg:S, -+ 11, —1j permitem redu-
zir a demonstragdo ao caso em que ff é uma
transposicdo (ver Nota (1)).

Seja, em primeiro lugar, p=2 (o caso p= |
trivial). Temos na verdade T(A,A) =
—T(A ,A) Vvisto ser

[@N

0=TA +AA . A) =T(A A+

+ T(A ,A)+T(A,,A)+T(A,, A,)=

- T(AA) + T(ALA{).

Seja agora p>2 e a=(i,,j,) com t,<i,-
Fixados p — 2 vectores

AX, coe AM eoe ’Aj” eoe ,6\I7
(o sinal ~ indicando omissdo do elemento
que encima), defina-se T'eZ,(L) mediante
a regra
T'(A,B) = 3P(J,,. .. NN

com A, —A e 4y, = 2. Porque 7" éten-
sor alternado de ordem 2, tem-se T'(B ,A) =
= —T'(AB), donde

™ I\(_/\I'>...>_4/.>._.

>-Nj,>000> -A[>)
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e dai <JT= — T=egaT como deseja-
vamos.

OBSERVACAO. Recordemos que toda a per-
mutacdo € decomponivel em produto de
transposicBes de inteiros consecutivos (por
exemplo, (2,4)= (2,3)0(3,4)0(2,3)).
Sendo assim, a férmula (3) mantém se va-
lida (mesma demonstracdo, com j, = i, + 1)
se o tensor TeZ(L) satisfaz apenas a con-
dicdo mais fraca: T{A, <e<°*,Ap)= O todas
as vezes que dois vectores consecutivos sejam
iguais. Por conseguinte, esta condicdo mais
fraca, por implicar a formula (3), implica em
particular ff T= —T para qualquer trans
posicdo ff ; e isto por sua vez implica logo que
o tensor T é alternado : Ti (Ay,¢ee, A) =0
se dois vectores (consecutivos ou ndo) sdo
iguais. (Ver Nota(2)).

PROPOSICAO I'l. O tensor covariante
T efp(L), p> 1, é alternado se e sO se em
alguma base |Bj,eee,B,j de L as suas
componentes saem anti-simétricas, isto €,

*iw<« "lofe)” T, L

aesS, .

para toda a transposicao )

DEM. Se T é alternado temos, pela
Prop. I,

- segffeT{Bi, ,B,)—- ar*....

Para provarmos a reciproca, tomemos p
vectores Ay,--- A, e suponhamos que é
A = A, (INu™N). Na base )£,,...,£,)
em que, por hipbtese, as componentes saem
anti-simeétricas vira na verdade, usando a
Prop. | do 81,

T{A,..AD)=T,... AL.Ap’ =
= Syl AL ST AL L. AL A, =0
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porquanto se tem

T- e = T-
Al —A{ (j'im1l.., n).
Vimos na Prop. Il1do 8 1 que, sendo
\B, .. ,B\ base de L e |P», :

base dual para Z*, entdo ter-se-a para todo
Tezp {L), p~™ I,

r-r(27,,,....fr,).p*®.»®pA.

Se T é alternado, este somatério pode ser
reordenado na forma

ISii<...<i,S» "eS,

. (35D @)+« * <8>

como facilmente se reconhece; ou seja,

usando a Prop. | deste §,

T~ 2 2°8"- (P u»--nTV) -
ej<--<" (s,

donde a seguinte

PROPOSICAO I11. Seja |B,,...,B,j base
de L e Jli*,.e+, (3] asuadual. Entdo, todo
o tensor alternado de ordem p”~ 1, sobre L,
~ representavel na forma
4) T= 2 T,...,,. 2 "g*.

ili<---<i.: ""oSp
. |13'<T(D<g>... (9)(3'0(p).
Mostra a formula (4) que as (“ ) compo-

\f>/
nentes T,,com 17 t]J< eee< i ™ n,
uma vez arbitrariamente fixadas (cf. Prop. 11),
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determinam univocamente um tensor alter-
nado T de ordem p (1~ p ™ «).

Por conseguinte, a colecgdo Alt,(Z,) dos
tensores alternados de ordem p sobre L
possue uma estrutura de espaco vectorial
sobre R —subespaco de £, (L) —cuja di-
mensdo €

dim Alpp(L) = 9mL

Em particular tem-se dimAlt, (L) —1;
dim Altp(L) = 0 s p>n=dimL; e
dim Altp (L) = dim Alt,,_, () (A~ p”~™ n).

3. Anti-simetriza¢do. Produto exterior.

Fixemos s nUmeros naturais P\, seep, €
tomemos uma permutagdo a6 Seeeemn
Esta dir-se-a (p,, = ,/?)-admissivel se e s6
se forem satisfeitas as seguintes s cadeias
de desigualdades

< . <<d(I»1) (sej>, >1)
»(A + *).< eee <(Pi + P2) (se Pa>l)
°(Pi +P2 + 1 X e <

<°(Pi +P2 + P3) (se j>> 1)

cKPi+faH— +i>«i+ I)<---<
<[>+ P2 r-/>.-i+") (se p. > 1).

PROPOSICAO | . Consideremos a aplicagio

A Py iMpL (L)x...x”<, (L)

P

-F A+ PL (L)

definida pela regra

* ps(Tin»eee»T) =
= 2 Bg<x-ff(Ti®---®T.).
v
=Py

(PI )-TMT



Entdo tem-se
Ap, (T, T)er<,, . (L),
isto é,
ImA,,...., CAIt, + ...+P (L).

A Prop. | justifica que se denomine opera-

dor de anti-simetrizacao relativo as ordens
P\ 5 eeeip’ aplicagdo A, O tensor
alternado, de ordem p, +. —\-p, nela cons-

truido, indica-se com a notagdo T,As**A T,
«

abreviavel para f\ T; e chama-se produto

exterior dos tensores alternados T,, ¢+, T,,
(ver Nota (3)):
(i) r,A-"A?'. =2sg*-*(7.<8>..<8>r,).

a—ad

DEM. DAPROP. | . Fixados p, + e + p.
vectores AN, eee A ... .., teremos, sem-

pre com aeSp,+ ..+p, e (pi AN-admis-

sivel,

(A, PATL--T))(A,...A, L) =

= J,g7c(T<B>.<S)T.)(A....A, )
c—ad

=2 ogff «(T",®...®T)(A,... *, Al,..... oy)
o—ad

G—ad

Ne(en"(PlI+ ... +P.-1+ 1)) 5 S-N(Pl+...+[>e))e

Devemos mostrar que este Gltimo soma-
tério sai nulo sempre que dois vectores con-
secutivos entre 0s p, + ee= + p» vectores
A, e A, . ..., Sejam iguais —tendo em
conta a Obs. feita no 8 2. Suponhamos pois
que é Ai=A, ., para certo i (1™ i<p\+
+P)).

Consideremos o termo do referido soma-
tério relativo a permutagdo admissivel a.

+ LYY
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Se tivermos

f.t+le|ff(l),...,<r(p,)|

saira nulo o valor de T, e portanto nulo tal
termo. Analogamente, se tivermos

»»*+ le jorfj», + +p,)\
saird nulo o valor de Zg e portanto nulo o
mesmo termo. E assim por diante, até a
hipotese
i,i+

le jer(pi + eoe- + 1), eee,

"(i>i + PO\ -

Suponhamos agora que se tem, por exemplo,

f(l)<  eee<*'< eee  <°(Pi)

°(Pi + 1)< eee<*+ K eee<*(Pj+Pa)-
Entdo também se terd, apenas trocando entre

si *e i+ 1,

(L)< ee*<*+1<— <«(PIl)

"CPi + 1)<e.e<;< eee<ff(Pi+i»a).
Por conseguinte, da admissibilidade da per-
mutacdo c resulta a admissibilidade da
permutacdo o'= TOa, onde f é a transpo-
sicdo T»e(*,t+1). Ora,como Ai=A, .,,
o termo relativo & permutagdo admissivel o
resulta simétrico do termo considerado, rela-
tivo a a: estes dois termos d&do pois soma
nula.

Porque o caso que acabamos de analisar 6
tipico dos restantes casos possiveis, a demons-
tracdo esta concluida.
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Como exemplo, construamos o produto
exterior de s covertores. Se s= 2 e
«, peAlt, (Z2) = Zz*, teremos aA@eAlt,(Z)
com

j«A B)(A 5)- «(4)+p[B) - «(S)+p (A).

No caso geral sera
S
Ae oo A= A ""eAlt (i)

com

1> e * >N = 2 Sg't
36,

AP

(a' A s oo Ad")
(@® .. ®«w) yeen

(ver Nota (4)), ja que toda a permutacdo

cieS, é ftrivialmente (1,eee°, Inadmissivel;
ou ainda
2) («A -A<)A,...,A)= 2 sg°-

"'eS,
ea’ (4»(i))---*"("«(.))-
(Ver Nota (5)). Facamos <J(I)= I, donde

i —tr'(»") —w(Q posto ¢ = v; fica

(.4, (0) = a"W (™40 (K=1,°¢c0,wW)

0 que da, por ser
reordenando factores,

sgc=sgo- =sgv, e

(«*A--A«)(Ni, e« A)= 2 °S’-
«a"<I>(J,)... a'«(J.).

Em consequéncia, ndo sé temos por defi-
nicdo

GA-—-Ai'= 2 & o (® eee®a*)
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(3) aAsssAx=2 "¢

(Ver Nota (6)).
Nesta formula (3) mudemos s para 5 e
tomemaos

aA-$*> @=1,... p;

vem

fAIA'".A $h - 2 BSH 1 P @ oo ®P'<

0 que, introduzido na férmula (4) do § 2 da
a seguinte

PROPOSICAO I'l. Se J(5, ...
de uma base |Bj, ,B,] de L, entdo todo
o tensor alternado T sobre Li, de ordem
p(lL p_!'n) & representdvel na forma

,J3'] é a dual

@ T= 2

In<...<lI,

TN -ff.A — AP*

Este resultado diz-nos em particular que,
suposto 1 N ; 0 s fJ
nados de ordem p

tensores alter-

P'»A---AP"'» 1 < eee <**p=U))

constituem uma base do espaco vectorial
Alt (Z,), cuja dimensdo ja vimos, no final

do § 2, ser (j)

4. Propriedades da mulHplicacdo exterior.

Na Prop. | do § S tomemos em particular
s= 2,pi =p e p<i=q, para o fim de con-
siderarmos a multiplicacio exterior

A»,«: Alt, (L) X Alt, (L) Alt,..(Z)

Qa"*°® LAY ®«o<*>
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com

Ap,.(r, TY) = TAT"® (= AT, T.

prq

Estendemos a operacdo aos casos p =0
e g=0 pondo I AT'= AT" e TA*=*T
(le R), respectivamente.

As propriedades desta operagdo funda-
mental constam do seguinte

TEOREMA. A multiplicagdo exterior €&
(1) R-bilinear:
(T+THAT" = TAT" + T'AT",
(IT)AT' = A(TAT),
TA(T' + T")= TAT' + TAT",
TA(AT') = X(TAT");
(2) associativa :
TA(T'AT"™) = (TAT")AT";
(3) anti-comutativa, significando que

TAT'= (— 1Pl T'AT

onde p e g sao as ordens
T e T'.

respectivas de

Por consequéncia, a multiplicacdo exterior
introduz na soma directa de espagos vectoriais

Alt(L)= & Altp(L)  (n= dimL)

i>«=0

uma estrutura de R-algebra graduada asso-
ciativa e anti-comutativa : a algebra  exterior
do espaco vectorial L. (Para a definicdo de
algebra graduada, verHu [5], p. 173).

DEM. DO TEOREMA. A i?-bilinearidade é
imediata.

GAZETA DE MATEMATICA

Para provarmos a associatividade, mostra
a Prop. | 1 do § 3 que bastara estabelecermos
a identidade

(a'A---Aa’)A(a"" A'--A<* ) =
= «'A'-Aa’""

relativa a p-\-q covectores a‘, ».«,«M 1.
Tomando p + g vectores A™, ..., A
teremos

p+a

[(<iAoeoe Ac"YA(«™ " Aeee Ax™ ")

(A... LAL)=* 2 sga.(j[(alA---A«")®
a

(P,3)-ad
®(a‘H 1A'-'A«p+*)](/\l1"'1/\p+a) =

= 2 sg<**O'Ace+AO 040,), ***,A,) °
a—ad

CCNTA-ACETT)(APLT) L - AL L)

Mas temos

(a>A oo A«p) (Anm o0 ’AHP)) =

=2 sg«e« (M™(«(in) eee«® (NM(»(P»)

e analogamente

(P +iA . --A« ) (Acp, i), ®e=, N, +,)) =
= 2 sg«e < (N« (pHi)) eee P +i (N0(...))

0 que substituido acimada
[(<iAeee AcT)A(«™ Ao A’ )]

(/\i’ ...IAM): 2 22$g”—eg“—sg7°—
ff 1 -
(p, ¥-aa
o «* (NVOff)(i)) =o= <~ 0t (p)) -

o THAT0>+1>) eee (M (VL) (PH)).
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Atendendo a que os conjuntos
domv= [ff(l), ee* cr¢>)(, domir =
= K/>+ 1), eo>n(*> + ?)!

sdo disjuntos, poderemos dar ao triplo soma-
tério a forma (com » e i trivialmente pro-
longadas a |1, ,p + Q\)

2 Sg(voTCoa). <X(A ...

I>0Tv. 0 O
a—ad

. aP+«(™,,,.0,)(p+9))-

E atendendo a que toda a permutagdo e S+,
¢ manifestamente decomponivel na forma
¢ = voicoff com cr, v e it nas condi¢des
anteriores, obtém-se para 0 mesmo somatd-
rio a expressao

2 BQg?etf(«*® eee ®«)](A, o0,
feS+,

ou seja (aiA---A«’*)(Ni, oo, A),
é o resultado desejado.

Passemos a prova da anti-comutatividade.
Uma vez mais usando a Prop. | 1do § 3,
bastard provar a identidade em covectores

que

(aiA...AQA(T A---A)") = (- 1)'«-
(y'A---Ay)A(a'A---A«").
Mas esta facilmente decorre da associatividade

e da relacdo imediata a/\y = —yA« para
covectores a e .

5. Determinantes.

Recordemos que é dim Alt, (L) —1 (com
n=dimZ-). Fixemosuma base Si—\B,---,B.\
de L e seja ((3, ¢+, @3 J a base dual. Para
:TeAlt,(Z), a férmula (4) do 8 3 d&

T**%06 pA—AP"

AFH:)
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sendo

fy=Ti2 .n=T(B, By B..).

O caso particular em que ¢ 1*= 1 vem
considerado na seguinte
alternado de

DEFINICAO | . O tensor

,ordem n

detg,: = (3'A---AP’

denomina-se determinante relativo a base Si

do espaco vectorial L .
E o seu valor na sequéncia A" A,
de vectores de L

de!é/\ (AI>___ , An)
diz-se determinante relativo a base Si da se-
quéncia de vectores \Ay,--- A\ (Ver
Nota (7)).
PROPOSICAO | . Tem-se, na base Si =
jB|Y ...anll
(1) a&*, (A,,.*+,A,)=2 sgc .A">... A°0»
posto
Ai = AjBj (i=1l,-..,n).
E se Si' é outra base de L, entdo
(7)) detgfXAi, e, A)) =
= “&(i > eee Ay). tfeig.«
donde

detgy = detgy Si. det™.

DEM. Temos
detg,, (A,, *o =, A)=det (A\B, Al B)=
= A\ ...A$ -detg,, (5, ,.°°, B,),
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somatorio em que basta reter os termos nos
quais € * " permutacdo a de
jl,e*-,wj, ja que os restantes termos sao
nulos ; vindo entdo

detail,,...,4.)- 2

OtS,

AV AT-

" d"43" (B«(l) >++* ? BOM)—

- 2 A°'..AT-Bg°-det, {B....B,)
Oes,
donde
detg,,M!',... /A)= 2 °g'-
0.,
ANK AN, det"éB.

Este resultado da-nos primeiramente a for-
mula (1), a0 tomarmos ®>=&h, visto que é
(ver Nota (5))

det®, «=(f3iA...Ai3»)(£,,..-,i?)==I.
Depois, introduzindo (1), o mesmo resultado
da-nos (2).

PROPOSICAO || . Designe 9:L~»L um
endomorfismo do espagco vectorial L . Entdo
existe ume um so escalar, det O, que satisfaz a
igualdade

(3) dA($(A1),.-.,4>(A“)) =

= det<& e det,(A VA
qualquer que seja a base & de L e qualquer
que seja a sequéncia de vectores Aj,ece, A .

DEFINICAO 11. O escalar
nate determinante
(Ver Nota (8)).

det$ denomi-
do endomorfismo $ : L-»-L.

DKM. DA PROP. I I . Comecaremos fixando
uma base <3. A aplicagdo T dada pela
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correspondéncia

{A  eee, An)- det, @&(A)... $ (1)

¢ uma composicao

(4i,<.M~™~(*(40,..-,.*(40)~
-*det” (<*>(l!v 1erey $»(A))
por onde se vé que T:L-*R € n-linear.

E se dois dos vectores A, ees A sao
iguais, o valor de T sai nulo, pois que

detjg é tensor alternado. Logo, Te Alt(L)
e existe por isso um escalar A tal que
T= Agdetg,, donde

detg,(<> (") (A) - T(A,, ., J,)=

Em segunda base <© teremos, usando (2),

det,,(<t>(A),...<I>(A)) =

= det D) (™)) e detg,m =
= X«@“"s3 (/\l » ..oy“») e d»*©"* =
= Audet, (M, ..., A).

Por consequéncia, existe um escalar A«
tal que para toda a base <® e para qualquer
sequéncia de vectores A, eee, A setem

deV($(™.).--,«(A)) =

Tomando nesta igualdade
(t= 1, eee n) sai

di= Bje<©

det®, (O(£",),..-, $(B"))= ~

(visto ser detjgi<©® = 1), o que prova a uni-
cidade do escalar X"g. Resta por X,= det$.
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DEFINICAO I1I. Designe

uma matriz real, quadrada e de ordem n.
Denomina-se determinante da matriz £1 0
nimero real

det &:= det, (Jj ,**°, A)

onde K é a base canbnica do espa¢o vecto-

rial R", constituida pelas matrizes-colunas
Kt = 1 K, o* 0
0 0
0
e o0s vectores A,-*-A de R" sé@o as
matrizes-colunas de
4f- 0'=i, eeon)e
(Ver Nota (9).).
OBSERVAGCAO. Equivalentemente, podere-

mos definir det&:= det<¢ com 3> :R" -*R"
o endomorfismo de R" representado pela
matriz St na base candnica K (visto ser
Aj= ${Kj), j —1,+°+,« etendo em conta
a formula (3) com ®=K). (Ver Nota (10)).

6. Produto mixto. Produto vectorial.

No decurso deste § suporemos L espaco
euclidiano orientado. (Ver Nota (11)). O pro-
duto escalar dos vectores A e B serd indi-
cado por <.AB> e a norma do vector A
por DAD.

Designaremos por «Sj,, nmabase ortonor-
mada de JL fixando a orientacdo (base orto-

no

normada positiva). Se JB{i € outra base or-
tonormada positiva, tem-se

deW+ «@ir,= |

~ort

atendendo a que o primeiro membro € o
determinante de uma matriz ortogonal
(cf. (1), 85). De (2), 8 5 resulta entdo

@i, ... .AB«= detn, = detn, =
= (31 A eee AP'"-
E portanto licita a seguinte

DEFINICAO | . O tensor alternado de or-
dem n

. = det™, = pi A eee A P"
(independente da base ortonormada positiva
&ort) denomina-se produto mixto sobre o espaco

euclidiano  orientado L.

PROPOSICAO I . Seja L umespago eucli-
diano orientado de dimensdo n. A aplicacao
P L »Alt-i (L)

definida pela regra

@A) (A],..., A_)= TX(AA, oo, A, D)

¢ um isomorfismo vectoriais.

E se |i37,.
ortonormada
entdo tem-se para

de espacos
P
positiva
cada

é a dual de uma base
c?* = |Bj,...1an!
i= 1,eee n:

@) .{B)={-1)-i. piAces AP AsessAPpP"

(o sinal ~ indicando omissdo do elemento

gue encima).

DEM. E claro que < 6 um morfismo de
espacos vectoriais.
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E Kerg = jO| . Com efeito, dado um vec-
tor A =j=0, pode construir-se uma base
ortonormada positiva da forma

! J

donde

—1—=(A)A. AL =

0 que exige 9 (A) =f=0;
(A) = 0=>A = 0.

Sendo 9 monomorfismo, tem-se dimimg> =
= dimL= n. E porque dim Alt,_j [L)=n,
conclue-8e que ¢ ¢é na verdade um isomor-
fismo.

A férmula (1) estabelece-se facilmente ve-
rificando a igualdade das componentes homé-
logas (valores nas n sequéncias de vectores
B\, ¢-¢, %,..B, ;j'=1,e¢ . n) dos ten-
sores alternados de ordem n—1 que sdo
<?E) e (-1)-i.(BiA...>A...A3".

Da férmula para a mudanca da base Si
para a base

provando que

deduz-se

Sendo S e fl' bases ortonormadas do
espaco euclidiano L , amatriz S= [SJ], da
mudanca de base, sai ortogonal :

(S-i$=*sI (ij==1,.-.,«).
Dai decorre facilmente que a aplicacdo

4:L - L*
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dada pela correspondéncia

A=A<Bi  |> 2 A*ff

«K=

¢ um isomorfismo independente da base orto-
normada Si. E oisomorfismo canénico  L-+L*
relativo ao espaco euclidiano L .

DEFINICAO |1. Designe L um espaco eu-
clidiano orientado. Chama-se multiplicacéo
vectorial sobre L a aplicacdo

definida pela regra

A (Ai, ese,A-i) —Ai A sse AA-i:
-rUFWA-AK”™NI))

onde 4:Z, *2Z* e }:L-»Alt, i (Z) sdoos
isomorfismos acima considerados.

O vectorde L queé A=A AseesANn-i
diz-se produto vectorial (ou externo) dos vec-
tores Ai, eee° M, i

A operagdo A :Z."' » L reduz-se no caso
L = ii® ao produto vectorial usual sobre i2°
(ver Nota (12)) como se infere da seguinte

PROPOSICAO II. Ovector A= A A---AA, i
tem por componente nuUmero i numa base
®ilt — {B,, *== ,B,| o0 produto de (—I)'-'
pelo determinante da matriz obtida  suprimindo
a linha ndmero i da matriz n X (n —1)
formada pelas  componentes dos vectores
Ai, LA
@ AT}

=l

n-l
DEM. Temos em primeiro lugar
UAI) A eee A<KA-i) =

- 2 4 P*A seeA 2
h jn-i

Prc -
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2 ( 2 »g<r.Aiw..ASir»y.

ISi,<...<i™ISn\oeS”™i /

e PTA eee A (3
como facilmente se reconhece (cf. férmula da
Nota (6), a)). Usando a férmula (1) da Prop. |

vem portanto

AOKAA-A~AD-1)) -

= 2(_ !)---; ( 2 59"'”""’°""'|'-r")-“'
i=1 0«S,-|
com i\, ‘e ,in-i designando os inteiros, por

ordem natural, do conjunto j |, eee i, eee N\;
0 que estabelece a Prop. I1.

PROPOSICAO I11.  Tem-se
<A, A---AA..,,A>=0 (i=Il,...,n-1),
quer dizer o produto vectorial de n—1
vectores € ortogonal a qualquer deles.

DEM. Ampliar a matriz (2) a esquerda

com a matriz-coluna das componentes do
vector Ai e desenvolver o determinante da
matriz quadrada obtida segundo a primeira
coluna.

PROPOSICAO IV. A sequéncia dos n — 1
vectores  Aj, eee , A, i é linearmente indepen-
dente, se e sO se O seu produto  vectorial €
diferente  de zero. E a sequéncia

JA,, ..., AN (-1)*-tA, ,A—AA_i]|
¢ entdo uma base de L com a orientacao
de L.

DEM. A independéncia linear de [AN,-..

..,A«_i| equivaleade \ty(A{), e . <{>(A«i)},
ou seja a (A A e A9 (A»-t)=£=0 (ver
Nota (6), b)) e portanto a (F (M)A oo e
eee A4-(A.-i))N0, isto é A, A ¢ A4 _-inO0.

Gl

Para estabelecer a segunda parte, ampliar
a matriz (2) a direita com a matriz-coluna
das componentes do vector (—I)"" A A
A eee A'n-\ (dadas pela Prop. Il) e desen-
volver o determinante da matriz quadrada
obtida segundo a dualtima coluna : obtem-se
um numero real > O.

NOTAS

(1) Tensor alternado €, portanto, o mesmo que
tensor covariante anti-simétrico ; oT= — T para
toda a transposicdo o. Esta anti-simetria equivale
a anti-simetria das componentes, em conformidade
com aProp. I | a seguir.

Sobre as simetrias dos tensores covariantes, con-
sultar SOURIAU [8],p. 198-202.

(2) Tensor alternado é, portanto, o mesmo que
tensor covariante com o valor zero sempre que dois
vectores consecutivos sejam iguais. E a definicdo que
da OARTAN [2],p. 11.

(3) Coma formula (1) exprimimos o produto
exterior de tensores alternados em termos do seu pro-
duto tensorial, o que nédo é usual salientar-se.

CAKTAN [2], p. 14 e DIXMIEB [3], vol. 2, p. 66 defi-
nem o operador de anti-simetrizacdo apenas para
s= 2.

A generalizacdo ao caso s> 2 é imediata e tem
a vantagem de conduzir-nos directamente aimpor-
tante representacdo (4) dos tensores alternadosem
termos de covectores.

(4) Pode definir-se um outro operador de anti-si-
metrizacdo Zr, (£) -* Altji W mediante aregra

T » 2
aeSp

sgd-oT.

Aplicado ao produto tensorial de p covectores,
XX P eee B | estamos vendo que este operador igual-
mente nos da o produto exterior a\f\ ese f\ <*o',

(5) Se a sequéncia de t covectores |P',-",?%)
(1 <~s < ri) é linearmente independente, ela pode ser
ampliada auma base jp*,eee, 0°, 0'+* .ee S»| dei*.
Seja \B, ,B\ a base dual para L. Entdo, a
formula (2) da-nos logo

(P*A-AP') (B..B) 1.

(6) Da féormula (3) vem facilmente o seguinte :
a) para toda a permutagdo tre S,.

a’" A-" AN = Sg<r-«*A"- AT
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b) para que s covectores «*,ess 0* sejam linear-
mente independentes é condicdo necessaria e suficiente
que o seu produto exterior seja diferente de zero (cf.
Nota (5)).

(7) Tem-se detgj (Ai, *s=,A,,)= 0 se e s6 se 0s
vectores A,--"A, sdo linearmente dependentes.
(Observar que

|r,T'eAlt, (i,), T=£0,
= 7V (i,,..

ST(it,—,4J-0] =)

.,43-0.)
(8) Se * e ¥ saoendomorfismos L-+ L, con-
clue-se que é det (<r o *) = det ¥ « det 4>.

(9) O desenvolvimento de LAPLACE de um deter-
minante por menores complementares estabelecer-
-se-ia nesta altura com um simples céalculo exterior;
ver FLANDEBS [4], p. 10.

(10) Na sequéncia da Nota (8) deduz-se imediata-
mente a regra para o determinante do produto de
duas matrizes quadradas da mesma ordem.

(11) A formula det™i = et Sie detg) da Prop. |
do § 5 permite definir uma relacdo de equivaléncia:
Si —Si' se e sO6 se detgj,$':>0. Entdo, fixar uma
orientacdo de L ¢é fixar uma das duas classes desta
relacdo de equivaléncia.

Posto BI = SIBj,
12)
ver o Cap.

[1
[2]
[3]

[4]
5
[6]
[71
[8]
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notemos que é detg 83" = det [S{] .
Para um estudo do produto vectorial em R’
1V de NICKEBSON-SPENCEB-STEENBOD [6].
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Particbes cie um conjunto

de cardinalidade

por Edison
Instituto de Matemaética e Estatistica da Universidade de S&o Paulo ;

|.  Nesta pequena Nota apresentamos uma
solucdo do seguinte problema, que nos foi
proposto pelo Prof. NEWTON C.A. da COSTA,
do Instituto de Matemética e Estatistica da
Universidade de Sao Paulo:

Dado um conjunto M, de ndmero cardinal
a”™ 2, esendo @ um ndmero cardinal veri-
ficando 2~ @~ a, calcular o namero car-
dinal do conjunto das particoes de M, for-

madas, cada uma, por conjuntos de  mesmo
cardinal (3.
Calculemos, primeiramente, o ndamero

P (M, r) de particOes

nito com nr elementos
madas por conjuntos possuindo 0 mesmo
nimero n de elementos. Deixando de lado
0 caso trivial (é 6bvio que P(w,l)=1),
consideremos um conjunto A, com nr ele-
um subconjunto B, de n
E claro que o nimero de
particbes de A, formadas, cada uma, por
conjuntos com o mesmo numero n de ele-
mentos, e ainda, em cada uma das quais
figura o conjunto B, 6 P(w,r—1), donde

de um conjunto fi-

n\2, r ~1 for-

r=1

mentos e fixemos
elementos, de A.

P(n,r)=2~P(n,r-1);

leitor poderda, facilmente, verificar que,
ndao houve omissdao nem re-
Da formula acima se

e o
nesse cOmputo,
peticdo de particgdes.
tira, sem dificuldade,

"-)-C)(75)-Cs)-

que se aplica, também, para r= 1.
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formadas
dada

por  conjuntos

Farah
S&ao Paulo, Brasil

Suponhamos, agora, M infinito e, para

cada conjunto .Y, ponhamos X = nuUumero
cardinal de X . Observemos, primeiramente,
que, dado um conjunto infinito, qualquer, A,
de cardinal a.,, e considerando-se o numero
cardinal |3, 2 BZ. a, existem ao menos
duas particbes de A formadas, cada uma,
por conjuntos de mesmo cardinal (3. Com
efeito, sendo B um subconjunto de A, de
cardinal [3, e atendendo-se a que o produto
cartesiano B x A é equipotente a A (o que
decorre do Axioma da Escolha) por uma bi-

jecdo, digamos /, de B x A sobre A,
entdo, pondo-se, para cada Xx eA, B, =
=f(Bx\x\), os B, formardo uma partigdo de

A, com B, =3, \IxeA; fixando-se, nessa
particdo, dois conjuntos diferentes e, em cada
um déstes, um elemento, entdo, trocando-se
entre si esses dois elementos, obtém-se, evi-
dentemente, uma nova particao nas condigdes
desejadas, donde a veracidade de nossa afir-
mac¢ao. Notemos também, que se y 6 o nu-
mero cardinal de um conjunto infinito, C,
entdo o conjunto de tOilas as parti¢cfes de C
tem numero cardinal inferior ou igual a 2~(;
com efeito, o referido conjunto de particdes
6 equipotente ao conjunto das relacdes de
equivaléncia s6bre C, e portanto, equipo-
tente a uma parte do conjunto das partes do
produto cartesiano C x C , donde, por ser

CxC=C=y, resulta o que se afirmou.

Consideremos, agora, uma particdo de
M formada pelos conjuntos M, X e M,
M, fiM, -=0 para x=f=y), parti¢cdo essa,
cuja existéncia se pode assegurar, em virtude


file:///JxeA
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da primeira das observacdes acima; e, para

cada xeM, seja P, o conjunto das parti-
cdes de M, cada uma formada por con-
juntos de mesmo cardinal (3. Entdo, pelas
observacgdes de ha pouco, tem-se :
2272 7? . Z 2", Y xeM,
donde, pondo-se
H= I[P*

xe M
(produto cartesiano da familia (P).M de
conjuntos P, de particfes), resulta HZ 2~
Consideremos, agora, para cada leH, a
reunido

Xe M

onde A= (Px)xejif (e portanto, para cada
xeM, P.e?,). Ora,é 6bvio que H, ¢é
uma particdo de M, formada por conjuntos
de mesmo nUmero cardinal |3; por outro
lado, se fi=f=X, ~e H, entdo Hx Hp.
Logo, o ndmero cardinal do conjunto das par-
ticoes de M, cada umaformada por conjuntos
de mesmo numero cardinal @, é 2.

2. NuUumero de partigdes de um con-
junto. Do que se constatou no n.° prece-
dente, resulta, imediatamente, que : se a é
0 nlmero cardinal de um conjunto infinito, M,
entdio o ndmero cardinal do conjunto de todas
as particdes de M ¢ 2. Este resultado,
alias, foi obtido diretamente, em [1], mos-
trando-se que o nimero cardinal do conjunto
das particbes  bindrias do conjunto infinito ™M

é 2", o0 que, por suavez, decorre do fato
de que, fixando-se um elemento ae M, a
funcéo

X - XM — X\,

definida no conjunto das partes nao vazias
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de M— \a\, ¢é biunivoca (e, naturalmente,
também do fato, j& observado no n.° 1 desta
Nota, de que o namero cardinal do conjunto
de todas as particdes de M é inferior ou
igual a 2°). Quando M ¢é finito, o célculo
do numero de particbes de M se torna

menos trivial. Acolhendo uma sugestdo do

Prof. NEWTON C. A. da COSTA, reproduzi-
remos, a seguir, a solucdo apresentada
em [1],

Seja m o numero de elementos do con-
junto finito M=f=0. Designhando-se por X,
(1Z rZ m) o nimero de partigdes de M,
cada uma com r conjuntos, e por S, o

ndmero de aplicacdes de M soébre o con-
junto tem-se:
rix, = S, .r

Multiplicando-se ambos os membros dessa

igualdade por e somando-se

em relacdo a r, vem

Como somatério da direita é, precisamente,
0 numero das aplicagdes de M no conjunto
jl, eee,r\, ter-se-a

(1) 2,a,,,x,.= p’,

onde, por comodidade, puzemos a,,,=n!

(para p<r, poremos a,,,=0). Tomando-se
p=1,°¢,n (nNZm) obteremos, a partir
de (1), um sistema dé n equacdes lineares
nas incognitas #},*++,»,. Ora, sendo P
0 numero de partigdes de M, cada uma
possuindo no maximo N conjuntos, ter-se-a
P.n = X + eee 4-x Pondo-se, entéo,
bp, —ar +p° (1 ZpZn, 1ZrZn) e



GAZETA DE MATEMATICA

sendo D, o determinante da matriz
obtém-se, efectuando-se os calculos :

((b.0)),

112! .--n!
donde o nimero de particbes de M ¢é

Dm

— 1
11 2! --.ml
OBSERVACAO. A noc¢do de conjunto finito
¢ aqui considerada no sentido aritmético

habitual (um conjunto A é finito se existe

um nudmero natural n tal que A é equipo-

66

tente ao conjunto dos naturais estritamente
inferiores a n); e um conjunto sera infinito
se nédo for finito. No caso em que M é infi-
nito, pressupuzemos, nasolugdo do problema,
o Axioma da Escolha, notadamente ao con-

siderarmos a equipoténcia entre M e MxM
(ver [2], pags. 148-150).
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Congurso

A «Gazeta de Matematica» com o apoio da
Fundacdo Calouste Gulbenkian, promoveu no
seu numero 94-95 de Janeiro-Junho de 1964
concurso de trabalhos de matematica a que
podiam concorrer quaisquer individuos resi-
dentes no Pais.

Infelizmente as respostas recebidas foram
em numero tdo reduzido que se considera

ndo atingido o objectivo a que se propunha.

O Jari, constituido por:

Fernando Roldao Dias Agudo
Fernando de Jesus
José Duarte da Silva Paulo

José Gaspar Teixeira,

tendo submetido a apreciacdo dos trabalhos

a especialistas portugueses e estrangeiros

resolveu apresentar os resultados seguintes :

Xl Congresso Internacional

Em Paris, no Conservatério Nacional de
Artes e Oficios, realizou-se de 25 a 31 de
Agosto de 1968 o X I 1 Congresso Interna-
cional de Histéria da Ciéncia.

Desta notavel reunido cientifica estdo a ser
publicados em 13 ou 14 volumes as actas dos
diversos coloquios realizados, as comunica-
cdes apresentadas e as discussdes, os dis-
cursos e as conferéncias plenarias proferidas.

1 — NUmero de concorrentes — 4

Assuntos versados :
Matematica Elementar
Pedagogia da Matematica
Matematica Pura

Matematica Aplicada

2 — Candidatos premiados, titulos dos tra-

balhos e classificagdo do prémio :

Manuel Joaquim Sousa Ventura
Didactica da Mateméatica

Seccdo B — 1.» prémio — 7.000#00.

Francisco Teixeira de Queiroz
Panorama da Geodesia Contempo-
ranea

Seccdo B — 2.° prémio — 3.000#00

Pelo Juri

A Redaccao

de Historia da Ciéncia

M. Albert Blanchard e a sua Livraria
Cientifica A. Blanchard,

sua activa colaboragdo a Histéria da Ciéncia

mais uma vez dao a

com a publicacdo dos referidos trabalhos que
ficara completa ainda no decorrer de 1971.
A «Gazeta de Matematica» espera poder
contribuir pelo seu lado com uma referéncia
pormenorizada a estas realizacgoes.

J. 6. T.
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MOVIMENTO
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MATEMATICO

PROGRAMA DA CADEIRA DE INTRODUGAO AOS COMPUTADORES E PROGRAMAGAO,
DO 1» SEMESTRE DO 1."ANO DO INSTITUTO SUPERIOR TECNICO

1. Evolucdo histdrica doa instrumentos de célculo
e das maquinas de cartdes e de fita perfurada, com
particular referéncia para os de caracter digital: o
4baco, a maquina de PASCAL, a maquina de calcular
vulgar, as maquinas de JACQUARD, de BABAQGE, de
HOLLERITH, as tabuladoras, calculadoras, etc.

2. Estrutura dos modernos computadores, com
indicacdo de algumas das suas possiveis unidades de
entrada e saida. Breve referéncia aos primeiros com-
putadores e asvarias geracdes de computadores. Con-
ceito de computador de programa armazenado inter-
namente.

3. Sistemas de numeragdo. Operagbes em varias
bases e conversdao de umas para outras. Exemplos da
mesma operagdo realizada com 0s mesmos numeros
considerados em bases diferentes. Bases binaria e
hexadecimal. Referéncia especial a base octal.

4. Estudo de um computador virtual. Discussao
de tépicos tais como comprimento das palavras, sis-
tema de numeragdo, capacidade de memdria, repor-
torio de instrucbes e seus formatos, registos, etc.
Cicloa de instrucao. Ciclos de execucdo. Entradas e
saidas ; interrupgdes. Conceitos de programa e ins-
trugcdo. Os varios tipos de instrucdes : aritméticas, de
controle, de entrada e saida e declarativas.

5. Técnicas de programacdo. Diagramas de blocos.
Modifica¢do de enderegos em memdria. Breve referén-
cia as sub-rotinas.

6. Estudo da linguagem simbdlica do computador
estudado no Capitulo 4. As varias fases da passagem
de programas em computadores : tradu¢do para lin-
guagem maquina e execugdo. Macroinstrucoes.

7. Estudo de alguns dos possiveis erros e seus
diagnosticos. Breve estudo da analise numérica de
erros, com énfase para a sua propaga¢ao. Exemplos.

8. Aritmética de virgula flutuante. Notagoes.
NUmeros normalizados. Precisdo dos calculos efectua-
dos em virgula flutuante. Precisdo simples e precisao
aumentada.

9. Aritmética de precisdo mualtipla; aritmética
modular. Métodos digitais e modulares da multipli-
cagdo. Aritmética racional.

10. Estudo intensivo de algumas linguagens auto-
maticas: FORTRAN, ALGOL, linguagem de IVERSON,
etc. Resolucdo numérica de problemas matematicos
de caracter elementar: calculos com polinémios,
sucessdes e séries, funcdes transcendentes elementares,
nimeros complexos, vectores e matrizes, etc.

11.  Técnicas digitais de tracejamento de graficos.
Técnicas interactivas.

12. Breve referéncia a técnicas avancadas, tais
como : linguagens conversacionais, multiprogramacao
e multiprocessamento, tempo partilhado, memorias
virtuais, etc.

J. M.H.

Leitores da «Gazela de Matematica» j Enviem-nos os nomes e moradas dos VvV0SsSOS

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirdo assim eficien-

temente para que a «Gazeta de Matematica» se torne cada vez mais interessante e (til.
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MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME

MATEMATICAS

I.'S. C. E. F. — MATEMXTICAS GEKAIS — i.« cadeira —
1." exame de frequéncia (1.* chamada) —14-3-1969.

5706 —1) A partir da axiomatica de corpo prove
que, para qualquer corpo K,

a) 0= —0

b) a<6=aec[\a ==0=>b—c

c) .-e=0=>a=0V*=0.

2) Demonstre que o lugar geométrico das imagens
dos complexos z tais que

—Zi
71—z,

V "eR e zze C

é a recta corrente pelas imagens de a, e a,.

R.: 1) a) Como O+ 0= 0 resulta logo 0=—0.

b) Como a”tO existe a' eentdo de a*b = a-c
conclui-se que a-‘-(a-b) = a'-(a-c) ou
(a' sa)eb= (a'e*a)ece Dado que a* ca=1,
vem finalmente 1leb = 1e¢c ou b = c.

c) Supondo, por exemplo, b=fc0, vemde a<b =10
arelagdo (aeb)eb-'=0, ouasl= 0, donde
a >» 0. Mutatis mutandis para a=j=0.

2) Fazendo z=x+1iy]j zj=a+biez,=c+di,

a relacdo = \ pode escrever-se na forma
z—z,
(x- a)+ (y- b)i

(v_e) +(y_)i
(x- a) 4 (y—b)i- X[(x- d) i].

C) + (y-

X—a= X (X—¢) - .
e, eliminando X, i
y —b = X(y—d)

que é a equacdo da recta que passa
y-b y —d

pelos pontos (a,b) e (c,d).

DE FREQUENCIA E

SUPERIORES

FINAIS
GERAIS

5707 - 1) Seja

X =W x= 1"+ 1m (n»,n—1,2, s°)).
Justificando as respostas, indique os seguintes con-
juntos: intX, extX, frontX e derivado de X.
Indique também sup X e infX. O conjunto X ¢
fechado? E aberto? Porqué?

2) Seja «, 0 termo geral de uma sucessdo que
possui a propriedade seguinte: existe um nimero na-
tural m e um nGmero real k (0<Ck< 1) tais que,
para todo ondmero natural n> m, é |u,, |<,k\u,\.
Mostre que limu, = 0.

Calcule limuU /1
log n

R.: 1) intXx =0
esci X = R— (X (@1—1>11)

/WmiiX = X Ul—1,1!

X'- 1-1,11
sup X = 2
ire/ X 1.

O conjunto X reSo éfechado porque n&o contém o seu
derivado e também n&o é aberto porque X =f=int X .

2) De

lu,..|"k"|u.|, ou |u,|[*"k"-»|u,; (n=m+ p).

Como k" "-*0, resulta imediatamente
Notando que

limu,= 0.

COA — * 1 n*
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lim ("[/1+ill- 1) -ii-
Y o / vgr
1 n3
— hm C = 0.
9 e logn

5708 —t) Admitindo que 2u,, converge absolu-
tamente, e tendo em conta a evanescéncia do termo
geral, demonstre que cada uma das séries seguintes
tamhém converge absolutamente :

a) 2uJ, b) zZ-

1+ ul
2) Supondo que lim/(a;) = .4 eque /(x)>0em

certa vizinhanca do ponto a, prove que A> 0.
Utilize esta proposi¢do para demonstrar que, sendo
lim/ xX)—A, limgXx) =B e f (X) < g(x) em certa

vizinhanca do ponto a, entdo A<LB
R.: 1) a) lim — =0, isto é a partir de certa
[u,l
ordem e < e(e> 0) ou uj< Elu,I. Como
2 Elu,l converge, também converge (absolutamente)
2u?.
b) lim 1 o gue implica que a
1 + «n
série 2 convergente.
+u

c) iimo v atendendo  a

1+

/u'=1 e portanto,

alinea a), po™e garantir-se que S converge

CaftsoZiifawenie).

2) upondo A finito, sepudesse ser A < 0, entdo,
escolhido X < 0 iai gne A + S<;0, existiria s> 0
faigue icVe (@A)Ax"Na=>A—S<f(x)< A+S<0
eja nao poderia ter-se f(x) > O numa vizinhanca do
ponto a. ldéntico raciocinio para A infinito.

A segunda parte tira-se imediatamente desta proposi-
¢do, notando que g (x) —f (x) > O emcerta vizinhanga
do ponto a e que lim[g(x) —f(xX)] = B—A.
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I. S. CE. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1." cadeira —
1.°exame de frequéncia (2.* chamada)—22-3-1969.

5709 —1) A partir da axiomatica de corpo prove
que, em qualquer corpo K, sdo satisfeitas as pro-
priedades seguintes :

0) Se 0+ 0 entdo acc=6 seesdse c—ar' «h.

b) a«0=0+a=0.

c) a-(-&)-(—a).6 —— (a-*).

2) Designando x e y nimeros reais, demonstre que
a) X>0A2/>0=>a!+ j/>0OAo0c-2/>0.
b) Xx<O0A,y>0=>cc-3/<0.

R.: 1) a) Se a0 existe a' e, deacordo com a
relagdo a<c=b, vemo 'e(aec)=a’ esbouc=a’'-b.
Reciprocamente, de c—a"' b vem aec= a<(a’'°*b)
ou a*c=Dh.

b) Notando que a0 = a0+ 0)—a+0+ a0,
tem-se a0 = 0e<a = 0.

c) Basta observar que

0=a<0=as[b+ (-b)J=asb+ ae(—b).

Desta relacdo te tira que as(—b)= —(a°b).
Analogamente  se conclui que (—a) b = —(a°hb).

2) a) Sendo x- [X,,X,]ey=][Y],VY,], tem-se

i>0<=>0eX,
y>0<=>0eY,.

Ora 0e XjAO* =>0e X, + Y,k oqueprova que
x Ty>0. Designando  XjYj o conjunto dos produ-
tos inferiores X, y, (xj> OAyi > 0) étambém evidente
que a seccdo inferior de xy conttm O e portanto
xy > 0.

b) Sendo x<.0 é facil mostrar que ~—x> 0 e,
por definicdo, vem xy = —[(—X)y]. O resultado
anterior assegura que (—Xx)y > 0 eportanto xy<0.

5710 —1) Sendo A = \a: o -
(»—1,2,¢-)I e £=[—10,1], indique,justifi-
cando as respostas, o derivado de A\B, o fecho de
AUB, int(AUE), front(AUB), sup ("lUB) e
inf ("U-B) «

(—I)»@+2/n)"

2) Seja u,, otermo geral de uma sucessdo limitada
que ndo possui um termo superior a todos 0s outros-
Prove que sup (u,) = lim u, . Verifique a proposicédo
com u,= (—L)"(1—1/")
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Determine a e b, sabendo que a+ b= 1 e que
limn (e™ n=2.

1) (AUB)'-[-10,ljUie*].

AUB = [—10,1]U
u{aza = I+ 1V (ii- 2,46, *)}tul«].

inf(AL)B) = 1—10,1 [.

/roni(AUB) - |- 10,1, a= (- I)»(1+2/n)»
(n= 1,2,...),e2].

sup (A(JB) = e’.

inf (AUB) - -10.

2) Como a sucessdo é limitada en&opossui um termo
superior a todos os outros, pode garantir-se  que (u,,)
tem supremo finito e esse supremo tera de ser ponto de
acumulacdo de (u,) nd&o pertencente a (u,) . Tal ponto
de acumulacdo sera o maior dos sublimites e portanto
lim u,,.

A sucessdo U, = (—1)" (1—1/n) élimitada (Ju,|<1)
e n&o possui um termo superior a todos 0s outros.
O sup (u,) —1 «14lim u,pois u,,->1eu,_ ,->-—1.

Notando gue

lim afe % —1) = limnfl 2

sy

= lim(ja—b)=a—b,

vem a—b =2 que, juntamente
dd a=3/2 e b 1/2.

comacondi¢do a+b=1,

5711 — 1) Mostre que as séries de poténcias

2a,X", 2na x"" e 2-
n+1

intervalo de convergéncia absoluta ] —X,X[. Tome

a, = I/n para justificar que as trés séries podem

apresentar comportamentos diferentes para x = + X.

possuem O mesmo

2) Considere a funcéo real de variavel real

) X+ 2
./(*) lim

1=00 X" o+ X"+ 1

Mostre que ela também pode ser definida do modo
seguinte :

1/x + 1 (x<-1)

2 (- 1<X<1)
() - 1 - 1)

1/x+1 (X>1),
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A funcdo é continua para x = 1? Porqué ?

R.: 1) As trés séries possuem o mesmo intervalo de
convergéncia absoluta porque

Tim' VfaTl - limV(n+1)]a,..| -./&»V]a,_,|/n .
R . X"
Tomando a,, = I/n obtém-se as séries 2 , 2x°"e
n
para as quais o intervalo de convergén-
D(n+ 1)
cia absoluta é ] —1,1[. No entanto, 2 diverge
n
para X =1 econverge para X «=—1; 2x"* diverge
converge para X=+1.
para x=+1;e2 n(n+ 1)
2) Com IxI> 1 vem
i X"l 2 1+ 2/x
im
_xXe X'+ 1 X+ 1+ 1/x" x +1
. X» + 2
Para \x|< 1 ~ lim . 2 ef(@=1
>+ X+ 1
Para Xx = —1 a funcdo nd&o é definida porque né&o
(- ) f 2
existe  lim = lim 17—1)"+ 2]|.

L=00(-)»+« + (=1)» + 1 .==0"

A funcdo nao é continua em X =<1 porque nao existe
lim f(x) . Defacto, f(1—0)=2 e f(1+ 0)= 1/2.
x=I \

A funcdo n&o apresenta continuidade
X - 1 porque f(1- 0) f(1-0)

lateral
f@).

no ponto

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS — 1.* cadeira—
2.° exame de frequéncia —1.* chamada — Duracéo
- 3 horas — 14-6-1969.

5712 — 1) Utilize a identidade 2 max (/,</) =
= 1/—g | + f +g para demonstrar que, sendo / e
g funcdes continuas para x = a, também max (f,g)
é funcdo continua para x = a. Mostre também que
min (/,g) é continua para x = a.

Estude a continuidade e extreme a fun¢do definida
por
X (1N X< 2)
5X=2)

—x(2<xn 3

()

Indique o0s extremos absolutos (caso existam) e
relativos. Justifique as respostas.
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R.: Basta notar que \f—g | e f+ g sdo funcdes
continuas para X = a. Para a segunda parte obser-
ve-se que min (f,g) = —max (—f, —g).

A funcdo f(x) e continua em[1,2[U]2,3] ecZes
continua para X = 2. Tem-se

2 X @an x< 2
f'(x) = + oo (X=2)

—1 (2<x 3

que os minimos locais séo f(1)=1
local &€ f(2) = 5. E claro
absoluto

0 gue permite concluir
e f(38) = — 3, e o maximo
que o maximo absoluto é f(2) = 5 e o minimo
é f(3) = - 3.

2) Supondo que / admite primeira e Begunda
derivada em [a,6] e que sdo cumpridas as condi¢des
/(0)=/(6)=0 e /(c)>0 (a<c<6), demonstre
que .Cela,6[:/"(C)<O0.

R.: A funcdo f é regular. A aplicacdo do teorema

de Lagrange da
- f(a

Fle)- 1@ _ ¢ o y50 (a<ci<o)
c—a
f(b)- f

()1 _ti(c)<0 (c<c.<b)
b—c

PEI-TE ¢ (cy<o (..<r<c))
c, —cCl

0 queprova a proposicéo.
3) Prove que o desenvolvimento em série de

MAO-LAUKIN de y = — —
(1 —K x7)*

k> 0) ¢

0o
2 (re+ l)/c"x'»
o

para |x|< I/

R.: Aférmula do binébmio da, para |[x|<C1 jk,
(1—k’x'-)-" =
S -2(-2-1)...(-2-n.1) s
o -
o .
[e 0]
=2 (+ ke"xer.

4) Calcule P
2 + cos X
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R. : Fazendo a substituicdo tg— = t, <em

p l+2co«x _
1—t° 1+t

+
1+t
2P-
= areio
i/r e o

5713—1) Seja dada A = [a,](mX n) e consi-

derem-se as somas por colunas 2 1°ijl 0 = 1)2,eee]«).

i=1
Define-se o médulo de A , M (A) , como

mufjgt*,1 0 -1.2....,»)}.

Prove que

a) Jf(/) =1.
6) Af(X.4) = IXIM (A) para qualquer escalar X.
) M4+ B)"M(") + M (B).

R.: a) Para a matriz identidade | tem-se

m

2 I'ni™" .

Logo é M(l)= 1.

Vje

b) Como XA = [Xajj] e
fl ixa 1= 1x1S1a, 1,
i=l i-1
tem-se imediatamente o resultado.
c) ComA=7Ja]eB=1[b,] e A+B=[a,+ b
m m m
1=1 i=1 L=1

conduz facilmente ao resultado.

2) Utilize a teoria dos determinantes para cal-
cular os valores de a e b por forma que os sistemas
de equacdes lineares
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Xl + «2 =2 X\\-  axz = b
x\ -0 —e3=1 Xy +x —6
3c. + X, = b — X =0

sejam equivalentes. Mostre que para esses valores de
a e b os sistemas sao ambos possiveis determinados

e ache a solugcdo comum.
R.: Oprimeiro cisterna é possivel determinado por-
que 1 1 14=0.
11
0 1

A sua solugdo vem dada pela regra de Cramer :

-2 1 0 3- D

i

11 —1
b 1 1
x, = 1 2 0 =b—1
11 -1
0 b 1
x,- 1 1 2 -1
1 1 1
0 1 b

Para que o segundo sistema também seja possivel

determinado épreciso que 1 a 3+ 1="0
1 0
1 -1

ou a=j=—1. E, para queseja equivalente ao primeiro,

a sua solucdo terd de ser xj= 3—b, x,=b—1e
X3 =1, isto é,

3-b +a(b—1)=b
3- b+1 =b
3-b—(- 1) =0

Sistema queda a=1e b= 2.

I. 8. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1." cadeira —
2.° exame de frequéncia —2." chamada—Duracao
— 3 horas - 20-6-1969.

5714 —1) Seja / continua em [a,b] e admita
gue ai e Xz sao maximizantes (minimizantes)de /
que se supbe nao constante entre X\ e xz. Prove,
utilizando o teorema de WEIURSTRASS, que existe um
minimizante (maximizante)de / entre X\ e Xz-

Indique, justificando, os pontos (préprios e impro-
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prios) de continuidade) e de descontinuidade de
X -»/ (x) = xe"* .

R.: Suponha-se que f(x{) e f(X2) s&o dois maxi-

mos de f(x). Como f(x) ndo éconstante entre m e
X2, seja f(X3) o minimo absoluto em [x*,x,] cuja
existéncia € garantida pelo teorema de WEIERSTRASS.

Se X 3 ndo pertence a qualquer sec¢do de invariabili-
dade, f(x,) & minimo e ndo é maximo ; se X, pertence
a uma tal seccdo algum dos extremos desta cai entre
Xj e X, e ainda em tal ponto f(x) tem unicamente
minimo. Mutatis mutandis paro o caso de f(xj) e
» (X,) serem dois minimos.

A funcdo x->f(x) é continua em todos os pontos de
R excepto x= —00, x=0, X= 4-°°¢

2) Utilize a funcdo auxiliar definidapor g (x)*=

= Lf()~/(0)] (*~ i) para demonstrar que, sendo
/ regular em [a,b], entdo 3cela,b[:
m -1« = ["«>e
b - C
R.: A fungdo g (x) é regular e, como g (a)

= g (b) = 0, oteorema de ROLLE garante que g' (x) ;
= F(X)(x—b) + [f(x) —f(a)] seanula para x=c
(@< c< b). Entdo P (c)(c- b) + [f(c)—f (a)]=0,

0 que prova o teorema.

Z

3) Sabendo que x"-f(x)=kx— é cres-
1+ x
cente V x eR, mostre que k2g9/8 .
X* + 3 X’
R.: f(x) —K >0,V xeRr.
1+ xH - Co
Tomando g (x) = , 0 seu maximo lera
o (1+ x»3
de ser inferior ouigual a k; Ora
—2x* + 6X
EM o
g' (0)»=g' (+1/3)=0. Nao édificil reconhecer que
+ sao maximizantes e g(+\/3) = 9/8. Logo,
k>9/8.
e (1 + xlog x)

4) Calcule P

e (1 + xlog x)

R.: P + P e log x 1

P——~(-elogx —P— =¢e'logx,
X X



74

5715 —1) Sendo A e B matrizes quadradas
tais que AB e B A existem, demonstre que a soma
dos elementos principaisde A B e BA éa mesma.

Prove que matrizes diagonais da mesma ordem séo
permutéveis na multiplicagéo.

R.: Fazendo P=AB e Q=BA vem Pij= a,,b,j

« qy —b,, a,j com a(mudo) — 1,2, s, n. Entéo
ViiMaKi «In—"ia‘al “*° " «e (>™do)=l ,2, eee n.
Logo, 2 Pu- 2 MM1° “la*ai °°" * (mudo) -
1 1
—1,2 ,ese,n e 1(mudo) = 1,2,¢¢°,n.
Para a segunda proposicdo, supondo A e B dia-
gonais da mesma ordem, vem
i1141i 0 =)
Pij ~ a, Kj =\
lo (i=£j)
fb..a, (i =1i)
I ="ia"«j ~ ]
lo (i #]j

ogue prova que P = Q.

2) Utilize a teoria dos determinantes para calcular
os valores de a e b por forma que o sistema de
equacoes lineares

&I+ =2 mm a
X, *=b

X, =1

Xi —
2X, +
» + 2ar,= 0

seja possiv.il. Ache nesse caso a solucdo do sistema.

R. : A caracteristica da matriz dos coeficientes €& 2
pois, por exemplo,
a= 1 1 = —2 0. Para que o sistema seja
1 —1
possivel o teorema de ROUCHK exige que os determinan-
tes  caracteristicos
al, = 1 Il a «—2fb + 3a

= a—b

sejam nulos, isto e

— 2+ bt 3a
a- b-0
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que dd a= b = 1/2. O sistema dado é pois possivel
(determinado) para estes valores de a e b eé equi-
valente ao sistema constituido pelas equagdes  principais
I'xj + X,= 1/2 cuja soluggo ¢ x,= 1/2 e x,=0

Xxi —x,= 1/2

I.'S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1» cadeira —
Exame final — Epoca de Julho — 1.* chamada —
Duracdo 3 horas - 5-7-1969.

5716 — 1) Seja A subconjunto do conjunto fun-
damental U. A aplicagdo <p. de U em |0,1] de-

finida por
<# (x e A)
(xfA)

é a chamada funcdo caracteristica de A. Demons-

tre que
a <p.()=1-u>(X
‘) fAOB 0) = GCAO00 -CB fa)

O GAUBOO = GAO0 + GCBOO~C-tnB 00-

R.: a) Como
c-a (X) - I<=>x"MNA<=>Q(x) - O
C~AOO — O<=> x e A <=> 9 (x) = 1,
a igualdade é O6bvia.

b) Notando que

cAps (O ™ 1<=>xe AfiB<=>xs A AxeB <=>
<:>QA00— 1AGcB() -
¢ApBoO = 0<=>x£ Af|B<=>
X6 A A x$ B<=><p,(x)= 1 A CB0O0 = 0
XNA AxeB<=p (X)= 0 AM(X) -= 1
XAMAAXNB<=<p (x)=0A¥R (x)=0,

vem  imediatamente
CANB(X) - @ (X)<EB(X)
c) Tem-se

¢cAUBOO = I<=>xe AUB<=>
'XeAAXSB<=<p (x)=1ACBO)=0
xJAAxXeB<=>g (x)= 0Ac00- 1
1
>

XeAAxeB<=<p (x)=1A(B(O=
CAi:1)00 —0<=>X"AUB<=>xpA X~ B<=
<:>QAOO:“ AcB(x)= 0


http://possiv.il
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e, atendendo ao resultado da alinea b), vem ‘e

vAiio 00 - «PAO)"'?BO)—@ANBOO.

2) Desenvolva logx segundo as poténcias de
N= (x —1)/(x+ 1). Para que valores de X € va-
lido o desenvolvimento ? Justifique.

R.: De y=(xx—T)/(x +1) vem x=(14-y)/(l - y)
e portanto

ty

'
logx = log = log(i+y) —log(i -y)=
.Sn+l
= — 22
2;2n+1 02n+l\x+T)'
jera cieser \y | <1, donde resulta x>0.
X+ 1

3) Calcule PlIj~o~i + Vorx")

R.: Fazendo 5—x= t*, vem

1 4t3
P
= —4p- = - 4P t—1 +
t +1 t +1
©

= - 4— + 4t —a%w 11+11 -

= - 2tHT™X" + 4V0 - x- 4% I*y/5~+ 1

. sen g
4) Estude a monotonia de as—»/(x) =
] O ,x/2] e deduza desse estudo que xe]O,irl2]
sen x
. ;2/it (a igualdade ¢é verificada se e sO se
X = n/2).
X €OS X — Sen X X — tgx
R: Pp- €0S X e, como
no intervalo indicado é cosx >0 e X—tgx< O,
vem f'< O o que indica que a funcdo € incessante-
mente decrescente em ]O ,w/2] . E claro que
, Sen X sen K12
y xeJ0,*/2] > o -2/ ».
a

tre que toda s matrizes permu-

taveiscom A= 0 10 0 tem aforma
0 0 10
0 0 0 1
0 0 0O
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£ = 3 p 7 «
0 aprT
0 0 a S
0 0O
R. Fazendo B a b c d
e f g h
ij ok 1
m n o p_
Al; e f e BA. 0 a b ¢
> j ko1 0 e f ¢
m n o p 0o i j k
0 0 0 O 0O m n o
e acondicdo AB = BA implica
e=i=j=m= n~o0
a=f=k=p
b-g-1
c=nh

2) Prove que o determinante |a,| né&o sofre alte-

ragdo se se multiplica cada a, por p''. Calcule
1 1 1 eee ]
—1 0 1 eee ]
—1 —1 0 ool
1 -1-0
R.: Como qualquer termo da matriz [a,J i da
forma t = a, ™ a, N eee manj multiplicando  cada

31, por p'-' vem

C =P " a,S. =t
pois 20, —2p,= 0.
Adicionando a primeira linha do determinante dado
a cada uma das restantes, vem odeterminante  triangular
1 0 1 oeeel
0 1 20?2
0 0 1eee?2
000 1

cujo valor i 1.
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I.S. C E. F. — MATEMATICAS GERAIS— 1" Cadeira-
Exame final —Epoca de Julho — 2* chamada-
Duracdo 3 horas —11-7-1969.

5718 —1) Prove as seguintes proposicdes relati-
vas a conjuntos:

a) Af[B =A—(A— B)

by B"M<=>B = A—A —B).

R:a A—(A- B)= Afi (A®B)=An

n (ATTAB)=An(~AUB)= (An~A)U
u(AnB)- 2u(AnB)=AnB.
b) B¢A<=>AnB- B<=>B=A- (A—B)

2) Supondo que a funcdo / é par (impar), mostre
que, possuindo derivadas para x —0, sdo nulas as
derivadas de ordem impar (par).

Sejam f e g fun¢Bes impares com derivadas con-

tinuas de ordem <g3. Admitindo que 0) =j=0,
ol (x)-21(2x)+/(3x)
calcule lim .
X=0 <7(x)-2,(2x) + g(Sx)
R.: Para funcdo par tem-se
f(x) =f(-x
f'(x) = -f"(-x)
" (x) = ' (— x)
fwWx) = _ fW(_x)
que implica f (0) = f "(0) = e« = 0. Para funcéo
impar tem-se
fx) =-f(- x
P(x) = ¢ (-x)
fi(x) - —f(— x)
f»'(x) = f»'(-x)

o gue implica f(0) = P'(0) = eee= 0.
O limite apresentado conduz a uma
da forma 0/0 «a regra de Cauchy da

f(x) - 2f (2x) +f (3 x)
Mo g(x)-29(2x) + g(3x)
P(x) —4f (2x)+3f (3 x)
x=0 g'(x)-4g'(2x) + 3g'(3x)
f'(x) - 8f"(2 x)+ 9f"(3x)
-0 g"(x) - 8g»(2x)+-9g''(3x)
_ jim P" (x)-16 P'i (2 x)+ 27 PH (3 x) f" (0)
»0 g™ (X)-16 g™ (2x) +27 g™ 3x) © g™ (0)

indeterminacao
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3) Calcule P
1 + 3cos2X
R.:
1 sec’ X sec’ x
P = P. = -
1+3 cos x sec’ x + 3 4 + tg° X
1
— sec’ x
1 2 1 /iy x\
p
2
l+(-|-)

4) Para que valores de a e b oponto P (1,3)
é ponto de inflexdo da imagem de x—>-f(x) = ax® +
+ bx ? Justifique.

Escreva a equacdo da tangente a curva no ponto
de inflexdao.

R. P(x)=3ax2+ 2bx
f'(x) = 6ax + 2b

A condicdo f(1)=3, juntamente
a=—3/2 eb= 9/2

com f"(l1)=0, da

9
4 tangente de inflexdo & Y —3 = — (X —1).

5719 — 1) Dada a matriz A (-3 .
ache as matrizes X que satisfazem a equacdo matri-
cial AX = XA.

x H* TI
L3 X.J

R.: Tomando

L—3x, + 4x, —3X,-(-4x,J

[>t —3x,
Lx,-31i,

—2xj+ 4 x,l

XA —2x f4x,J

A condicdlo A X = X A conduz ao seguinte sistema

homogéneo duplamente indeterminado:

33X, —2X, =

21! — 3 x, —2x,=0
-3X, +3x,+3x,=0
—3X, + 2X, -

o

Um sistema fundamental  de solugbes i dado por
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e portanto a solugdo
- o
| |

geral
* =« + a
2
X, =3 a
., -a
X‘ -

para quaisquer valores dos parametros a e (3. Tem-se

entdo

X

[7 1]

2) Prove as relagdss:

a) «lisea,, = «117~11 + 0 2
. ZI 2Z
nl 1»5

1 0--0

<Hx s «i.

fio«lieoa» Oa, ¢« a,
a,ie *»ai o Oa,,, *
R.: a) Basta desenvolver pelo teorema de Laplace

0 determinante  no primeiro membro ao longo da pri-
meira linha (coluna) e proceder de modo idéntico para

0 determinante  no segundo membro para se obter o
resultado.
b) Utilizando o teorema de Laplace para o segundo

linha e para o ter-
coluna, obtém-

ao longo da primeira
ao longo da primeira

determinante
ceiro determinante
-se 0 primeiro.

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS — 1.* cadeira «
Exame final — Epoca de Outubro (1.* chamada)
Prova escrita — 1-10-1969.

5720 — 1) Estude do ponto de vista da reflexivi-
dade, simetria e transitividade as relagdes binarias
seguintes :

7

a) XxSy<=>x e y sao primos entre si em N;
p XSy<=>as—y<1lem B;

c) j<=>Ix—yl< 3 em IB.

R.: a) Nao reflexiva, simétrica e ndo transitiva.
b) Reflexiva, n&o simétrica e ndo transitiva
c) Reflexiva, simétrica e ndo transitiva.

2) Utilizando os desenvolvimentos em série de
MAC-LAURIN de sen x e cos x, determine a, b e c

x (@ + bcos x) — csen x
por formaque hm =1

X (a + bcos x) — csen x

R.:
bx* bx" bx’ . .
x(a + b H € 9—oxH cxex .
24 6 - y 6 120
(a+ b—c) xf (- —" 3.(JL. 2 \5....
v ' \6 2) \ 24 1207
Para que o limite seja 1 e preciso que
a+b—c -
c b
~6 'T
b c
120
~ = 120
¢ \'b= 60
1 =10
|
3) Culcule P sen (log x)
sen (log x 1 1
R.: (Jg ) = P — sen (log x) —
X X X
1 11
— cos (log x) 2P cos (log x) — e —
X X
sen (log x sen (log x
— cos (log x) (_g ) 4-2P (log x)
cos (log x) sen (log x) sen (log x)
2 X2
donde resulta
sen (log x) 11" cos (log x) sen (log x) ~|

< J

' x3 " T L X
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4) Represente geometricamente a funcéo definida

por / (X) - 1—e~*+ —e™*

R.: Dominio: ]—o00, -)-00 [.

Continuidade: continua em todos ospontos préprios e
em X — + 00j descontinua para X= —o00.

Variacdo : f'(x)=e™ (1—e™) eportanto a funcéo
é decrescente em ]—oo0,Q) e crescente em [0, + 00 ;
possui o minimo f(0) = 1/2 .

Concavidade e pontos de inflexdo:
f'(x) = e* (2e--1)

e portanto a concavidade esta voltada para cima em
]—o00,log 2] e para baixo em ]log2, H-00[; existe
um ponto de inflexdo para x = log2.
Assintotas: Y = 1
I

5721 —1) Discuta a caracteristica da matriz

4=r 1 2—1 0 -
4 1 0—2 rlril
3—1 1—2

2 —3 2 n o— 1]

consoante os valores assumidos por men.

R.: Condensando A, obtém-se
-1 0 1
0 —7 4 -2 —3
0 0 0 0 m

LO 0 O n+2 0_
donde i facil concluir a resposta:
-2 r=4
m=£<
——2 r=3
—2 =3
-2 r=2

2) Utilizando a teoria dos determinantes, «aieule
a e 8 por forma que o sistema de equacOes lineares

Xj+ X, 4 X,=2
2Xj+ 12+ 2x3 = a
X1 +pPx,=0

seja possivel indeterminado.

GAZETA DE MATEMATICA

R.: Tomando a matriz dos coeficientes

r, 1 n,

Li o pj
B iera cie ser determinado por forma que a caracteris-
tica de A «e/oinferior a 3. Basta tomar \A|=0

para odier 8e» 1. E claro que a caracteristica de A
passa a ser 2 porque A = 170.

Para que o sistema seja possivel épreciso que o carac-

teristico 1 1 se anule o que acontece para a=2.
2 1
10 O

Portanto, para a=2e8 = | o sistema e possivel

e simplesmente  indeterminado.

I.'S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1* cadeira —
Exame final —Epoca de Outubro (2.* chamada) —
7-10-1969.

5722 —1) Para quaisquer conjuntos A e B de
U define-se a soma simétrica A ® B do modo seguinte:

A®B = AijB — (AftB). Prove que
4 A@B = B®A
by A®A- 0

¢) (40B)nc = (4nc)©(Bnc')

R: ay A©B= AUB- (AnB) =

= BuUuA-(BnA) = BOA
b) A©A= AUA- (Af~[A)= A—A=0
¢) (A©B)nC = [(AUB) - (AnB)]nC =
[(AuB)n(AuB)]nc =
I[(AuB)nAju[(AuB)nBJinc=

i[(Bn~A)u(AnB)]inc =

= [(Bnc)nAJu[(Anc)nB]
(AnC)©(Bnc) = [(Anc)u(Bnc)] -
- [(Anc)n(Bnc)] =

[(Anc)u(Bnc)] n [(Anc)u(Bnc)j
[(Anc)n(Bnc)]u [(Bnc)n(Anc)]
[(Anc)nBJu[(Bnc)nA].

2) Prove que {— -3 =1+8S (4"*+2)x"

para |x|< 1:
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1+ x\v3 (1+X)3 (]_-X)"

» (1,3X +3X2+X3) (1+ 3X+ 6X2+10X3+ se0) =
=1+ 6xr 18x*+ 88x»H

para \x|< 1.
Para obter o termo geral do desenvolvimento note-se
que o coeficiente de x" (n> 3) ¢é
(n+1)(n+ 2) o nn+ 1) d (n-1)n £
y (=8)(n-n

7em-ie enido

'
+

x \ 3
(JHjJ =1+g (@4n" + 2)x"

losr @ \ *
— J

2
N\ =
( 1 ) log x

— % *x+ 2P—2

1
P—to,,2x =
X

1 X / 1
= logi x + 2 logx + P — ) =
X \ X X

2
«* log® x log x
X X
4) Determine os valores de a e 6 por forma que
a funcdo x -*f (x) =alogx +bxi +x tenha extremos
para xi —1 e cc, —2. Mostre que com esses valo-

res de a e b x, ¢ minimizantee ar, é maximizante.

RT f (x)= )-2bx-f-1 e o sistema
X

a+2b+1 -0

— +4b+1=0 Ib = —1/6

Para estes valores de a e b wm f"(x)= «3x2

i_ . como pi(1) 1 >0, f*(2- - -L <0,

Xi & 1 e minimizante e x,=2 é maximizante.
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5723 —1) Ache as matrizes X e Y tais que
. crcav=q 12 10]
x.sv=[-5 - 3]
donde resulta
6
US04 Bl -2X+6YSD gy eg
tiem
7Y 1 \] ou Y "
| ] ’ | |
2 10
1 2 1
0 1 2
2) Prove que D,, = i+ 1.
0 0 O
Sugestdo: Estabeleca previamente a relagdo

D.,-2A,-,-D.,_..

R: Desenvolvendo

D,, peZo ieorema de Laplace ao
longo da primeira

coluna, vem D,= 2D,,_,—1.D,,_,

D, <D_i D. -D,,_.,. Esta relagdo mostra que
DjD,D, ... estdo em progressdo aritmética e, como
. 2 1
Dj—2,D,— =3, a razdo dessa progressdo e

1 o5lle prova o residtado: D,,= n-)-1.

Enunciados e solucbes dos n.”" 5706 a 5723 de Fernando de Jesus

. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 15-1-1969.

5724 — 1) Umaaplicagdo tf: A -+B diz-se cons-
tante sse V. f(xX) =9 (y)
X,y e A
a) Dadas duas aplicacdes f:A~*B e g:B-*C,
prove que a aplicagdo composta h=go/ é constante
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sempre que pelo menos uma das aplicagdes / ou g
o for.

b) Mostre por meio de um exemplo que go/ pode
ser constante ndo o sendo / nem g.

5725 —2) Indique, justificando, se sdo

a) reflexivas 6) simétricas c) transitivas
as relagdes F,G e //, no conjuntodos reais, deter-
minadas pelas condi¢des seguintes :

1% xFy<=Ix—y|<S1

2.*) xG y<=>x—yeZ

3.¢) xHy(=>3 (xe[k k + I[Aye[kk
kezZ

+11)

onde Z designa o conjunto dos inteiros.

Nos casos em que se trate de relacdes de equiva-
Iéncia descreva as classes de equivaléncia a que per-
tencem os nimeros 0, 1/2 e 1.

5726 —3) Quando possivel dé um exemplo de um
conjunto X, majorado no conjunto ordenado R e
Cujo supremo seja:

a) ponto de acumulacdo de X

b) » isolado de X

c) » interior de X
d) » fronteiro de X
e) » exteriorde X.

Nos casos em que nao seja possivel indicar um
exemplo prove que efectivamente o nao é.

5727—4) Seja u,, otermo geral de uma suces-
sdo limitada, verificando a condicdo

y (n m=> K, L J
tn,neN

e seja V o0 conjuntodos termos da sucessao :

Das proposicdes

a) U nao émajorado

b) U tem elemento minimo

c) u,, € convergente

d) o derivado de U nao é vazio
indique as que sdo necessariamente verdadeiras, as
que sdo necessariamente falsas e as que podem ser
verdadeiras ou falsas consoante a sucessdo u,, que

seja escolhida.
Justifique cuidadosamente as suas respostas.

GAZETA D E MATEMATICA

I. S. T. — MATIMITICAB GERAIS — 15-1-1969.

5728 —1) Represente A, sucessivamente, cada
um dos conjuntos: J—1,0), N= [I,2,...],
z=1., —2,—1,0,1,2,e Q (conjuntodos
racionais). Diga quais das seguintes proposicdes sédo
verdadeiras e quais sado falsas:

a) Vv 3 X6
XeA

) 3 VvV xe
X6 A

c) V 3 x6
e>0 xe A

Justifique resumidamente.

5729 —2) a) Seja A o subconjunto de R for-
mado por todos os numeros x tais que xeR e
a’ < 4. Prove que a interseccdo dos derivados de A
e de Q éigual ao derivado da interseccdo de A

e Q:
(A n Q< =*A>C)Q'

b) Dé exemplos de dois conjuntos (por exemplo,
dois intervalos abertos de R, escolhidos convenien-
temente) tais que a interseccdo dos seus derivados
ndo seja igual ao derivado da sua intersecgao.

5730—3) a) Demonstre que sendo AiA, - A,
(keN)  subconjuntos majorados de R, a sua reuniéo,
A= jx:xeN V'"-A2V-- -V A\ é também
um conjunto majorado.

b) Se em vez de um numero finito considerarmos
uma infinidade de conjuntos majorados, sera ainda
verdadeira a afirmacdo de que a sua reunidao é neces-
sariamente um conjunto majorado? Justifique.

5731 —4) Seja u,, o termo geral de uma suces-

sdo limitada verificando a condicdo \t «,eN e seja
HeN

U o conjuntodos termos da sucesséo.

Das proposicgdes :

a) U éum conjunto finito

b) U é um conjunto fechado

c) u,, éestritamente monotona

d) u,, € convergente

indique as que sao necessariamente verdadeiras, as
que sdo necessariamente falsas e as que podem ser
falsas ou verdadeiras consoante a sucessdo u,, que
seja escolhida. Justifique cuidadosamente as respostas.
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I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 22-1-19609.

5732 —1) Para cada xeR, seja

/ xX) = max\k:keZ Ak~ aj e gxX) =x—f(x).

a) Determine os contradominios dasaplicacdes /
e g (de B em R) eindique se elas sdo injectivas
ou sobrejectivas.

0) Determine asaplicagbes compostas / o f, gog
fog, g o f.Justifique abreviadamente as respostas.

2) Indique, justificando, o derivado de cada um
dos seguintes conjuntos :

A =Wxe NI\ 3 xy =100|
ye-V
B=|x:xeRAO< |- ||"3]j
C=={x:xe.RAI*I<min]||x-2],|x +2]||}
f m 1
D=\x:X6B/\ 3 X — =
| m,ne N m+ nJ

3) Das proposigdes

y XcF=)int Xciat Y
x, FcB
y Xcl'=>ext Xc ext Z
X, rc
y X C Y =>front X ¢ front F
i,ics

s6 uma € verdadeira. Demonstre-a e mostre, por meio
de exemplos convenientes, que as outras duassao
falsas.

4) Seja .Xj, X, ,X,,, *** uma sucessdo crescente
de conjuntos ndo vazios, todos contidos num mesmo

conjunto X, limitado em R.
Para cada neN, seja ainda a,, = infX,, e b, =
= sup X*.

a) Prove que assucessdes determos gerais a,, €
b,, sdo convergentes e que

lim a,, 5-. limb,, .

b) Em que caso se verifica aigualdade ? Justi-
fique.

I. S. T.- MATEMATICAS GERAIS - 22-1-1969.
5733 —1) Sejam A e B dois conjuntos total-
mente ordenados (com relacdes de ordem que, em
ambos os casos, serdo designadas pelo sinal <)e

 uma aplicacdo de A em B tal que

y (x<!=><(>(x)<<p(2/)).
X,yeA
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Nestas condicdes :

a) prove que as proposicdes <« € sobrejectiva» e
«p é bijectiva» sdo equivalentes;

b) prove que, se S éuma parte majorada de A >
a imagem P (X) éuma parte majorada de B;

c) podera haver partes ndo majoradas de A que
tenham por imagem uma parte majorada de Bf
Justifique.

2) Sendo G a relagdo em B formada por todos
os pares (x,y) e R* que verificam a condigdo

xXeZMxhy<Cx +1,

a) indique o dominio e ocontradominio de G e
da relagdo inversa G-~'. Algumas destas relacdes &
uma funcéao?Justifique.

6) Verifique se G érpflexiva, simétrica ou tran-
sitiva.

3) Sendo
A= \x:xe RJXx* —1<0|
B=jx:xei?AO0O<x —3<S|x—5]]|

C=[‘x: 3 X=24+-/— —j

neN n J
indique, justificando abreviadamente as respostas, o
derivado, ointerior e ofecho do conjunto

X - AUuBUC.

4) Segundo o principio de encaixe, se li,---,1,, 000
U uma sucessdo decrescente de intervalos limitados e
fechados de R, decomprimentos Cj, e ,c,, , °e tais
que lime, =0, existe um e um s6 ponto comum a
todos osintervalos 7,, .

Mostre por meio de exemplos convenientes, que se
obteriam proposicdes falsas se, noenunciado prece-
dente, se suprimisse a hipotese de:

0) asucessdo deintervalos ser decrescente ;
6) limc,=0;
c) osintervalos /,, serem fechados.

I. S. T.—MATEMATICAS GERAIS — 16-4-1969.

5734 — 1) o) Determine os limites das sucessdes
de termos gerais

2»'-1
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6) Sendo a,, 0 termo geral de uma sucessdo de
termos positivos, com limite 4-o00, considere as
séries :

i

E—— E—"

1+ o0.° it &

-.2

e indique, justificando, as que sdo necessariamente
convergentes ou necessariamente divergentes e as
gque podem ser de uma ou outra natureza consoante a
sucessdo a,, considerada.

5735 —2) o)
lim (cosirx)",

n — oo
de x nd&o inteiros, inteiros pares e inteiros impares).
6) Sendo g a funcao definida pela férmula:

Para cada xeR, estude o
(considere separadamente os valores

i 1 —(cosnx)"
g(x) =x+ lim )
0 2 4 (cosirx)"

no conjunto dos pontos x para os quais existe o li-
mite indicado no segundo membro, determine os pontos
em que g é continua, descontinua ou prolongavel por
continuidade.

5736 —3) Suponha que / ¢é uma funcdo com de-
rivada continua em R e que aequacdo /' (x) =0
ndo tem raizes reais. Enunciando os principais teo-
remas a que fizer referéncia prove que:

a) / é estritamente monoétona;

6) a funcgdo inversa de / é continua;

c) / é limitada em qualquer intervalo limitado;
d) o contradominio de / é um intervalo aberto.

Mostre também, por meio de exemplos, que podem
ser verdadeiras ou falsas as proposi¢des:

e) a equacdo / (x) = 0 tem uma e uma soO raiz
real;
/) 1/ élimitada (em R).

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 16-4-1969.
5737 —1) o) Determine os limites das sucessdes

de termos gerais:

»+ 3 ' \ 2 3/ \ Vv &e/

GAZETA DE MATEMATICA

6) Sendo 2 » © S Avessiates convergentes
de termos positivos, considere as séries:

e indique, justificando, as que sdo necessariamente
convergentes ou necessariamente divergentes e as que
podem ser de uma ou de outra natureza consoante as
séries 2 « © S “rfideradas.

5738 —2) a) Para cada x eR , calcule

) 1
lim
0 1+ ra senn x
(considere separadamente valores de x inteirose ndo
inteiros).
b) Estude, quanto a continuidade lateral, em todos
os pontos de R, a func¢do definida pela formula:

g(x)= C(x) — lim — —
n-*0o | -i- n® sen ir x
onde C(x) designa o maior inteiro <"x.
um gréfico aproximado de g (x) .

Esboce

5739 — 3) Suponha que / é uma funcdo continua
em R eque lim /(x)= 1lim /(x)= + oo
X-*- — 00 [ I Y

a) Justifique cuidadosamente as duas afirmacgdes
seguintes :

1.* Existe um nldmero
[x]>a=>/(x)>/(0);

2.* No intervalo [—a,a], / tem minimo.

b) Utilizando as duas afirmagbes anteriores,
prove que / tem minimo absoluto (isto é,
em todo o seu dominio, li) e, designando
esse minimo por 6, indique, justificando, o
contradominio da funcéo.

c) Dé exemplos de duas funcdes nas condicdes
da funcdo / deste enunciado, uma que atinja
0 seu minimo num Unico ponto, no qual seja
diferenciavel, outra que atinja o minimo em
dois e s6 dois pontos, nos quais nao sejadi-
ferenciavel.

a> O tal que

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 23-4-1969.

5740 —1) a) Determine os limites das sucessdes
de termos gerais u,, e v,,, sendo
1 n+ 1
»i=TIl «»«=«, —, VneiV
2 n+2

o= VI 3 2
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6) Supondo a,>0 , justifique que se

o»

entdo o,,-* 0.
Dé exemplos de sucessbes cujo termo geral a,, seja
um infinitésimo e tais que:

I» lim-2- =1, 2») lim"t~ = 0,

3») lim——=2.
a,

5741 —2) Seja 9 a funcdo definidapela formula:

00 josn+ 1

tr s 300 (»+l)(n+2)

no conjunto dos pontos x e R nos quais a série que
figura no 2." membro é convergente.

a) Mostre que o dominio de y é um intervalo e
indique os extremos desse intervalo.

d) Mostre que y é uma funcdo impar e estrita-
mente monotona.

c) Determine o maximo de 9.

d) Obtenha uma equacdo da tangente a curva
y = p(x) no ponto de abcissa O .

5742 —3) Sendo | e J dois intervalos de S
tais que | <z J, diz-se que uma funcédo /, definidae
continua em X, é continuamente prolongavel a J,
sse existe pelo menos uma fungdo g definidae con-
tinua em J e tal que:

f(x)=9(X) .,y xel.

Uma tal funcdo g diz-se um prolongamento conti-
nuo da funcdo / ao intervalo J.

o) Das funcoes definidas no intervalo ]O,1[,
pelas expressdes

1 w m
—, X — C(x), cos* , (e*—1)sen —,
x -1 2 X X

(onde C(x) designa o maior inteiro g”~x), indique,
justificando, as que s&o continuamente prolongaveis
ao intervalo [0,1].

6) Supondo que / é uma funcdo definida e conti-
nua em ]a,O0[ e continuamente prolongavel a [a, 6]
prove que :
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1.° / élimitada em ]a,0[:

2.° o prolongamento continuo de /
Gnico ;

3." [ étambém continuamente prolongavel a R,
admitindo, porém, uma infinidade de prolongamentos
continuos distintos.

c) Para uma das fung¢bes consideradas na alinea
a) dé dois exemplos de prolongamentos continuos a
R, por forma que num desses exemplos o prolonga-
mento seja uma funcdo ilimitada mas com limite finito
quando x + 00 e no outro seja uma funcdo limi-
tada mas sem limite quando x -> st 00.

a [a,6] é

LS. T.- MATEMATICAS GEBAIS — 23-4-1969.

5743 — 1) a) Estude, quanto a convergéncia, as

S / i 1 1 1 1
séries 2 (sh +1—t/n—1) e —+ —. —+ - .
i * *

»=;i * *

46 "M 246 2n © ™

b) Prove que, se 2cr, € uma série convergente de
termos positivos, as séries 2(—1)"+o0, e i0j tam-
bém sdo convergentes. Mostre, por meio de exemplos,
que qualquer destas duas séries pode ser divergente
se -a,, foruma série convergente, mas de termos ndo

necessariamente positivos.

5744 —2) Considere a funcdo <fdefinidaem R
pela férmula:

S(4)-[1+ CMI-[2 »-<2(M)],

onde C (x) designa o maior inteiro <L x.

a) Mostre que < é continua em JR.

6) Mostre que < néo é diferenciavel nos pontos
xeZ, mas que o é em todos os outros pontos de
R, sendo precisamente :

I(x) =2[1+ C(x)], \CxAZ.

c) Indique, justificando, o contradominio de <p.

Sugestdo:  para a resolucdo de algumas das ques-
tées anteriores, poderd ser-lhe util observar que,
sendo ke Z, paratodo o xe[kk + I[ setem

y(x)- (L+ k) 2x - ft) .

5745 —3) Sendo a um ponto de acumulagdo do
dominio D de uma funcdo /, diz-se que b é subli-
mite de / no ponto o sse existe uma sucessdo Xx,, de
termosem D]||aj talque limx,=-0 e lim/(x,) = 6.
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a) Justifique que, se / tem limite (finito ou infi-
nito) quando x -* a, esse limite é o Unico sublimite
da fungdo no ponto a.

b) Determine os sublimites no ponto O, das
funcgdes:

se xeQ
"-(1 + x), sen—, D( o
X X se xeiT\(
c) Supondo que / ¢é uma funcdo mondtona numa
vizinhanca do ponto a, indique, justificando, quais
sdo os sublimitesde / no mesmo ponto.

d Déexemplos de fun¢des que tenham como Unicos

sublimites finitos no pontoji = -foo,
1."—o0s nimeros O e 2;
2." —todos os numeros do intervalo [0,4];
3." —todos o0s numeros reais.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 2-6-1969

5746 —1) Designe por | o intervalo [0,1],
no conjuntoordenado Ti.

a) Admitindo que X czl, indique, justificando,
quais das condi¢gBes seguintes sao equivalentes & con-

dicdo oo supremo de X é menor do que 1»:

1»-14 X

2-*- v 3 1/>2s
xeX »<\*

3.« y ""My-

VA X xeX

b) Prove que ndo é possivel dar exemplos de
fungdes /, definidas no intervalo / e verificando
alguma das condicdes seguintes:

1.»—/ écontinuaem | e —J = n,yneli;

2."—/ ¢é mono6tona mas ndo limitada em I;

3.*—/ é continua e nao constante em | e /(x)

é racional, Utti,

Se, em vez de ser / = [0,1] fosse J=10,1[,
em quais dos casos anteriores seria possivel dar
exemplos? Justifique.

5747—2)
e tal que:

a) Estude a funcdo g, continua em R

o(x) = x2-logxi, yx6iT\Joj.

GAZETA DE MATEMATICA

Esboce o grafico de g. b). E a fungdo desenvol-
vivel em série de Mac-Laurin? Justifique. Obtenha o
desenvolvimento de g (x) em série de poténcias de
X —1 e indique o raio de convergéncia dessa série.

6) Determine a é&rea limitada pelo grafico da
funcdo g e pelas tangentes ao mesmo grafico nos
pontos (distintos da origem) em que ele intersecta o
eixo das abcissas.

5748—3) a) Sendo \e, e,, °**,e,] uma base do
espago vectorial E e 9 e if duas aplicagbes lineares de
E em si mesmo, prove que, para que P e < sejam
permutdveis — isto é, para que se tenha $ (X)] =
= € fpX],\y. x 6E — é necessario e suficiente que

fLil()] = *FP ()], para j = 1,2, ¢ee,n.

Se forem A e B as matrizes correspondentes a
P e i/ (emrelacdo a base referida, suposta ordenada)
de que forma se traduz, na &lgebra matricial, a per-
mutabilidade de f e iji? Justifique.

6) Designe por C(R) o espaco vectorial real
formado pelas funcdes continuas em R (com as ope-
ragdes usuais) e por 6 a aplicacdo de C(R) em si
mesmo que associa a cada funcdo f e C (R) a funcéo
g = 6(/) definida pela formula:

ol

Mostre que 6 € uma aplicacdo linear, cujo contra-
dominio é o conjunto de todas as funcdes que tém
derivada continua em R e se anulam no ponto O.
Diga se 0 é ou naoinjectiva e indique, justificando
cuidadosamente as respostas, qual é otransformado
por 8 do subconjuntode C (R) formado pelas fun-
¢bes / que verificam a condigdo :

Vxe R.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS - 21-7-69.

5749 — 1) Sendo («i,«i, *¢*, e,) uma base orde-
nada do espaco vectorial E e k um nimero natural
menor do que n, designe respectivamente por F e
Cf os subespagos de E gerados pelos conjuntos de
vectores J«i, ---,ei e je,, ,e***,e,|. Nestas icondi-
cdes, demonstre que:

l.o-FDG- |O];

2." — Qualquer que seja xeE  existe um e um s6
par (y,z), verificando as condicdes: yeF,
«eG ex=y+ z.
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5750 — 2) Determine os valores reais de a para
0s quais o sistema de equacdes :

s+a'u=0
z+a'u=0

ax+ y+
X +ay +
X+ y+az+au =0
e+ y+ z+au =0,

(nas incégnitas x,y,z e u) éindeterminado e, para

cada um desses valores, indique, justificando, o grau

de indeterminacdo do sistema.

5751 —3) Seja g uma fungdo crescente e limi-
tada em B .

Escolhido arbitrariamente um namero real c,, po-
nha-se s(cj) = C2) e duma forma geral,

0 (c,) = <M > VneN.

Nestas condicdes:

1.° — Prove que asucessao de termo geral c,, & con-
vergente (considere separadamente as hipote-
ses 2N |t e2<])e

2." — Designando porc o limite de c,, prove que,
se g €é continua no ponto c, a equacdo
g(x) = x tem pelo menos uma raiz real.

5752 —4) Qual é omaior valor que pode assumir
o volume de um cilindro circular recto inscrito numa
superficie esférica deraio r? Prove que ovalor en-
contrado é realmente 0 maximo.

5753 —5) Seja / uma fungdo definida e majorada
nointervalo 7—[a,6] (a,beR, a< 6) e, para todo
0o xe7, seja 9(x) o supremo de / nointervalo
[o, x]:

sup /(O, V z6[a,0].

te[a,x]

9 (x) =

Das proposi¢fes seguintes, prove as que sdo verda-
deiras e mostre, por meio de exemplos, que as restan-
tes séo falsas:

1.° —Para que setenha p=/ é necessario e sufi-
ciente que / seja crescente em 7.

2.""—9 é integravel em 7, mesmo que/ o nao
seja e, no caso de / ser integravel em7,
I (x) dx 19 (x) dx .
a Ja

3."—3Se 9 é continua em 7, f também o é.
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Indique ainda, justificando a resposta, uma condigdo
(a impora /) necessaria e suficiente para que 9 seja
constante em 7.

5754 — 6) Calcule o comprimento do arco de
curva definido pelas relacdes:

y =1 — log cos x

0<*<-J.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 24-7-69.

5755 — 1) Sejam uj,U;, -, u, u,., Vvectoresde

um espaco vectorial E , tais que:

1.°) «j, «2, e u, sdao linearmente independentes;
2.°) «l,«2,e U, sao linearmente depen-
dentes.

Nestas condigOes, prove que u,, pode exprimir-se,
de forma Unica, como combinacdo linearde

uj, U, e V.

Se 9 foruma aplicacdo linear de E noutro espaco
vectorial F, indique, justificando, qual das propo-
sicdes seguintes € necessariamente verdadeira:

1.* — Os vectores 9("1), 9 («2)> eee >? ("*) sao li-
nearmente independentes;

2.«- Osvectores 9(uj), 9(u,),...,9(), 9 (u.)
sao linearmente dependentes.

5756 —2) Sendo p umnumero natural, calcule
a area limitada pelos graficos das fun¢des / e g,
continuas no intervalo [0, + 00[ e tais que
/(x) = x"-logx e g(x)= x"*elogx , \/i>0.

5757 —3) Prove que, seuma série de poténcias
de x é absolutamente convergente no ponto x> O,
converge também sbsolutamente em qualquer ponto
x tal que |xl<Ja. Admitindo apenas que a série &
convergente no ponto a, para que valores de x po-
derd ainda garantir-se a convergéncia absoluta da
série? Justifique.

Se asséries Za,x" e 2b,, x" tiverem o mesmo raio
de convergéncia e se, num dos extremos do intervalo
de convergéncia, uma das séries for convergente e a
outra divergente, qual sera oraio de convergéncia da
série 2 (a,, + 0,)X"? Justifique.
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5758 —4) Recorrendo ao desenvolvimento de
MAC-LAUBIN da funcdo sen x, calcule umaaproxima-
¢do, a menos de 0,01, do integral:

fl sen x
dx
\]O X

Indique, justificando, se se trata de uma aproxima-
¢cdo por excesso ou por defeito.

5759 —5) Seja/ uma fungdo definidaem 7=[a,6]
e d= Ixi, x, ee*,», ,| uma decomposicdo destein-
tervalo; supondo a —Xx, < Xi < eee< x ., <X,=b,
designa-se por variacdo de /, relativaa decomposigao
d, onumero:

F,,-21/(x«)-/(««t,0l-
i=
Diz-se que / é uma funcdo de variagdo limitada

em | sse existe um numero k tal que, qualquer que
seja a decomposicdo d de 1, setem V,6 <k.

ANALISE

F. C. L.— ANALISE INFINITESIMAL Il — (1.* chamada)
—11-6-69.

5761 — 1) Defina espago compacto e prove que
toda a bijeccdo continua dum espago compacto num
espaga separado é um homeomorfismo.

2) Defina espaco métrico completo e prove que
todo o espagco métrico compacto é completo.

3) o) Prove que um espaco topolégico E €
conexo sse toda a parte prépria ndovazia Ad E
tem fronteirando vazia.

b) Mostre que os Unicos conjuntos conexos da
recta racional Q sdo o vazio e os conjuntos singu-
lares.

5762 —1) Zeros duma fun¢doholomorfa.

2) seja c6 o espago das fungdes complexas defi-
nidas e holomorfas em C e ponhamos, para cada
/6¢c6,

(/- » i/wi.

GAZETA DE MATEMATICA

1.°— Prove que qualquer fungdo mondétona em
/| = [o,b] é umafuncdo de variacdo limitada
nesse intervalo.

2.0 — Prove que, se / ¢é diferencidvel em [a, 6] e
se /' é uma func¢do limitada no mesmo inter-
valo, entdo / € uma fuucédo de variacdo limi-
tada em [a,6]. (Utilize o teorema de IJAQRANOI,
em cada intervalo [a;",

5760 —6) Mostre que o grafico da fun¢ao definida
em J B \|0| pela formula:

fix) *
1 —e»

tem uma assimptota e obtenha uma equacdo dessa
assimptota.

Enunciados dos n.’* 5724 a 5760 de J. Campos Ferreira

INFINITESIMAL

Prove que:

a) Nell éuma norma sobre .6 ¢

b) Uma série J»,s", a,eC, converge no espaco
normado .6 sse o seu raio de convergéncia € + 00 .
Deduza dai que S nao é completo.

. f+ae senXx
a) Prove que o integral _1
Jo X (Xt + X¥)

absolutamente convergente para todo Xe R e calcule
o seu valor em funcéo de X.

F. C, L. — ANALISB INFINITESIMAL | |— (2.* chamada)
— 25-6-69.

5763 — 1) Continuidade uniforme em
métricos.

espacos

2) Considere um espago métrico
a bola fechada ¢ compacta.
Prove que:

i f em que toda

a) E é completo;
A) todos os fechados e limitados sdo compactos.

3) Defina espago conexo e conjunto conexo.
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Prove que a unido de dois conjuntos conexos de
interseccdo nédo vazia é um conjunto conexo. Genera-
lize para uma familia qualquer de conjuntos conexos.

5764 —1) Série de Laurent. Pontos singulares de
funcdes holomorfas.

2) Seja /(«) urna funcdo néo identicamente nula
definida e holomorfaem C—|0]| . Prove que, se
para todo 5> 0 existe z,eC tal que 0<C |z,|<:S

e /("o) = 0, entdo a origem é uma singularidade
essencial de /(z) .
sen X x
3) Mostre que ,XeR é soméavel (como
X (1 + x») v

funcdo de x) sobre R e calcule pelo método dos resi-
duos uma expressdo de

<& sen X x
e dx.
X+ Xi)

Mostre, aproveitado o resultado anterior que

*+ & cosXe dx -(X)
X 1+

F. C.L.— ANALISE INFINITESIMALI I - -(2.* chamada)—
21-7-69.
5765 —a) Defina seminorma sobre um espaco

vectorial E (real ou complexo) e indique como pode
definir uma topologia sobre E a partir de uma semi-
norma. Prove que tal topologia é separada sse a
seminorma é uma norma.

b) Prove que, num espago separado, a inter-
vencdo de um conjunto compacto com um conjunto
fechado ¢ um conjunto compacto. Mostre, com um
exemplo, que a propriedade n&do é neceesariamente
verdadeira se o espaco ndo é separado.

c) Prove que num espago métrico a distancia entre
um compacto e um fechado disjuntos é > 0.

5766 — a)
morfa.

Pontos singulares duma funcéo holo-

b) Prove que se /(z) possui um p6lo de ordem 1
na origem, e" tem uma singularidade essencial
neste ponto.
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5767 —a) Prove, com base ao critério de deriva-
bilidade do integral paramétrico (Lebesgue) que a
funcéo

> *e]0, +ool,
[ a X+ X

é diferenciavel.
b) Calcule pelo método dos residuos, </ ()e

Enunciados do V. Ferreira

Université Libre de Bruxelles —Faculté des Scien-
ces Appliquées — ALGEBRE SUPERIEURE — 1969.

5768 — 1. Soit JV une matrice carrée nilpotente
(c'—a—d ilexiste un entier r~ 1 tel que N =-0).

Si on pose M I + N + N* + N° + ooe,

1) Calculer (I —N) M.

2) En déduire que | — N est inversible; que vaut
(7- N)-' 2
3) Application.

On donne la matrice

1 2 3 4
o 1 2 3
0 O 1 2
0 0 O 1

Calculer A~ (mettre A sous la forme | —N) .

E 1) (I-N)M= (I —N) (I1+N+NT+ --+N'-")
S+ N+ N*+ — + N*' -
- (N + N*+ eee + N-%)
S0

2) (I- N)-"— M.

3) A-1- N -+N - A

N
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cas
@+2)(a- 1) 0
-» Cramer —e«ne solution

(@a+2)x+y+2- 3

= 3
t (@a—I)x - 1 -
=1 a+ 2
A= (- N)-"= 1+ N+ N+ N° -1
1 -2 1 3
+y +
0 -2 XtyTz +2
0 0 -2
a-l)yx = (a— 1 -(a-1):
0 0 o ( ) ( )y - ( ) a4 2
Verification
comme
1 —2 1 0 a+ 2 —3
a—I1)=£0->x = y= z,
0 1 —2 1 @0 Y (a- 1+ 2)
0 0 1 —2 a-1 1
0 0 0 1 @a- 1)@+ 2 a+ 2
2*™' cas
—2
2 1
-* systtme de rang 2 car 1 —2
5769 —2. Résoudre et discuter le systéme 11
= —8+1+1+2+2+2=0
aas +y+a—1
_ —2 1
x+ay+e=1I avec oeR. I =4-270
x+y+ax=|
¢7y a un seul déterminant  caractéristique
R.: 2— TA. Fontené-Bouché
—2 11 —2 10
ai+y+z=I 1-2 1 1-2 0 23=6
XxX+ay+z=1 1 11 1 13
x+y+az=I
déterminant caractéristique non nul =>pas de solution.
a 1 1 a+2 1 1
1 a1l —a+2 a1 = 3ime . ..
1 1 a a+2 1 a
1 1 1 10 0 —. 3 équations identiques X +y + z=1
= (@+2 1 a1l = (@+2 1 a-1 o = — on fixe arbitrairement les valeurs de deux
1 1 a 1 0 a—1 inconnues (les non-principales) et on en déduit

la valeur de l'inconnue  principale
- (a+2) (a-1) remarque : le rang de la matrice est 1.
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Démontrer que si deux suites |o,,|
alors

5770 — 3. 0)
et \b,,\ sont telles que pour tout n a,<"6,
lim a,, <" lim 4, si ces deux limites existent.

n

n
b) Montrer qu'une suite \a,\ converge vers 0 si
et seulement si il existe une suite 6,”>0 telle que
|a,|<ft, et i,-*0.

5771 —4.
+ sin X.
a) Ecrire le développement

Etant donné la fonction /(x) « x* +

de TAYLOR d'ordre 2
«
de cette fonction au voisinage du point x — —.
m
b) Développer /(2 x) en puissances successives
de (x — 1), jusque et y compris (x —1)".

c) Calculer, a l'aide du développement de MAC
X* sin X
LAURIN lim
»*0 e
R.: 4— f(x) =x* -fsin x
o) f(x) =3x"'t cosx
f* (x) = 6x —sin X
P» (x) = 6 — cosx
IT S ( f ) .
au point X — —
3«2
4

BOLETIM
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On considere la suite de fonctions
entier positif).

5772 —5.
() == (

0) Montrer que sur tout intervalle compact fa, 6]
1/,( converge uniformément vers 0.

6) La suite /,, converge-t-elle vers 0 unifor-

mément sur R?

R.: 5- a Si xe[a,b] ona e~"°< ¢"

— ainsi la suite de fonctions f,, est majorée sur
[a, b] par wune suite numériqgue qui converge
vers 0; il en résulte que la suite de fonctions

converge uniformément  vers 0

— en effeta tout e> 0 on peut associer N tel

que
n> N=>e"°< g
— a fortiori on a alors y xef[a, b] :e* < t;
le nombre N est bien indépendant de x, il ne
dépend que de c etde b.
b) — Quel que soit n on a sup €' = oo0; la suite

uniformément

[, () |

f, ne peut donc pas converger

vers 0 sur R, car sinon sup devrait

étre fini et tendre vers 0.

Enunciados e resolucdes de J. M. Teixeira

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, ser&o publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de Matematica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccédo

d'Histoire des
Technique

178 —XI11* Congrés Internacional
Sciences — Librairie Scientifique et
Albert Blanchard — Paris.

A Unido Internacional de Histéria e de Filosofia
da Ciéncia na sua assembleia geral de 1965 quando
do X1 Congresso Internacional de Histéria da Ciéncia
realizado na Pol6nia encarregou o Comité nacional
francés de histéria e de filosofia da ciéncia de orga-
nizar o congresso seguinte.

Este realizou-se em Paris no Conservatoério Nacio-
nal das Artes e Oficios nos dias 25 a 31 de Agosto
de 1968.

Os trabalhos dos congressistas foram distribuidos
entre as sessdes realizadas em onie seccgdes.

Para uso dos congressistas ja foi publicado pela
Revue de Synthése um volume que reuniu todos os
relatérios. Na edicdo A. Blanchard estes estdo inclui-
dos num Unico volume, o Tomo 1A das Actas do
Congresso. O Tomo 1B contém os complementos
destes relatorios, as discussdes as quais eles deram
lugar, o discurso de abertura feito pelo Prof. JEAN
ROSTAND, a sintese dos trabalhos do Congresso do
Prof. LUCIEN PLANTEFOL, as conferéncias plenarias
dos Profs. MARCEL FLORKIN e AUSTAIN CROMBIE, ¢ a
lista dos congressistas.
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As comunica¢cfes, em numero superior a trés cen-
tenas, sao publicadas em volumes de acordo com a
reparticdo adoptada no Congresso.

Assim, o Tomo 1A contém:

Avant-propos.

Coléquio a.* 1 — Condition» et proges de I'objectivité
en Histoire des Sciences (Organizador : PIERRI COS-
TABEL).

Relatorios de :

A. P. YOUSCHKEVITCH — Histoire des sciences et
civilisations.

BOGDAN SUCHODOLSKI — Les facteurs du développe-
ment de I'histoire des sciences.

SUZANNE BACHELARD — Epistémologie et histoire des
sciences.

CHARLES C. GILLISFIK — Remarks on social selection
as a facteur in the Progressivism of Science.

Coléquio n."" 2 — Fautes etcontresens des traductions
scientifiques médiévales (Organizador : GUY BEAUJOUAN).

Relatorios de:

JOHN MURDOCH — The medieval Euclid : salient
aspects of the translations ofthe Elements by Ade-
lard of Bath and Campanus of Novara.

BORIS ROZENFELD — Traductions et publications so-
viétiques d'oeuvres mathématiques médiévales.

RICHARD LEHAT — Faustes et contresens dans les
traductions arabo-latines médiévales: IIntroducto-
rium in astronomian d'Abou Macshar de Balkh.

MARIE THERESE D'ALVERNT—Les traductions d'Arig-
tote et de ses continuateurs.

GUY BEAUJOUAN — Fautes et obscurités dans les
traductions médicales duMoyen Age.

JERRY STANNARD — Medieval reception of classical
plant names.

Coléquio n.° 3 — Les origines de V*Algébre moderne*
(Organizador : RENE TATON).

Relatoérios de:

JEAN ITARD — L a théorie des nombres et les origines
de l'algébre moderne.

ISABELLE BACHMAKOVA — Sur I'histoire de I'algebre
commutative.

PAUL DUBRBIL —La naissance de deux jumelles:
la logique mathématique etl'algébre ordonnée.

LUBOS NOVY — L'Ecole algébrique anglaise

GAZETA DE MATEMATICA

HANS FRKUDENTHAL — L'algébre topologique, en par-
ticulier lesgroupes topologiques et de Lie.

de la notion de
(Organizador :

Coléquio n.° 4 — Développement
structure en Physique  mathématique
MARIE-ANTOINETTE TONNELAT).

Relatdrios de:

J. B. POGREBYSSKI — Structures mathématiques et
théories physiques depuis Archiméde jusqu'a La-
grange.

LEON ROSENFELD—The structure of quantum Théorie.

MABIE ANTOINETTE TONNELAT —R@dle et portée des
structures dans la physique relativiste.

Coléquio n.° 5—La génération spontanée, de [I'An-
tiquitt a 1700 (Organizador : LUCIEN PLANTEFOL).

Relatérios de:

PIEBRE Louis — L.a génération
Aristo te.

PAUL BBIEN — La génération desétres vivants dans
la philosophie épicurienne.

CABLO CABTELLANI — Les idées sur la génération
spontanée dans l'oeuvre de Fortinio Liceti.

EVERETT MENDELSOHN — Philosophical Biology yg
expérimental Biology: Spontaneous Generation in
the seventeenth Century (Summary).

spontanée chez

Coléquio n.° 6 —L'élaboration des concepts etdes
méthodes de la psychologie différentielle au XIX' siécle
et au début du XX' (Organizador: GEORGES CASQUI-
LHEM).

Relatérios de :

L. S. HEARNBHAW — The concepts of aptitude and
capacity.

ROBEBT |. WATSON — The individual, social, educa-
tional, economic and political conditions for the
original practices of detection and utilization of
individual aptitude differences.

J. F. RICHARD — La découverte du fait des diffé-
rences individuelles comme obstacle dans les pre-
miéres expériences de mesure en psychologie.

MAURICE REUCHLIN — La psychologie différentielle
au XI1X* siecle etaudébut du X X*: métrique statis-
tique et comparaison ordinale.

Coléquio da Divisdo de Filosofia da Union Inter-
nationale d'Histoire et de Philosophie des Sciences —
L'histoire  de la philosophie des sciences dela nature
(Organizador : HANS FBEUDENTHAL).
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Relatorios de :

CALINA MARE — Quelques aspects de I'évolution du
concept de déterminisme dans la physique.

FRANCOIS DAGOGNET — Remarques sur une loi pré-
sumée de développment.

HANS FREUDENTHAL — Les faits et gestes de l'ane
de Buridan.

O Tomo Il destinado aos Problemas Gerais da
Histéria da Ciéncia-Epistemologia contém as comuni-
cacdes seguintes:

AOASSI JOSEPH — Can we learn from history?

BATJUSHKOVA IRINA — Regularities in the develop-
ment of Science as manifested in the evolution of
notions of the structure of the Earth.

BELLONI LUIOI — La répétition des expériences an-
ciennes et son utilité pour I'Histoire des sciences.

BENNETT JOHN F. — An appeal for the History of
scientificinspiration.

BOULIGAND GEORGES — Unité du théorique, du cog-
nitif et de la création libre.

DAHBSEA IZYDOBA — L'instrument et l|'objet de re-
cherche a la lumiére de la théorie physique d'apres
Duhem, Bridgman et Bohr.

DUBAL GEORGES — Le cheminement vers la pensée
scientifique.

EISELE CAROLIN — C. S. Peirce and the scientific
Philosophy of Ernst Mach.

FERRAZ ANTONIO—L'Histoire de la Science etl'Epis-
témologie.

GABEY ALAN —Les trois genres de découverte selon
Descartes.

HEBLITIZIUS EBWIN — History of Science and Deve-
lopment.

JOJA CBIZANTEMA — Pour une Histoire de la Philo-
sophie des sciences.

KONFEDEBATOV IVAN — Exponential or logistical law
of scientific development.

MCCARTNEY PAUL et VINATY THOMAS — Expériences
et comptes rendus d'expériences chez Galilée.

MOULOUD NOEL — Le développement axiomatique
des sciences et les perspectives actuelles de la philo-
sophie des sciences.

PRICE DEREE J. DE S. — Who's who in the History
of Science: a survey of our profession.

RAVETZ JEROME R. — The problem of «the scientific
Révolution».

RODNYI NAUM J.— La Logique et I'Histoire des
Sciences.

SADOVSKY VADIM N.— General systems theory: evo-
lution of ideas.

SCHMITT CHARLES B. — Experience and experiment
in Galileo's De molu.

01

SPEZIALI PIERRE — Apercu historique des princi-
paux essais de classification des sciences.

WHITBOW MAGDA — The Isis Cumulative
graphy.

ZVORIKIN ANATOLI A. — The results of a socio-psy-
chological study of creative activity in Science and
Technology.

Biblio-

O Tomo Il A —Ciéncia e Filosofia— Antiguidade
— Idade Média — Renascimento, contém as comuni-
cacdes:

AABOE ASGER — Some recently discovered Astrono-
mical Tablettes from Babylon.

AINTABI MOHAMED FOUAD — Arab scientific Progress
and Menelaus of Alexandria.

BARTSCH GERHARD — Die Stellung von Nicolaus
Cusanus in der Geschichte der Philosophie und Wis-
senschaft (1401-1464).

BUBSTYN HAROLD L.— The empirical basis of the
four Elements.

BUSARD H. L. L.— Der Codex orientalis
leidener Universitatsbhibliothek.

CADDEN JOAN — Two definitions of Elementum in a
13th century philosophical text.

CZEKAJEWSKA-JEDHUSIK ANNA — L'Homme de la Re-
naissance et la pensée historique polonaise au
xvi‘ siecle.

DOBBZYCKI JERZY — John Werner's theory of the
motion of the Eighth Sphere.

DRACHMANN AAGE G.—Heron's model of the Uni-
verse (Pneumatics 2: 7).

EASTWOOD BRUCE STANSFIELD — Uses of Geometry
in Medieval Optics.

GINGEBICH OWEN — The Mercury theory from Anti-
quity to Kepler.

GRANT EDWARD — The arguments of Nicholas of
Autrecourt for the existence of interparticulate vacua

HASCHMI MOHAMED YAHIA — Sur [I'histoire l'alcool.

HELLMAN C. DORIS— Sixteenth century manuscript
material on Novae and Comets.

HUBICElI WLODZIMIERZ — The religious background
of the development of Alchimy at the turn of the
Xvi century.

HUJEB KARIL—Nicholas of Cusa and his influence
on the rise of new Astronomy.

JOLY ROBEBT — La biologie d'Aristote.

KARY-NIAZOV T. N.—Exposé sur la langue de la
version initiale du «Zidj d'oulougbek».

KOLMAN E. — L'anticipation de certaines idées de
la logique mathématique chez al-Farabi".

LINDBERG DAVID C. — Bacon, Witelo, and Pecham :
the problem ofinfluence.

MOUTSOPOULOS EVANGHELOs — Science harmonique
et empirisme musical chez Platon.

162 der
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NORTH JOHN DAVID — Walter of Odington and the
history of the Eighth Sphere.

PESO-YOKE HO—AIchemy in Ming China (A.D.
1367-A. D. 1644).

PETRI WINFRIED — La physique du Cosmes dans le
traité arménien d'Eznik de Kolb : De Deo.

ROZENFELD BORIS A. — Geometrical transformations
in the Medieval East.

SABRA A. |.—The astronomical origin of Ibn al-
-Haytham's concept of experiment.

TEKELI SEVIM —«The duplication of the cube».
Zail-i Tahrir al Uqglidas, Majmua”™ and sidra al
Muntaha.

THOMAS PHILLIP D.— The alchemical thought of
Walter of Odington.

VIRIEUX-REYMOND ANTOINETTE — Quelques réflexions
a propos d'un texte de Démocrite concernant la théo-
rie de la vision.

O Tomo Il B —Ciéncia e Filosofia—Séculos  XVII
e XVIII, contém as comunicacdes:

AUGUBTYN WLADISLAW — Le
dans la méthode de Descartes.

BEAUDE JOSEPH — Science et fausse science. Un
débat sur un phénoméne insolite, a la fin du xvm"
siécle: la baguette divinatoire.

DEBUS ALLEN G.—John Webster and the educa-
tional Dilemma of the seventheenth century.

Gr.MEK MIBKO DBAZEN — Descartes gérontologiste.

GUERLAC HENRY — Laplace's collaboration with
Lavoisier.

HAHN ROGER — The problems of the French scien-
tific community, 1793-1795.

role du scepticisme

HANKINS THOMAS L. — D'Alembert and the great
Chain of Being.
HEILBBON JOHN L.— Honoré Fabri, s. j., and the

Accademia del Cimento.

HINE WILLIAM LEWIS — Marin Mersenne and Ita-
lian naturalism.

JAQUEL ROOEE —La traduction francaise commentée
(de 1801) des Cosmologische Brie/e (de 1761) de Jean-
-Henri Lambert (1728-1777).

KANGBO HANS—Joachim Jungius und die atomistik
im 17.Jahrhundert.

KREILING FREDERICK C. — Leibniz'
History of Scienee.

LORIA MARIO — Un manuscrit de I'Actdémie des
Sciences de Turin : le Trait¢ de Physique de Jean-
-Baptiste Beccaria (1754).

MAHEU GILLES — Un projet d'édition de
littéraire et scientifique de Jean d'Alembert.

MAKEK JIRI—Kepler's inventions in physical Optics.

PoPKiN RICHARD — Joseph Glanvill's continuation

views on the

I'oeuvre
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of the New Atlantis: mitigated scepticism and the
ideal of the Royal Society.

ROBINET ANDRE — Originalité des
Malebranche en biologie.

ROGER JACQUES — Méthodes et modeles dans la pré-
histoire du vitalisme francais.

ROTHSCHUH KARL et DECHANGE KL —La tradition et
le progrés dans la Physiologia de Henricus Regius et
ses relations avec les idées de Descartes.

ROUSSEAU G. S. — Poiesis and Urania: the relation
of Poetry and Astronomy in the English Enlighten-
ment.

SORIBA CHRISTOPH J. — The French edition of New-
ton's Principia (translation of the marquise du Cha-
telet): 1759 ou 17567

SETTLE THOMAS B.— Ostilio Ricci, a bridge between
Alberti and Galileo.

SIMON ISIDORE — Les sciecces naturelles, les mathé-
matiques et l'astronomie hébraiques aux xvi", XVII*
et xvm" siécles, et leur place dans I'histoire générale
des sciences.

SMOLKA JOSEF — L'Abbé Nollet et la physique en
Bohéme.

STEUDEL JOBANNES — Leibniz
pische Forschung.

STICKER BEBNHARD — Leibniz et Bourguet. Quelques
lettres inconnues sur la Théorie de la Terre.

TABARRONI GIOBQIO — Jean-Dominique Cassini, de
Bologne a Paris.

THACKRAY ARNOLD — «The business of experimental
Philosophy». The early Newtonian group at the
Royal Society.

TILLMAN ALEXANDRE — Descartes et la psycho-péda-
gogie de I'enfance. Bréves remarques.

VOISE WALDEMAR — La mathématique sociale au
XVII" siécle.

WHITBOW GERALD J. — The nebular hypotheses of
Kant and Laplace.

conceptions de

und die mikrosko-

Os restantes Tomos, 12ao todo, serdo publicados
ainda no decorrer do presente ano, e deles faremos
apresentacdo mais pormenorizada no préximo ndmero.

Para terminar e fazer ressaltar convenientemente o
valor desta obra, diremos que ela beneficiou do con-
curso financeiro da

— UNESCO

— Unido Internacional da Histéria e da Filosofia
da Ciéncia

— Ministério da Educacdo Nacional francés

— Academia das Ciéncias (Fundacédo Lontreiuil) —
Paris

— Delegacdo Geral para a Investigacao Cientifica

e Técnica.
ji.G.T.
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179 —J. L. LIONS e E. MAOENIS — Problemes aux
limites non homogénes et applications—Travaux
et recherches mathématiques, Dunod-Paris.

Esta obra da qual a Editora Dunod acaba de
publicar o terceiro volume, estuda de maneira siste-
matizada os problemas aos limites, relativos aos
principais tipos de equacdes as derivadas parciais
lineares, as suas aplicagdes, particularmente na teoria
de controle 6ptimo.

No que respeita as aplicagdes os autores consideram
os problemas com dados aos limites «<ndo homogéneos»
muito gerais: massas concentradas sobre afronteira,
discontinuidades interessando os controles ...

O primeiro volume é consagrado as equagaes elipti-
cas e as equacles de evolugde gerais num quadro
hilberteano. A interpolagdo hilberteana é completa-
mente apresentada e aplicada aos espagos de SOBOLEV
de ordem qualquer.

No segundo volume prossegue-se no estudo dos
problemas aos limites ndo homogéneos sobre classes
particulares de equagdes de evolugao.

O terceiro volume continua, para os operadores e
os problemas aos limites do mesmo tipo dos estuda-
dos nos tomos anteriores, um tratamento analogo
mas partindo de resultados de regularidade nas
classes analiticas reais oude GEVREY.

Assim é considerado o caso em que os dados /, g,j
sdo funcionais de GEVBET OU funcionais analiticas.

Esta obra interessa sobretudo aos cultores de ma-
tematica pura e da matematica aplicada, os especia-
listas das equacdes asderivadas parciais e dateoria
do controle, que aqui encontrardo igualmente um
grande numero de problemas abertos a futuras pes-
quisas.

180 — A. DONEOU — Analyse et Géométrie Différen-
tielle — Dunod-Paris.

Trata-se da segunda edicdo dotomo 2 da collecgdo
«Mathématiques Supérieures et Spéciales» que com
o tomo 1 da mesma coleccdo cobre a totalidade do
programa de matematica superior e de MP,. Os
tomos 3 e 4 tratam do resto do programa de mate-
maticas especiais A', A, B, B e MP. Além
disso, dois tomos de exercicios e problemas corrigi-
dos, redigidos por M. CBESTEY, completam a coleccéo.

Este tomo 2 trata, com cuidado especial eprofundi-
dade, das fun¢des numéricas de variavel real e das
fungdes numéricas ou vectoriais de variavel vecto-
rial. Assim a nogdo de funcdo diferenciavel é posta
em relevo progressivamente para cada uma das cate-
gorias deBtas fun¢des, de modo que o aluno apreende
finalmente a estrutura essencial da diferenciagdo nos
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espacos de BANACH. A integracdo € apresentada a
partir das nogdes de conjuutos quadraveis ou cubé-
veis: os integrais simples, duplos, triplos, sdo assim
tratados no mesmo espirito e as interpretacdes geo-
métricas saltam a evidéncia, rigorosamente, de forma
quase imediata. Em geometria diferencial a nogédo
de curva é posta em evidéncia a partir de classes de
arcos parametrados equivalentes que introduzem os
métodos actuais de orientagdo ; a parte teérica é
ilustrada através de varios exemplos de construgdo
de curvas parametradas ouemvariaveis polares. A
teoria moderna dos tensores é exposta e aplicada a
cinematica do corpo sélido.

Para cada nocdo introduzida apresenta-se sempre
0 essencial; sdo propostos numerosos complementos
mas apenas atitulo de exercicios. Assim o aluno nao
se perde num emaranhado de pormenores ao estudar
0 seu programa.

181 — JEAK HLADIK — La transformation de Laplace
a pluseurs variables— Masson & Cie-Paris.

Ndo é necessario falar daimportancia dasaplica-
cOes praticas da transformacdo de LAPLACE. Por si
s6 ou associada a outras transformac0es funcionais,
a transformacdo de LAPLACE constitue um dos méto-
dos mais eficazes para a resolucdo de numerosas
equagdes lineares que descrevem fenémenos fisicos,
biolégicos ou econdmicos.

Este trabalbo nao se dirige apenas aos fisicos, en-
genheiros e investigadores preocupados com pro-
blemas de matematica aplicada mas também aos
estudantes de especializagdo em certos dominios, pois
o estudo das transformacdes funcionais, particular-
mente o da transformacdo de Laplace, revela-se fun-
damental a este nivel.

O livro estd redigido com vista asaplicagées pra-
ticas. O autor, porém, apresenta o essencial dos
teoremas fundamentais e da sua demonstracdo o que
assegura a transforma¢do de Laplace as bases rigo-
rosas, e o conhecimento dos fundamentos tedricos
duma ciéncia mateméatica que facilita o tratamento
dos métodos de aplicacdo que dela resultam.

A transformacdo de Laplace a uma oua duasva-
riaveis aparece em primeiro lugar assim como as
diversas aplicagbes aresolucdo das equacdes diferen-
ciais lineares de qualquer ordem, das equacdes re-
correntes, ao estudo de numerosas fung¢fes da fisica
matematica, da teoria analitica dosnumeros, a inte-
gracdo das equacdes de derivadas parciais para con-
dicdes aos limites muito variadas, e aresolucdo de
equacgdes integrais. Atransformacao de Laplace asso-
ciada as transformacgdes funcionais de Hankel e de
Fourier aparece de seguida com numerosas aplicagdes
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destas transformacdes, por si, oncombinadas, o que
constitue um ramo relativamente recente.

A segunda parte da obra € constituida por um
dicionario de todas as correspondéncias operatdrias
e deimagens defuncdes actualmente calculadas.

A classificacdo adoptada pelo autor permite uma
pesquiza facil das imagens em vista duma aplicacdo
pratica. Este dicionario constitue um complemento
indispensavel para o pratico : de acordo com O nosso
conhecimento ele naoexistia atéhoje em qualquer
edicdo francesa para a transformag¢do a duas va-
riaveis.

182 —PIERRE VIDAL—Systémes échartillonnés non
linéaires — Gordon & Breach e Dunod — Paris.

O desenvolvimento recente da ciéncia e das técni-
cas forga a um maior contacto entre a indlstria e a
universidade. Comefeito os engenheiros sentem-se
obrigados a actualizar cada vez mais os seus conhe-
cimentos, aparecendo a reciclagem como uma neces-
sidade directamente ligada ao progresso cientifico.

A Coleccdo TEOBIE DES SYSTEMES, de que esta obra é
o volume 1.°, é realizada com este espirito e reline certo
nimero de monografias de matematica e de fisica
aplicadas. As matérias abordadas sao vastas mas
da-se relevo fundamental a teoria dos sistemas que
cobre as duas grandes disciplinas Automatica e
Informatica. Dirigem-se aos estudantes dos anos avan-
cados que procurem obter diplomade eludes approfon-
dies francés ou doutoramento, aos alunos das escolas
de engenharia e aos engenheiros de gabinetes de
estudo ou de investigagao.

As possibilidades dos sistemas lineares sdo jado
conhecimento de grande nimero de automatistas que
os aplicam com sucesso a diversos sistemas automa-
ticos. Pelo contrério, os sistemas néo lineares de infor-
macdes discretas, tendo-se desenvolvido largamente
no decurso da ultima década, encontravam-se disper-
sos em diferentes publicacdes e foram reunidos pelo
Autor, professor do Instituto de Automética na Facul-
dade de Ciéncias de Lille. Esta obra faz uma sintese
dos métodos matematicos que intervém mais frequen-
temente nos trabalhos tedricos e apresenta nos ulti-
mos capitulos o exame de questdes especializadas
ligados aos problemas técnicos do comando auto-
matico.

O livro que apresenta uma bibliografia importante
que permite o desenvolvimento e consulta a outras
fontes mais permenorizadas contem os capitulos
seguintes :

Elementos fundamentais do calculo das diferencas

finitas.
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Método da transformada em Z.

Método do plano de fase discreto.

Método da primeira harmonica.

Método dos grafos de fluéncia.

Estabilidade dossistemas néo lineares.
Resposta transitoria e oscilagdes limites.
Sistemas de modulacdo de largura de impulsos.
Sistemas quantificados.

183 —J. P. KAHANE— Séries de Fourier absolu-
ment convergentes — Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete-Band 50— Springer Ver-
lag. Berlin-Heidelberg-New York — 1970.

Este livro temcomo finalidade o estudo das fun-
cdes daclasse A, isto é, as funcdes continuas sobre o
circulo em que a série de FOURIER é absolutamente
convergente.

O pertencer a classe A é uma propriedade local.
A teoria descritiva consiste em comparar esta pro-
priedade local a outras propriedades (interessando
por exemplo o médulo de continuidade). E avia mais
antiga devida a S. BERNSTEIN. O desenvolvimento
deste ponto de vista tem incidido principalmente
sobre as restricdes a impor as fungbes da classe A
por consideragdo de conjuntos fechados contidos no
circulo. S&o as que o Autor designa por fungdes A (E).
Os problemas aqui abordados ja foram enunciados
como temas de pesquiza por PAUL LEVY em 1934 e
em geral resolvidos em 1953 por BEURLINQ e HXLSON e
1958 por KATZNELSON. Enfim uma resenha histérica da
teoria com longa bibliografia nofim do volume con-
fere a este livro as caracteristicas correspondentes a
personalidade do Autor — professor da Faculdade de
Ciéncias de Orsay, bem conhecido entre nés—e a
coleccdo em que se insere, excelente.

184 — LEOPOLDO NACHBIN — Topology on Spaces of
Holomorphic Mappings — Ergebnisse der Mathe-
matik und ihrer Grenzgebiete-Band 47 — Sprin-
ger Verlag. Berlin-Heidelberg-New York — 1969.

Na mesma coleccdo o colaborador da Gazeta de
Matematica, L .NACHBIN, publica o trabalho que cons-
tituiu asua participagdo no Sexto Coléquio Brasileiro
de Matematica realizado em Pogos de Caldas, Minas
Gerais, Julho de 1967. Encontram-se assim reunidos
nesta monografia de 66 paginas as ideas do Autor ja
divulgadas nos seus cursos realizados emvarias uni-
versidades dos Estados Unidos, para o que foi con-
cedido um subsidio pela Fundacdo US A National
Science.

Todos estes aspectos garantem o interesse extraor-
dinario desta publicacdo como elemento didéctico.
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