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GALILEO E 
por B E N T O 

São, de todos os obreiros que, entre os sécu los 
XVI e xvn, l a n ç a r a m os fundamentos da c iência 
moderna, porventura os mais possantes, já pela 
quantidade de materiais que carrearam, já pela 
energia mental que puzeram na sua o r d e n a ç ã o . 

Entre eles há mais do que uma simples coinci-

UaUleo Galilei (1564-1642) 

NEWTON 
CARAÇA 

Com Galileo, a Ciência entra, def in i t ivamente , 
no rumo de que houvera já alguns precursores de 
gén io mas de que faltava o sistematizador e o 
construtor — o rumo da experimentação e observa­
ção como método de aquisição da verdade. Contra 
os f i lósofos tradicionalistas para quem a C i ê n c i a 

 

Isaac Newton (1642-1727) 

dênc ia de datas — Newton nasce no mesmo ano, 
1642, em que Galileo morre — há um mesmo objec­
t ivo intelectual, uma mesma pa ixão pela des­
coberta, uma mesma carac te r í s t i ca de serem, «mí-
nentemente, homens do seu tempo e da sociedade 
em que actuaram. 

Nisto, precisamente — em serem, eminente­
mente, homens do seu tempo — reside a grande 
fôrça de um e doutro ; nisso está , acima de tudo, 
a origem da espantosa d i f e r ença das suas vidas. 

Ambos enfrentaram, com a r r ò j o e poder inte­
lectual, os problemas cuja r e so lução o progresso 
da civi l ização exigia. Ambos corr igiram erros an­
tigos e deram a ê s s e s problemas so luções novas. 

não passava dum discurso pretencioso e ôco , 
af i rma «não devemos desejar que a natureza se 
acomode ao que nos parece a nós melhor disposto 
e ordenado ; antes convém que acomodemos o nosso 
intelecto ao que ela fês, certos de que isso e não 
outra coisa, è o melhor». 

Com Newton, herdeiro da obra de Galileo, ê s s e 
rumo enriquece-se com a apl icação s i s t e m á t i c a 
do m é t o d o ma temát i co . Nos seus Principia, fêz 
esta a f i rmação que é todo u m programa c ien t í f i co 
— «.. .os modernos, rejeitadas as formas substan­
ciais e as qualidades ocultas, ocupam-se de referir 
a leis matemáticas os fenómenos naturais-». E onde 
o instrumento m a t e m á t i c o n ã o chegava, tratou de 

SOCIEDADE PORTUGUESA 
DE MATEMÁTICA 
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O C A L C U L O D A S O M A D U M A S E R I E 
por A. SÁ DA C O S T A 

A necessidade de calcular a soma duma sé r i e 
surge com f requênc ia . Recorde-se, por exemplo, 
que o conhecimento do valor duma função para 
um valor dado da va r i áve l independente depende, 
muitas vezes, do cálculo da soma duma sé r i e — 
é o caso do logaritmo dum n ú m e r o do valor duma 
função goniométr ica , etc. 

1. Séries cuja soma pode calcular-se exac­
tamente. 

Só excepcionalmente a soma duma sé r i e pode 
calcular-se exactamente. Consideraremos dois 
casos apenas. 

A ) Séries cujos termos formam progressão geomé­
trica. 

Se ja a sé r i e a + ar + ar14 rOr"~'- i . Tem-se 
l — r" l—r" a 

S„ = a e 5 = l i m a = se I r I < 1 . 
l — r n - > o o l — r l — r 

S = o o se I r j > 1 ou r=l , e S indeterminado 
se r— — 1. Na pr imeira h ipó t e se a s é r i e é conver­

gi 
gente e a sua soma S" 

1 - r 
na segunda a sé r i e 

é divergente e na terceira indeterminada. 

Exemplos : 1) A sé r ie de t ê r m o geral 
»„ = (—1)"3/2" é convergente por ser | r j — l 2 < 1 

3 
e a sua soma é S = = 2 . 

1 + 1/2 
2) A s é r i e 1/5+2/54-4/5+ ••• +2"/5-f-•• • é diver­

gente porque r = 2 > 1 e a sua soma é, portanto, 
5 = o o _ 

- a + bn 
ó) Estudar a série de têrmo geral u„ = . 

2" 
O estudo compreende a determinação da sua soma, 
na hipótese da convergência ( I . S. C. E. F. — Álge ­
bra Superior — 2.° exame de f r equênc i a , Maio 
de 1938). 

O t ê r m o geral da sé r i e proposta é a soma dos 
a bn 

termos gerais v. — — e w= — de duas sé r i e s 
2" 2" 

convergentes — a primeira porque os seus termos 
formam uma p r o g r e s s ã o geomét r i ca de razão 
1/2 < 1 e a segunda porque a ap l icação do c r i t é -

n-rl 1 
r io de Alember t conduz a l i m = — < 1 . 

n ^ O C 2tt 2 
E n t ã o a soma da s é r i e proposta é igual à soma 
das somas das sé r i e s de termos gerais v„ e w„ que 

a/2 
representaremos por V e W. Mas, V— =• a 

v v ' 1 - 1 / 2 

e, quanto a W, notemos que podemos escrever, su­
cessivamente, em vir tude da s é r i e ser convergente 
W = b/2 + 2ô,'22 + •. • + «6/2» + ••• = 

= * [112+(1 /2»+l/2»)+(l /2 3 +1/2 3 +1/2»)+ - - •] -
= b [(1/2 +1/2* +1/2 3 + • • • ) + (1/2»+1/2 3 + . . . ) + . . . ] 

onde cada um dos p a r ê n t e s i s é uma s é r i e cujos 
termos formam uma p r o g r e s s ã o geomét r ica de 
razão 1 '2 < 1 . Logo s e r á 

W=b [ 1 + 1 / 2 + 1 / 2 » + . • • ] - — - — = 2*. 
1 —1/2 

A soma da s é r i e proposta é S=V+W—a + 2b. 
Ã / " 3b x 

3) Calcular a soma da série zl ( 1 
*5 \ 2 3"- 2 23" 

O t ê r m o geral da sé r i e proposta escreve-se 
4 « + 3 6 

" , i = — ~ — e a soma da s é r i e é 1/23 4a 4-36 
S = ( 4 o + 36) 2 l /2 ; , " = ( 4 a + 3 ó ) 

£Á • 1-1/2 3 7 
4) Calcular as somas das séries de termos gerais 

u„ = sen" x , v„ = tg" x . 
As sé r i e s propostas são convergentes, respecti-

17 i r TT 

v ã m e n t e , para .v =/= 2k- H e < x — kit < 
S ó para os valores de * que veriquem estas 
cond ições se p õ e o problema do cálculo das 
somas das sé r i e s propostas e, en tão , s e r á 

OC J CO •> 

S - 2 «„ - : e S'=S". = 
„_„ So 1—tg* 

B ) Séries cujos termos gerais são decomponíveis 

na soma 2 a f Ï ( n + ')> com ^ â  = 0 . 

Prova-se que a soma duma s é r i e convergente é 
S = a o Ç ( 1 ) + (a 0 4- o, )<f (2) H r ( « o + « i H r ap)<f(J>) + 
+ (a, + 2a2H rpar) l im tp (») onde l im œ(«) existe 
e é f in i to , se o t ê r m o geral da sé r i e fôr 

«„ = S °i <P ( " + ' ) C ° m S a i = 0 ( V . «Gazeta de 
i = 0 t = 0 

Matemát ica» n.° 6, p. 16). 
Exemplos : 1) Calcule a soma da série de têrmo 

geral u„ = <f (n)—o(n + a), comainteiroe limtf>(n) = l . 
n - > Q 0 

Tem-se S„ = ts (1) + <f (2-)+ ••• 4- a (a) — [f (n + l)+ 
+ » (« + 2) + • • • 4- 9 (» + a)} e s e r á S = l im S„ = 

, i - > o o 

— 2 Hm ¥ ( « ) = 2 a(*)—al. 
,=i ' ST 

2) Calcule a soma da série de têrmo geral 
1 

t i , = • 

n (n -i- a) 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 5 

Note-se que U„ = 44 
n + a ! 

E n t ã o , em 1 ( 1 
a \ n 

c o n s e q u ê n c i a do que se expoz no exerc íc io ante-
1 / 1 1 

r ior , é S = — + — + ••• + 
a \ 2 

3) Calcule a soma da série de termo geral 

n ( n - l ) 

Note-se que « / 
J 

S e r á S= 2 M» = l • 
41 Prove que a soma da série de termo geral 

u„ = a<p(n) + b<j> (n + l)+ctp (n + 2 ) , com a + b + c = 0 
e l i m ? ( n ) = l =f= ao , e S = acp ( 1 ) + (a + b ) a (2) + 

+ ( a+2b + 3 c ) l . aplicação: u„ 
n ( n + l ) ( n + 2 ) 

R : S = 3 / 2 . 
n n + 1 n + 2 

õ) Calcule a soma da série de termo geral 
u „ = l / ( a + n) (a + n + 1) ••• (a + n + p) . 

Podemos escrever 
_ ( a + » - l ) / = 1 r (a + n-1)/ (a + n)! ~j 

u"~(a+n+p)!~ p [^(a + n+p-1)/ (a + n+p)/} 
e calmos no caso do exerc íc io 2). Portanto 

i r ( « - ! ) / ( «+«> / -| 

_/>.a(« + l ) - - 0 + / J - 1 ) ' 

2. Sér ies cuja soma s ó pode calcular-se 
aproximadamente. 

O m é t o d o para a d e t e r m i n a ç ã o dum valor apro­
ximado da soma duma s é r i e consiste em tomar a 
soma dos p pr imeiros termos da s é r i e , Sp — u,+ 
+ ut-i | - « P = S . Este procedimento implica, em 
geral, erros de duas categorias — ê r r o s i s temát ico 
resultante de ter sido desprezado o resto da s é r i e 
M P + I + MJ>+-2H ; erros de cá lcu lo cometidos na de­
t e r m i n a ç ã o dos p pr imeiros termos da s é r i e e da 
sua soma. Na peor das h i p ó t e s e s , todos è s t e s ê r r o s 
s o m a r - s e - ã o . 

Em geral, o problema apresenta-se com u m 
enunciado equivalente ou r e d u t í v e l ao seguinte; 
calcule a soma da s é r i e de t ê r m o geral u„ come­
tendo um ê r r o absoluto infer ior a a. 

O cá lculo deve ser efectuado de modo tal que 
a soma do ê r r o s i s t emát i co com os ê r r o s de cál­
culo seja infer ior a E . Na prá t ica , procede-se de 
forma tal que o ê r r o s i s t emát i co seja infer ior a 

— e que a soma dos ê r r o s de cá lculo seja t a m b é m 

infer ior a - • 

Para determinar o n ú m e r o de termos da s é r i e 
a considerar e a p r e c i s ã o com que ê s t e s e a sua 
soma devem ser calculados, é i n d i s p e n s á v e l reso l ­
ver os seguintes problemas : determinar u m l i m i t e 
superior do ê r r o de cálculo quando se realiza uma 
o p e r a ç ã o e determinar um l imi te super ior do 
ê r ro s i s t emát i co quando se consideram os p p r i ­
meiros termos da sé r i e . Supomos que o le i tor sabe 
resolver o pr imeiro problema e ocupar-nos-emos 
exclusivamente do segundo nos seguintes casos : 
s é r i e s de termos positivos, s é r i e s alternas. 

A ) Séries de termos positivos. 

Suponhamos que, para o cálculo dum valor apro­
ximado da soma S, da sé r ie « j + «2H r«„H , 
c o n s i d e r á m o s os seus p pr imeiros termos ui + u2 + 
-) h«„ — S . O ê r r o s i s t emá t i co cometido s e r á , 
precisamente, a soma da s é r i e resto Rp = up+i + 
+ u„+-2-\ que não podemos calcular exactamente 
porque, doutro modo s a b e r í a m o s calcular, exacta­
mente ou cometendo apenas erros de cá l cu lo , a 
soma da s é r i e proposta. Seja L um n ú m e r o pos i ­
t ivo tal que RP<L, en t ão L s e r á um l imi t e su­
perior do ê r r o s i s t emá t i co . Vejamos como se con­
segue determinar um n ú m e r o L a ce i t áve l nestas 
cond ições . L s e r á tanto mais ace i t áve l quanto 
menor for a d i f e r ença L — Rr,. 

t .° caso. A convergência da série foi reconhecida 
pelo critério d'Alembcrt. 

Nestas condições , é sempre poss íve l determinar 
uma s é r i e n u m é r i c a de t ê r m o s positivos e em 
p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a de r a z ã o r < 1 cu jo t ê r m o 
geral v„>upJrq. A esta sé r i e d á - s e o nome de ma­
jorante do resto da s é r i e « j + « 2H . A soma da 
majorante satisfaz às cond ições que caracterizam 
o n ú m e r o a que c h a m á m o s L . 

Passemos à cons t rução da majorante. Do que 
supozemos, resulta que, a par t i r duma ordem 

M n 4 - l 

«! se tem —— < k < 1 portanto, para- » > p é 

^ 2 i ^ < — s ~ = k<l e a majorante do resto Rl,—ul)+l + u„ w p 

+utV%+— s e r á up+l [l+k+k,-+---]=£^=L>Rp. 

Exemplos : 1) Calcule e, base neperiana, come­
tendo um êrro absoluto inferior a I O - 3 . 

Sabe-se que e = 1 + 1/1 / +1/2 / + • •. + ljn / + • •• . 
C o m e ç a r e m o s por determinar o n ú m e r o de t ê r m o s 
desta s é r i e a considerar para que o ê r r o s i s t e m á ­
tico s, seja infer ior a 5/10000 e, seguidamente, 
calcularemos a soma d ê s t e s t ê r m o s , cometendo 
um ê r r o tc infer ior a 5/10000. Operando d ê s t e 
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modo, há a garantia de que o erro absoluto s e r á 
u»+. 1 u M 1 

infer ior a I O - 3 . Para n>p é 1 « v ^ 

~ « », ~/ _ 

1 T = =

 1 ' 1 
logo, i . J _ 1 / ^ p ! ( x - \ \ p ) ( p - l ) f ( p - l ) e-
por ser RP<L, s e r á / ? „ < 5 / 1 0 0 0 0 , se fôr 
L <C 5/10000, para o que basta ser p = 7 . 

Tem-se, por f i m , í = l + l / l / + l / 2 / + l / 3 / + l / 4 / + 
+1/5 /+1/6 / * ~ 1 +1+0 ,5 +0,1667 +0,0417 +0,0083 + 
+ 0,0014, e^2,71S. 

2) Calcule log 2 , cow» um erro absoluto inferior 
a IO" 3 . 

É sabido que as igualdades log (1+A:) = X — .r3/2 + 
-I (-(—1)"+ 1 #"/» + ••• e l o g ( l - a : ) = — [ * + #2/2 + 
H (-*"/« H ] são vá l i da s para * no intervalo 
aberto ( — 1,1). Portanto, neste intervalo, é vál ida a 

igualdade logr^-°2[x+&fi+- • • + •••]• 1 — x 
M-N 

Fazendo x = > onde M e N são posit i-
M+N 

VM-N 
vos e M>N v i rá log A/ = l o g N + 2 \ ——— + 

\_M + tv 

+ 4Y M-JV\3 
+ • 

1 /M—N\*+l 

3 \M+NJ n\M + NJ 
dade válida para M^> /V > 0 . 

F a ç a m o s / l / = 2 e N=1i, s e r á 

igual-

log I í i i i i i l n 
2 = 2 1 H + . . . + + ••• . 

L 3 3 3' 5 3* « 3» J 
E m vir tude do que es tá dito, não é neces sá r io 

estudar o ca rác t e r desta s é r i e para af i rmar que 
ela é convergente. Todavia, a apl icação do cr i té r io 
d A l e m b e r t mostraria a sua convergênc ia . 

Para n > p é sempre • < -
2/> + l 

9(2/>+3) 

logo, L = 4~í±ír = e, por ser R.<L, 
6 ' 1 - k 3 2 P + I (16^ + 26) v 

s e r á R„ < 5/10000, se fôr L < 5/10000 para o que 
basta ser p — 2 . 

Teremos, finalmente, 
2 2 

log2 - — + — = 0,6667 +0,0247 = 0,691 . 
3 81 

3) Calcule y/7 cometendo um êrro absoluto in­
ferior a I O - 2 . 

Observemosque 3 y " ? - 3 ^ 2 ^ 1 = 2 . 3 j / 1 — 1 / 8 - 2 r . 

Mas, r = ( l - W * = l - — + 
1/3(1/3-1) 1 

82 2 ' 

+ ( " 1)' 
1/3(1/3-1) - ( 1 / 3 - w + l ) 1 

+ • • • + 

sé r i e « / 8" 
cu jos termos, a partir do segundo, são todos nega-

_ «„+, M„ + | p—l/S 
t ivos. Para n>p é sempre < = 0 , - , -, v — k 

E n t ã o L-

u„ u, 8{p+l) 
1/3(1/3-1). ..(l/3-p)(p + í ) 

1-k < 1 ) P 8»+< | > + l - ( l / 3 - / ) l / 8 ] 
e, por ser \RP\<L, s e r á j/?„ ) < 1/400, se f ô r 
L < 1/400 , para o que basta ser p=2 . 

Tem-se, por f i m , 
3 \/J= 2r ~ 2-1/12 ~ 2 -0 ,083 ^ 1 , 9 2 . 

2.° caso. A convergência da série foi reconhecida 
pelo critério de Cauchy. 

Nestecaso, s e g u e - s e o m e s m o m é t o d o quenocaso 
anterior e a c o n s t r u ç ã o da majorante do resto é 
ainda mais simples. 

A part ir duma ordem «j é sempre " l / w „ < ; £ < l , 
portanto, para « > p è " \Jun < " \Jup = k < 1 ou 
» „ < £ " . A majorante do resto Rp = up+I + « P + S H 

k" 
s e r á k" + *»-!-' H - -=L>R„. l-£ - ' 

Exemplo ; Calcule a soma da série de termo geral 
u „ = l / ( n ! ) " , cometendo um êrro absoluto inferior 
a 10" 2 . 

Para n > p tem-se _ _ < — - * » , logo, 

Por ser Rp< L , s e r á L {pn-10/-1)' 
/?p < 5/1000 se fôr Z. < 5/1000 , para o que 
basta ser ^ = 4 . Teremos, portanto, 

- 1 + 0 , 2 5 + 0 , 0 0 5 - 1 , 2 5 . s = i + i + ^ - + . 
4 216 331776 

3.° caso. A convergência da série foi reconhecida 
por comparação com a série harmónica 
generalizada, u„ = l / n a (Dirichlet). 

Neste caso, é poss íve l determinar um n ú m e r o k 
k 

t a l q u e L = —^r>Rp. 
P 

1 1 1 
Reconhece-se facilmente que + • H — j - < 

2 3 p 
r-dx í , í 

— < l + ^ + - - - + ( - ^ — ^ ou, o que é o 

,'"dx 
mesmo, S,—1< / — < S P _ | tomando limites 1 dx 
quando p -* 0 0 , vem S — 1 < j — < S . Mas, 

: - S , = ( S - l ) - ( S , - l ) < / — - / -

Portanto i?„ < • i»/('-l) 

donde k=pj(&—1). 
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geral u „ : 

Exemplo ; Calcule a soma da série de termo 

•• i cometendo um êrro absoluto 
n 5 + l 

inferior a 10 _ , J . 

Tem-se l i m »*«„ = ! , se a = 4 . Para n>p s e r á 

•L e para que L<; t e r á de ser pelo R"<3p? i - — - i — 1 0 0 0 

menos ^ = 4 . Teremos 
S = 1/2 + ;233 + 3/244 +1/256 = 0,57 . 

B) Séries alternas. 

Seja a s é r i e alterna convergente u^ — u->-, Y 
4-(—1)" _ 1«„H , onde u i f u t , - - s ã o positivos. 
Se considerarmos os p pr imeiros t ê r m o s da sé r ie , 
o resto pode escrever-se | / ? , | = | up+l —(upi_.2—up+3) — 

• («^M - U R + B ) - porque « p + / i > «,+,.•+! 
visto a s é r i e ser convergente. Portanto, o módu lo 
do pr imei ro t ê r m o desprezado é um l imi te supe­
r io r do è r r o s i s t emá t i co . 

Exemplos : 1) Calcule sen — cometendo um 

erro absoluto inferior a I O - 2 . 

Sabe-se que sen-; 

+ ( - 1 ) ' (Í: (2n + !)/+• 

Se considerarmos só o p r imei ro t ê r m o , coraete-
43 32 

remos um ê r r o s i s t emá t i co ss < 7r~7~< ir~T, — ' 
6 . o 3 6 . o6 oto 

Se considerarmos os dois pr imeiros t ê r m o s , o ê r r o 
«s 45 128 1 

s i s t emá t i co s e r á u<^^<^-g-—<—. 
E n t ã o s e r á sen ^ = — - — — - 0,628- 0,041 = 0,59 . 

5 5 b . 5 3 

1 + x 

2) Desenvolver em série a função f (x) = — - — 

Utilizar os três primeiros têrmos pata calcular 

Que confiança merecem os resul-5) ' ii ' I s 
tados? ( I . S. C. E . F .—Álgebra Super io r—3.° exame 
de f r e q u ê n c i a , Junho de 1938). 

Como se reconhece imediatamente 
.r2 1 f(x)=(l+x)e 

f í—\ — 1 - — + —— - 0,995: 
J \10J 200 3000 

1 
absoluto s = e, + sc < 

— x3 h • • • donde 
6 8 

com um ê r r o 

1 1 
80.000 100.000 10.000 

/ ( ~ \ — 1 — — + — — 1 — 0,02 + 0,0044 = 0,984 
J \ 51 50 225 

um ê r r o absoluto Í = 1. + 1 :+- - < -

> e 
1 

com 

1 

3) Calcule com um êrro absoluto inferior a 10 _ 

o log 1,005. 
A igualdade log ( l - - r *)=^ -x J / 2 - ) x"/tt+ • • • 
é vál ida para x tal que x1 < 1 . Portanto, 

5 25 
l o g l ' 0 0 5 = iãw~2^õo^õ5 + - -

Se considerarmos um t ê r m o da s é r i e , cometere­
mos um ê r r o s i s t emá t i co 

25 1 1 
< = > — . 10 - ' . 

2.000.000 80.000 2 
Se considerarmos dois t ê r m o s , o ê r r o s i s t e m á -

1 2 5 1 1 

tico 5. < = < — • I O - 7 . 
5 3.109 24.106 2 

Portanto, log 1,005 - 0,005 - 0,0000125 =0,0050125. 

3. Exercícios propostos. 
1) Calcular a soma da s é r i e de termo geral 

n! 
3 

[Note-seque, para « > 3 , é u„ 

1 
(«-!)/ 

A soma é S = 5e. 
( » - 2 ) / (n—3)/ 

2) Calcular a soma da s é r i e 2 
br" 

3) Estudar e representar g e o m è t r i c a m e n t e a 
f u n ç ã o y — e' A s ordenadas dos pontos n o t á ­
veis ( m á x i m o s e m í n i m o s ou pontos de i n f l e x ã o , 
se houver) s e r ão calculadas com u m ê r r o i n f e r i o r 
a 1 0 - 3 , utilizando o desenvolvimento em s é r i e 
de e* ( I . S. C. E. F .—Álgebra S u p e r i o r — 2 . ° exame 
de f r e q u ê n c i a , Junho de 1941. V . Gazeta de Mate­
mática n.° 10, p. 18). 

4) Uti l izar o desenvolvimento em s é r i e para o 
cálculo, com u m ê r r o infer ior a 10~ 3 , das orde­
nadas dos pontos de in f lexão da curva de equa­
ção y = er'lx' ( I . S. C. E . F .—Álgebra Superior— 
2.° exame de f r e q u ê n c i a , Junho de 1940. V . Gazeta 
de Matemática n.° 6, p. 10). 

5) Calcular quatro t ê r m o s do desenvolvimento 
e* 

em sé r i e da f u n ç ã o y = Calcular y I 
1 + x* 

com um ê r ro in fe r io r a I O - 3 ( I . S. C. E . F . —Álge­
bra Superior —Exame f ina l , Julho de 1940). 

6) Estudar e representar g e o m è t r i c a m e n t e a 
f u n ç ã o y = ei""°. Estudar a sua i n v e r s ã o . U t i l i z a r 
o seu desenvolvimento em s é r i e para calcular o 

valor da função para x = —— com um ê r r o i n f e -
6 

r ior a I O - 3 ( I . S. C. E. F . —Álgebra Superior — 
Exame f inal , Julho de 1939). 

dx 

•<è) 

5.000 10.000 1000 
í "• 

Calcular o integral ; —p= 
J o »/4-

com t r ê s casas 
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decimais exactas ( I . S. T . —Cálculo Inf ini tesimal 
—1.° exame de f r e q u ê n c i a , 1927-28). 

A função integranda pode escrever-se 

' 1 1 / _ x*\-u*_ I . J_ ^ 1 / 2 ( 1 / 2 - 1 ) 
t / í ^ x 7 ! - " ? ^ 4 / ~ 2 ' 2 . 2 ' 4 

42 ir 
1-2(1/2-1)-.-(l-'2-

2 . » / 

2 . 2 / 

'4., 
sendo a úl t ima igualdade vál ida no intervalo 
(— 2 , -H 1 / 2 ) no qual a s é r i e é uniformemente 
convergente e que c o n t é m o intervalo (0 ,1 ) de 
in t eg ração . Logo, 
f* dx , [".y , 1 1/2(1/2-1) 

+ 2.2 .4 5 2.2/42 
1 / 2 ( 1 / 2 - 1 ) - ( 1 / 2 - w + l ) g ^ H 

' 1 J 2 . M / 4 » 4 » + l 

Resta calcular a soma da s é r i e n u m é r i c a de 
1/2(1/2-1) 1 1 

t ê r m o s positivos 1 
2 2 .2 . 4 . 5 

+ ( - ! ) » 
1/2(1/2-1) ••• (í/2-ít + l ) 

2 . » / 4 » ( 4 » + t l ) 
a p r o x i m a ç ã o requerida. 

8) Mostrar que a s é r i e de t ê r m o geral = 

2 .2 / 42 . 9 

2 « - l 
para . r -=0 , l é convergente e calcular a sua soma 
com 6 decimais exactos ( I . S. T. —Matemát icas 
Gerais —2.° exame de f r e q u ê n c i a , 1939-40. V . Ga­
zeta de Matemática N.° 6, p. 11). 

9) Sendo t g h . r = 0 , 7 5 , calcular x com 4 casas 
decimais ( I . S.T. —Matemát icas Gerais—1.° exame 
de f r e q u ê n c i a - 1 9 3 8 - 3 9 ) . 

4. Bibliografia. 
Emile Gau — Calculs Numériques et Graphiques, 

A . Colin —Paris 1932, p. 87-103. 
Ugo Cassina — Calcolo Numérico, Zanichell i — 

Bologna 1928. 
Giuseppe Belardinel l i — Esercizi di Algebra 

Complementar e, Zanichelli—Bologna 1923, p. 37-65, 
101-122. 

C L U B E S D E M A T E M Á T I C A 
por ANTÓNIO M O N T E I R O 

Os Clubes de Matemát ica desempenham u m 
papel muito importante no ensino da ma temá t i ca 
nos Estados Unidos. Os Clubes de Matemát ica 
t êm por objectivo promover e desenvolver o gõsto 
pelo estudo da matemát ica , entre ós estudantes 
das escolas s e c u n d á r i a s e superiores, pondo em 
evidência , em r e u n i õ e s especialmente destinadas 
a ê s s e f i m , a beleza desta c iência e a utilidade da 
sua aprendizagem para a vida moderna. A l é m 
disso, os Clubes de Matemát ica constituem um 
poderoso auxiliar do ensino e da f o r m a ç ã o cultu­
ral e moral dos seus componentes. 

U m dos primeiros Clubes de Matemát ica dos 
Estados Unidos f o i fundado em 1903 na Shattuck 
School, uma escola particular de rapazes em Far i ­
bault, Minesota. Do pr inc íp io do sécu lo a té hoje, 
os Clubes de Matemát ica t ê m - s e espalhado por 
tôdas as escolas dos Estados Unidos, e a impor­
tância d ê s t e movimento é unanimemente reconhe­
cida pelos professores americanos. Basta dizer 
que a revista da Assoc iação dos Professores de 
Matemát ica dos Estados Unidos The American 
Mathematical Monthly publica uma secção espe­
cialmente dedicada aos Clubes de Matemát ica 
dirigida pelo grande m a t e m á t i c o E . H . C. Hi lde-
brandt do New Jersey Stale Teachers College. 

A actividade desses clubes despertou, por certo, 
o gôs to pelo estudo das m a t e m á t i c a s a muitos dos 

cientistas que for jaram em anos de trabalho con­
tinuado, a glória da escola ma temá t i ca americana. 

A luz desta expe r i ênc i a estamos no direito de 
pensar que a cr iação de Clubes de Matemát ica na 
maioria das nossas escolas s e c u n d á r i a s e supe­
riores, é su scep t í ve l de determinar uma corrente 
vi ta l d e i n t e r ê s s e pela matemát ica , entre os jovens 
estudantes, que con t r ibu i r á de uma maneira e f i ­
caz para o ressurgimento das ma temá t i ca s por tu­
guesas. 

E claro que a c r iação desses Clubes d e p e n d e r á 
em grande parte do i n t e r ê s s e e esp í r i to de inicia­
tiva de professores e estudantes. 

Nas escolas em que houver um grupo, mui to 
embora pequeno, de pessoas capazes de fundar 
um Clube de Matemát ica , estou certo que elas 
a r r a s t a r ã o atraz de si a grande maioria dos estu­
dantes interessados pela ma temát i ca , na medida 
em que a actividade do Clube corresponder às 
a s p i r a ç õ e s culturais actualmente existentes entre 
essas camadas. 

T ô d a s as i n f o r m a ç õ e s que tenho do nosso meio, 
mostram que existe uma verdadeira ânsia de cu l ­
tura entre os estudantes das nossas escolas supe­
riores. 

Nas escolas superiores dos Estados Unidos os 
estudantes respondem a essas inqu i e t ações cul­
turais no campo das c iênc ias ma temá t i cas , f u n -
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dando os seus Clubes de Matemát i ca e realizando 
nê l e s palestras em que são tratados os assuntos 
que mais lhes interessa conhecer. E profunda­
mente natural que assim seja; a h is tór ia das mate­
mát icas , o estudo das r e l a ç õ e s entre a m a t e m á ­
tica e as outras c iênc ias (a técnica , a biologia, a 
psicologia, a medicina, etc.) e as artes, a crít ica 
dos p r inc íp ios fundamentais da ma temát i ca , as 
biografias de m a t e m á t i c o s ilustres, as curiosida­
des m a t e m á t i c a s (que as há altamente recreativas 
e instrutivas!) não fazem parte dos programas de 
ensino ! Mas a actividade dos Clubes de Matemá­
tica n ã o fica por aqui como veremos. 

Ês t e artigo tem precisamente por objectivo dar 
uma idéia geral s ô b r e a o rgan ização dos Clubes 
dos Estados Unidos, e indicar ao mesmo tempo 
algum material de trabalho n e c e s s á r i o à actividade 
dum Clube. 

Regulamento do Clube — Em regra os Clubes 
Americanos t ê m hoje um estatuto ou um regula­
mento. A h is tó r ia dos Clubes Americanos mostra, 
que só em 1916 apareceu o pr imei ro regulamento, 
o do Mathematics Club of the University of Okla­
homa, que vamos reproduzir porque pode servir 
de guia para algum clube que se venha a fundar 
em Portugal. 

Preâmbulo — Os abaixo assinados reconhecendo 
.is vantagens que podem restiltar de uma associa­
ção que ofereça a oportunidade para a apresentação 
e discussão de assuntos com interesse matemático, 
organizam-se num Clube de Matemática e resolvem 
reger-se pelos seguintes estatutos : 

Art igo I — N o m e . Esta associação terá o nome 
«The Mathematics Club of the University of 
Oklahoma*. 

A r t . I I — Sóc ios . § 1 — Só podem ser sócios deste 
Clube os estudantes e professores da Universidade 
de Oklahoma que se interessam por assuntos de 
matemática. § 2 — As propostas para sócio devem 
ser apresentadas por escrito e submetidas à apro­
vação de qualquer reunião do Clube. § 3 — A vota­
ção faz-se por escrutínio secreto e a aprovação por 
maioria. 

Art igo I I I — Di recção . § 1 — A direcção é cons­
tituída por um Presidente, um Vice-Presidente e 
um Secretário- Tesoureiro, eleitos entre os sócios 
estudantes de matemática. § 2 — A direcção é eleita 
por escrutínio secreto na primeira reunião regular 
de cada semestre. § 3 — Cada membro da direcção 
exerce as suas funções até que o seu sucessor esteja 
eleito. O Presidente pode conceder dispensa de ser­
viço a um membro da direcção até à primeira reu­
nião regular do Clube. § 4 — A direcção junta­

mente com um sócio do Clube pertencente ao pessoal 
docente, designado pelos sócios nas mesmas condi­
ções, formam a Comissão de Programas para as 
reuniões. 

Art igo I V — R e u n i õ e s . § 1 — As reuniões do 
Clube realizam-se às segundas e quartas quintas-
- feitas de cada mês. 

Art igo V — Vár ios . § 1 — Este Clube pode fazer 
regulamentos para as suas reuniões, cobrar quotas 
aos sócios, e realizar outros actos compatíveis com 
êstes estatutos. § 2 — Um térço dos sócios do Clube 
é necessário para êsse efeito. § 3 — As alterações a 
estes estatutos devem ser apresentadas por escrito, 
ser afixadas durante duas semanas e aprovadas 
por dois terços dos sócios do Clube. § -1 — Em todos 
os casos não previstos nestes estatutos o Clube 
adoptará as «Rober t s ' Rules of Order*. 

Em 1929 fundou-se uma f e d e r a ç ã o dos Clubes 
de Matemát ica Un ive r s i t á r i o s chamada «Pi M u 
Epsilon F ra t e rn i t y» e em 1931 a « K a p p a M u 
Epsilon F ra t e rn i ty» . 

Nomes dos Clubes—Muitos Clubes t ê m o nome 
« T h e Mathematical Club o f . . . » mas aparecem 
clubes com outros nomes: « T h e Euclidean Ci r -
cle», «The Naperian Club», «The I r ra t iona l Club» , 
«The Magic S q u a r e » , « T h e Mystic H e x a g r a m » , 
«The Cartesian Oval», «The Pascal T r i a n g l e » , 
« P y t h a g o r e a m Club», ou en tão « K a p p a M u E p s i l o n » 
(Univers i ty of Mexico), «Pi M u E p s i l o n . . . » , 
«Sigma Pi M u . . . » , «Delta Pi S i g m a » (Un ive r s i ty 
of Arizona), ou en tão «S tuden t ' s Mathematical 
Round Tab le» (Univers i ty of Mexico), etc. 

Não faltam as notas de bom humor na vida i n ­
terna do clube : o Presidente, o Vice-Presidente, 
o S e c r e t á r i o e o Tesoureiro, são por vezes desi­
gnados pelos seguintes nomes « S u r d o , Absurdo, 
Racional e I r rac iona l» ; «Diferenc ia l , Integral , 
Constante e Var iáve l» ou en tão por nomes de 
ma temá t i cos cé l eb re s . 

As reuniões dos Clubes — Nas r e u n i õ e s dos Clu­
bes são tratados assuntos da mais variada na tu­
reza, mas nota-se nos programas de trabalho uma 
tendênc ia para tratar de assuntos relacionados 
com o trabalho escolar, aproveitando t ô d a s as 
oportunidades para despertar a curiosidade dos 
estudantes por assuntos que não fazem parte do 
ensino. Os estudantes são assim levados a com­
pletar a sua p r e p a r a ç ã o ma temá t i ca por sua p r ó ­
pria iniciativa — e parece-me que aqui reside uma 
das grandes vantagens da actividade dos clubes. 
O estudante encontra na vida do clube m i l opor­
tunidades para demonstrar o seu i n t e r ê s s e pelo 
estudo da matemát ica , fazendo confe rênc ia s , p ro -
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pondo problemas, discutindo as ideias apresenta­
das, participando nos concursos, etc. 

O estudante apreciado sob o ponto de vista inte­
lectual s e r á aquele que demonstrar uma superio­
ridade efectiva na reso lução dos problemas pos­
tos a concurso, na rea l ização de palestras, etc., e 
não aquê l e tipo de estudante, tão vulgar ainda nas 
nossas escolas, que passa a vida a falar de coisas 
que não entende, de coisas que não estudou ou 
mal conhece (porque é de bom tom e dá fama 
falar um pouco s ô b r e tudoi e que é incapaz de 
fazer o mais pequeno es fo rço para modificar o 
ambiente em que vive e não repara na contradi­
ção que 'existe entre as idé ias que professa e a 
vida que faz. 

Se pensamos que só a juventude é capaz de 
modificar o ambiente m a t e m á t i c o existente em 
Portugal, t a m b é m pensamos que ela só consegui rá 
ê s s e objectivo adoptando uma atitude constru­
tiva. 

Que belo exemplo nos dá a juventude ameri­
cana, quando toma iniciativas no sentido de alar­
gar e completar a sua cultura e que magnifico 
exemplo o dos professores americanos que auxi­
l iam com a sua expe r i ênc i a a actividade dos clu­
bes e que v ê e m nos estudantes, companheiros de 
trabalho e amigos, obreiros conscientes e dedica­
dos pela causa da cultura m a t e m á t i c a ! 

O ressurgimento dos estudos m a t e m á t i c o s em 
Portugal só é poss íve l na medida em que a imensa 
energia intelectual da juventude fô r completa­
mente mobilizada. É certo que nos fal tam muitas 
cond ições preliminares para atingir um tal objec­
t ivo, mas t a m b é m é verdade que muita coisa se 
pode i r fazendo d è s d e já . Preparar o fu turo ainda 
é a melhor forma de vivermos as horas que passam 
e é a juventude que tem maiores responsabilida­
des nessa tarefa, porque é ela que tem o futuro 
nas suas p r ó p r i a s m ã o s porque é nela que residem 
as grandes reservas de energia intelectual duma 
nação . Quando Maurice F r é c h e t nos dizia recen­
temente que «só o professor que fas investigação 
cientifica demonstra a sua superioridade intelectual 
em relação à média dos seus alunos», implici ta­
mente reconhecia a superioridade intelectual dos 
estudantes mais qualificados em re lação à méd ia 
dos seus professores. 

Num país como a França , em que no campo das 
c iências ma temá t i ca s os trabalhos decisivos na 
carreira de um investigador são realizados entre 
os 20 e 25 anos, um professor como Maurice F r é ­
chet, que fundou a Aná l i s e Geral por essa idade, 
não pode pensar de outra maneira. 

Da atitude da juventude estudiosa, pr incipal­

mente nas escolas superiores, depende em grande 
parte a possibilidade de se criarem Clubes de 
Matemát ica . No ensino s e c u n d á r i o parece-me que 
é da parte dos professores que deve par t i r a 
iniciativa. 

E m qualquer h i p ó t e s e é preciso não esquecer 
que os estudantes é que devem ter o papel mais 
activo dentro do clube. O professor deve desem­
penhar o papel de um orientador, com u m largo 
espí r i to de c o m p r e e n s ã o perante o esp í r i to de 
iniciativa da juventude. 

Nas revistas que abaixo indicamos encontram-se 
muitos re la tó r ios de actividade dos clubes de ma­
temát ica americanos. Vamos dar um exemplo, 
tirado do re la tór io do Mathematics Club of Hunter 
College do ano 1936-37. A actividade do clube 
começou com uma sé r i e de palestras s ô b r e corpos 
f ini tos e as geometrias associadas mais elementa­
res. Primeiro falou-se s ó de corpos finitos com um 
n ú m e r o pr imo de elementos. Depois poz-se u m 
problema a p r é m i o que exigia a cons t rução das 
t á b u a s de mul t ip l icação e adição de dois corpos 
finitos cada um dos quais tinha como n ú m e r o de 
elementos a po tênc ia de um n ú m e r o pr imo. Como 
ainda não se tinha falado nestes corpos e como os 
membros do clube desconheciam a sua exis tência , 
o problema era u m problema difícil. A seguir 
foram estudados ê s se s corpos e finalmente escla-
receram-se tôdas as curiosas r e l ações que t inham 
sido postas em evidência . 

O que é certo é que o estudante que fêz estes 
colóquios , e todos a q u ê l e s que o ouviram, f icaram 
conhecendo a ex is tênc ia de geometrias project i ­
vas com um n ú m e r o f in i to de pontos assunto que 
é por certo desconhecido da maioria dos nossos 
licenciados e estudantes de ma temá t i ca das esco­
las superiores. Mas quantos outros assuntos se 
poderiam ainda citar que foram tratados por estu­
dantes nos clubes americanos e que seriam sus­
cep t íve i s de interessar largas camadas de estudio­
sos portugueses : «o trabalho de u m es ta t í s t ico 
na indús t r ia têxtil», «A matemát i ca na engenharia 
mecânica», «A con t r ibu ição chinesa na m a t e m á ­
tica», «As geometrias não Eucl ideanas» , «O pro­
blema das quatro côres», etc., etc. 

Mas os clubes americanos têm outras formas de 
actividade destinadas a despertar o entusiasmo 
pelo estudo da matemát ica . Entre elas f iguram as 
actividades destinadas a estabelecer uma emula­
ção no trabalho entre os estudantes de m a t e m á ­
tica. Para isso estabelecem tôda uma sé r ie de p ré ­
mios e de concursos. P r é m i o s anuais concedidos 
aos sócios que apresentarem os melhores traba­
lhos nas s e s s õ e s do clube realizadas em cada ano 



G A Z Ë T A D E M A T E M Á T I C A 11 

lectivo. Concursos entre estudantes com o mesmo 
grau de p r e p a r a ç ã o (o Clube de Matemát ica do 
Brooklyn College por exemplo faz um concurso 
em cada semestre s ô b r e in t eg ração entre os alunos 
da cadeira de cálculo) . Concursos inter-clubes 
para a disputa de taças e medalhas em que cada 
clube envia as suas é q u i p e s cons t i tu ídas por 3, 
4 ou 5 estudantes conforme os casos. Concursos 
de modelos de m a t e m á t i c a (um dos modelos que 
apareceu num concurso f o i o dum hipercubo num 
e s p a ç o a 4 d i m e n s õ e s visto em perspectiva num 
e s p a ç o a 3 d i m e n s õ e s ) etc., etc. 

Os clubes realizam no f i m do ano uma festa 
( r e p r e s e n t a ç ã o de uma peça com ca rác t e r mate­
mát ico, pic-nic ou jantar) em que se faz um ba­
lanço da actividade realizada durante o ano, em 
que se fazem promessas de actividade para o ano 
seguinte e em que os professores distr ibuem os 
p r é m i o s aos estudantes que se dist inguiram e 
cantam com os seus alunos a canção do clube! 

Isto é poss íve l com a q u ê l e s professores que 
quando se encontram diante de uma classe liceal 
que b o c ê j a perante as suas l ições s ô b r e a simetria 
das figuras, levam os alunos para o campo ou 
para os jardins para observarem nas á r v o r e s e 
nas flores exemplos de simetria que os levam a 
visi tar monumentos para observarem novos exem­
plos de simetria e que voltam à aula com uma 
classe galvanizada e que pensam com razão em 
face dos resultados obtidos que o tempo gasto nos 
passeios n ã o f o i tempo perdido, porque uma classe 
n ã o é um vasadouro para despejar um programa! 

Se o nosso ensino de ma temá t i ca precisa de 
uma grande r e m o d e l a ç ã o h á uma coisa que é certo, 
precisamos de um ensino liceal menos ca tedrá t i co 
e de um ensino u n i v e r s i t á r i o menos elementar. 

A c r iação de clubes de m a t e m á t i c a é suscep t í ­
ve l de cor r ig i r estas duas def ic iênc ias . Os estu­
dantes e professores interessados t êm o fu turo 
nas suas p róp r i a s m ã o s . 

Revistas 

Nas revistas que vamos indicar encontra-se muito 
material para a actividade dos clubes, e em par t i ­
cular muitos artigos que podem servir de modê lo 
para co lóqu ios a realizar nas r e u n i õ e s dos clubes. 

I ) The American Mathematical Monthly. Jornal 
oficial da Mathematical Association of America. 
Dedicado especialmente ao ensino da ma temá t i ca 
nos «Collegges» americanos. C o n t é m muitos rela­
tó r ios da actividade dos clubes. Fundado em 1894; 
em 1941 publicava-se o volume 49 desta revista. 
Cada volume c o n t é m actualmente cê rca de 700 
pág inas . A assinatura custa 0 ou 7 dó la re s . Na 

Biblioteca Geral da Fac. de Ciênc ias do Porto 
existem os seguintes volumes : 17 (1910) a 19 (1912) 
incompletos; 20 (1913) a 22 (1915) completos ; 
23 (1916) incompleto. Conseguimos consultar esta 
revista em Lisboa, g r a ç a s à amabilidade do Pro­
fessor Pedro J o s é da Cunha que nos faci l i tou a 
consulta dos exemplares que possui. 

I I ) The Mathematics Teacher. (Of f ic ia l Journal 
of the National Council of Teachers of Mathema­
tics) Edi tor ia l Of f i ce : 525, W . 120 th . Street, N e w 
York City. Assinatura: 2 d ó l a r e s por ano. Ded i ­
cado ao ensino das m a t e m á t i c a s nas escolas ele­
mentares e s e c u n d á r i a s . Só tenho conhecimento 
da ex i s tênc ia em Portugal de u m volume desta 
revista o volume 34 (1941), obtido por troca com 
a Portugaliae Mathematica e depositado no Gabi­
nete de Matemát ica da F. C. L . 

I I I ) Scripta Mathematica. «A Quarterly Journal 
devoted to the Philosophy, His to ry and Expos i ­
tory Treatment of Mathemat ics» . Editado p o r : 
Yeshiva College. Amsterdam Ave . and 186 th . 
Street, New York, N . Y . Assinatura : 3 d ó l a r e s 
por ano. Con tém muitas curiosidades e proble­
mas. Esta revista existe a part ir do volume 5 (1938) 
no Gabinete de Matemát ica da F. C. L . ( S e r v i ç o 
de trocas da Port. Math.). 

I V ) National Mathematics Magasine. (Os vo lu ­
mes 1-8 foram publicados com o t í tu lo Mathema­
tics News Let ter) . Editado por: Louisiana State 
Universi ty, Louisiana. U . S. A . Assinatura 2 d ó l a ­
res por ano. Publica trabalhos de aspecto cul tura l 
e humanista, de his tór ia das m a t e m á t i c a s , m é t o d o s 
de ensino das ma temá t i ca s , trabalhos de s í n t e s e etc. 
A par t i r do v o l . 13 (1938-39) existe no Gabinete 
de Matemát ica da F . C. L . (Se rv i ço de trocas da 
Por. Math.). 

V ) School Science and Mathematics. ( A Journal 
for ali Sciences and Mathematics Teachers). Ed i ­
tado em 450, Ahnaip St., Menasha, Wis . U . S. A . 
Assinatura 3 dó l a r e s por ano. Revista de c a r á c t e r 
d idát ico e pedagógico . O volume 35 (1935) existe 
no Gabinete de Matemát ica da F. C. L . 

V I ) Sphinx. (Revue Mensuelle des Questions 
Récréa t ives ) . A d m i n i s t r a ç ã o : 75 Rue Phi l ippe  
Baucq. Bruxelles. Bélgica. Assinatura 10 belgas 
por ano. Revista única no g é n e r o fundada e edi­
tada por M . Kraï tchik . 

Livros para Clubes de Matemática 
(Esta lista continua nos números seguintes da Gazeta) 

1) A. Bruneau — Initiation et curiosités mathé­
matiques. Ed . Fernand Nathan, Paris, 1939. 

2) E. Fourrey.— Curiosités Géométriques. E d . : 
L i b . Vuiber t , Paris, 1938. 
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3) E. Fourrey— Récréations Arithmétiques. Ed.: 
L i b . Vuiber t , Paris. 

4) M. Kraitchik — La mathématique des jeux. 
Ed. G. Vi l la rs , Paris, 1930, 576 pag. 

5) E. Lucas — Récréations Mathématiques. Paris, 
1-™ édi t ion 1882. 

6) W. IV. Rouse Ball — Récréations et Problè­
mes mathématiques. 3 , m e édi t ion traduite par J. 
Fri tz-Pratr ick. Paris 1898. 

7) L. Hogben — Mathematics for the Million. 
Ed. : George Al len , London ; Norton, N . Y . 1936 
674 pag., 2 dó la res . Existe uma t r adução francesa 
intitulada : Les mathématiques pour tous. 

8i E, T. Bell — The developpment of Mathema­
tics. Ed. : MacGraw — H i l l Book Co, New York, 
1940. 583 pag. 4 dó la re s 50. 

9) E. T. Bell — The Queen of the Sciences. Ed. : 
Wi l l i ams and Wi lk ins , Balt imore, 1931. 183 pag. 
1 dolar. 

10) A. Dresden — An invitation to Mathematics. 
Ed. : Henry Hol t and Company. New York, 453 
pag. 2,80 dó la res . U m bom l ivro para programas 
sobre os conceitos fundamentais da m a t e m á ­
tica. 

11) J. W. N. Sullivan.—Aspects of Science. Ed.: 
Knoff , New York, 1926. T e m um capitulo sobre a 
ma temá t i ca e a arte e outro s ô b r e a matemát ica 
e a mús ica . 

12) J. Bowden — Special Topics in Theoretical 
Arithmetic. E d : Garden City, New York, 1936, 
217 pag. 2,50 dó la res . 

13) S. 1. fones - a) Mathematical Clubs and 
Recreations, b) Mathematical Wrinkles ( A hand 
book for Teachers and Pr ivâ t Learners), c) Ma­
thematical Nuts for Lovers of Mathematics. E d . : 
New York. T r è s bons l ivros para clubes, o p r i ­
meiro dos quais consu l t ámos para a r e d a c ç ã o 
deste artigo. 

14) A. Alliston — Mathematical Snack Bar. 
A collection of Notes and Results. Ed. : Cam­
bridge, U . S. A . 155 pag. Con tém muitos resultados 
novos de geometria e teoria dos n ú m e r o s . 

15) B. Russel — Introduction à la Philosophie 
Mathématique. 

16) R. C. Archibald — Outline of the History of 
Mathematics. 1932, U . S. A . 30 cên t imos . 

Para i n f o r m a ç õ e s mais completas veja-se: 
a) A suggested list of mathematical books for 
junior college librairies. A m . Math. Monthly, 
v o l . 32, 1925, pag. 462-468. b) Mathematics curri­
culum bibliography por Ana Stafford. School 
Science and Mathematics, vo l . 37, pag. 414-415. 

Nota — Pedimos aos leitores da Gazeta, que 
escrevam para a R e d a ç ã o desta revista dando 
ind icações s ô b r e l ivros s u s c e p t í v e i s de interessar 
a actividade dos Clubes de Matemát ica . Poder-
-se-á assim organizar rapidamente, com a cola­
bo ração de todos, uma bibliografia que pres­
ta rá preciosos se rv iços a tôdas as pessoas que 
se possam interessar pelos Clubes de Mate­
mát ica . 

M O V I M E N T O M A T E M A T I C O 
PROFESSORES E S T R A N G E I R O S E M L I S B O A 

por HUQO R I B E I R O (C. E . M. L.) 

A n t ó n i o Monteiro dizia-nos há pouco nesta 
mesma secção que estamos assistindo a uma ver­
dadeira e f e rve scênc i a no nosso pa í s no campo 
das c iênc ias ma temá t i cas . U m aspecto (e t a m b é m 
uma c o n s e q u ê n c i a ) dessa e fe rvescênc ia é o con­
tacto que neste ano se tem oferecido aos nos­
sos estudiosos com qualificados ma temá t i cos es­
trangeiros— Maurice Fréche t , Guido Beck, L u i g i 
F a n t a p p i è e Lu ig i Sobrero. É ao Insti tuto para a 
Al t a Cultura que devemos a iniciativa da visita do 
pr imei ro , e ao Instituto de Cultura Italiana em 
Portugal a do terceiro. De F r é c h e t e de Guido 
Beck já aqui nos ocupámos . Limitamo-nos agora 
a r e fe r i r as con fe r ênc i a s dos professores Fan­
t a p p i è e Sobrero. 

L u i g i F a n t a p p i è tem-se ocupado do estudo das 
funcionais anal í t icas que êle p róp r io introduziu. 
O conceito de funcional analí t ica é o de uma cor­
r e s p o n d ê n c i a - ( c o m o para as funções ) em que o 
domín io do argumento é não já n u m é r i c o mas 
cons t i tu ído por um certo t ipo de f u n ç õ e s de v a r i á ­
vel complexa. A def in ição d ê s s e domín io f o i esco­
lhida de modo a fazer das funcionais anal í t icas 
um instrumento ut i l i sável na Aná l i se , sobretudo 
na in tegração de certos tipos importantes de equa­
ções às derivadas parciais. O professor F a n t a p p i è 
realizou duas con fe r ênc i a s s ô b r e ê s t e assunto, 
refer iu a aplicabilidade da sua teoria na mecân ica 
quânt ica e toda uma sé r i e de temas de tra­
balho. 
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Os seus resultados es t ão publicados Da sua maio­
ria em revistas italianas. 

Numa outra con fe rênc i a para um públ ico não 
especializado disse-nos o professor F a n t a p p i è 
como encarava o desenvolvimento his tór ico da 
Matemát ica em re l ação com o do p r inc íp io de 
causalidade na Fís ica . Ê le considera t r ê s grandes 
eras que mais ou menos se interpenetram : a té 
ao Renascimento foram os n ú m e r o s os objectos 
de estudo quando o p r inc íp io de causalidade se 
traduzia em Física pela p r e o c u p a ç ã o de encontrar 
cadeias de causa e efeito ; depois as r e l a ç õ e s entre 
os n ú m e r o s , as funções , quando em Física é no 
conceito de lei natural que se molda o p r inc íp io de 
causalidade; finalmente, e nos nossos dias, um 
novo p e r í o d o se caracteriza pelo aparecimento 
c o n t e m p o r â n e o do estudo das r e l a ç õ e s entre f u n ­
ções , as funcionais, e das modernas idé ias s ô b r e 
a causalidade em Física. O paralelismo dos dois 
processos de desenvolvimento pede uma j u s t i f i ­
cação . ^ N ã o se d e v e r á procurar a ún ica explica­
ção ace i táve l no facto de se tratar de dois aspectos 
dum processo único , o do desenvolvimento da 
sociedade e da técnica ? 

L u i g i F a n t a p p i è é actualmente professor de 
A n á l i s e no Instituto de Al t a Matemát ica de Roma 
e esteve alguns anos no Brasil como professor da 
Universidade de S. Paulo para onde f o i encarre­
gado da organ ização dos estudos m a t e m á t i c o s . 

Os trabalhos que L u i g i Sobrero tem realizado 
e de que nos deu not íc ia numa c o n f e r ê n c i a única 
(que só f o i poss íve l anunciar com u m dia de ante­
cedênc ia ) promovida pelo Centro de Estudos Ma­
temá t i cos do I . A . C. e pelo Insti tuto de Cultura 
Italiana em Portugal, são de Teoria da Elastici­
dade. O professor Sobrero encontrou um tipo de 
á lgeb ra hipercomplexa (a quatro unidades, comu­
tativa) que permite interpretar com pe r f e i ção 
tôda uma s é r i e de f e n ó m e n o s da elasticidade 
plana. Este tipo de á lgebra hipercomplexa aparece 
naturalmente partindo da e q u a ç ã o fundamental 
da teoria da elasticidade plana (a e q u a ç ã o 
&** S*« i*g , , 

1 1 = 0) e procurando reso lvê - l a 
o.r» bx?by? iy* 
como L a m b fêz para a e q u a ç ã o b i h a r m ó n i c a 
ò*3 ò^s „ n j 1 1 = 0 . Os estudos d ê s t e t ipo de 
ixz ix òy òy'! 

á lgeb ra foram prosseguidos sob v á r i o s aspectos 

CONGRESSO L U S O - E S P A N H O L P A R A O 

No p r ó x i m o n ú m e r o da «Gazeta» daremos uma 
not íc ia s ô b r e a actividade da secção de ma temá t i ca 

em Itália e no Brasi l onde a q u ê l e professor 
deixou jovens d i sc ípu los que já obt iveram in te ­
ressantes resultados. Na mesma c o n f e r ê n c i a So­
brero fêz a desc r i ção dum aparelho por t á t i l de 
foto-elasticidade cons t ru ído em co labo ração com 
o professor de Física da Universidade Federal do 
Rio de Janeiro, aparelho que servindo na maioria 
dos trabalhos de engenharia é aces s íve l às bolsas 
dos engenheiros. 

Lu ig i Sobrero esteve em curta passagem por 
Lisboa, vindo do Brasil onde se encontrava h á 
t r ê s anos contratado para a Faculdade Nacional 
de Filosofia da Universidade Federal (Rio de 
Janeiro). Formou-se e doutorou-se em engenha­
ria em 1930 e em m a t e m á t i c a no ano seguinte e 
fo i encarregado dos cursos de Mecân ica Racional 
em 1934 e de Física Matemát ica em 1935, na U n i ­
versidade de Roma. 

Estes dois professores realizaram as suas con­
fe rênc ia s em língua portuguesa. Queremos apon­
tar aqui a reduzida f r e q u ê n c i a , a estas e à s ante­
riores con fe rênc i a s do professor F réche t , da parte 
dos estudantes e sobretudo da parte dos profes­
sores e assistentes de Matemát ica das nossas 
escolas superiores. 

O interesse que estas visitas de professores 
estrangeiros despertaram nos estudiosos n ã o se 
confinou naturalmente às suas c o n f e r ê n c i a s mas, 
e sobretudo, às c o n v e r s a ç õ e s por meio das quais 
se estabeleceram projectos de co laboração , se 
obtiveram preciosas i n f o r m a ç õ e s do movimento 
matemát ico noutros pa í se s , se apreciaram o seu 
entusiasmo pelo estudo e muitas das suas qua l i ­
dades de cientistas e de professores. As r e f e r ê n ­
cias que aqui p u d é s s e m o s fazer a estes aspectos 
seriam insuficientes para dar uma idéia da impres ­
são que estas visitas deixaram em todos n ó s . 

E interessante notar que o nome de V i t o V o l ­
t e m tenha estado quás i sempre presente, que os 
assuntos das l ições ou os professores que a té n ó s 
vieram estejam, por um ou outro motivo, ligados 
a V õ l t e r r a : A Aná l i s e Geral criada por Maurice 
F réche t tem a sua origem na Aná l i s e func ional 
(Volterra) de que a teoria das funcionais ana l í ­
ticas é um novo capí tu lo . F a n t a p p i è é um d i sc í ­
pulo de Volterra e L u i g i Sobrero ocupou já a sua 
cadeira de Fís ica Matemát ica na Universidade 
de Roma. 

PROGRESSO D A S C 1 Ê N C I A S - P O R T O 1942 

do Congresso Luso-espanhol para o progresso das 
Ciências realizado no P ô r t o em Junho de 1942. 
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E C O N O M I A M A T E D 

por A. SÁ DA C O S T 

É único ' objectivo desta curta nota a expos ição 
resumida dos resultados do estudo e d iscussão 
da economia matemát i ca clássica realizados no 
Centro de Estudos de Matemát icas Aplicadas à 
Economia do I . S. C. E . F. 

a) Na primeira metade do sécu lo x i x o novo 
condicionamento técnico leva a prolongadas con­
vu l sõe s sociais e, consequentemente, à neces­
sidade' duma r ev i s ão das doutrinas económi ­
cas. 

Surgem n umerosas teorias e escolas económicas , 
entre as quais tem particular in t e rê s se , pelas ca­
rac te r í s t i cas do instrumento de que se socorre, a 
escola matemát ica . A sua const i tu ição pode loca-
lizar-se na segunda metade do sécu lo x i x . 

b) A época em que surgem e as c i rcuns tânc ias 
que rodeiam a rea l ização dos trabalhos fundamen­
tais de economia matemát ica , a actividade desen­
volvida e a pos ição assumida no campo das 
doutrinas económicas pelos elementos mais repre­
sentativos da escola matemát ica , explicam a inten­
ção, nunca claramente formulada, mas sem dúv ida 
implíci ta , de obter o favor duma conf i rmação , a l­
cançada por via matemát ica , para determinada 
estrutura económica . 

Por outro lado, há que reconhecer a ex is tênc ia 
de imperativos de outra ordem, para a apl icação 
do instrumento ma temá t i co à economia, resultan­
tes do rendimento excepcional do uso dês se ins­
trumento noutros domín ios e, sobretudo no da 
mecân ica . 

M ercê de in tenção à margem da ciência (Pareto, 

D I V U L G A Ç Â O 

por A. SÁ 

O qu inzená r io cultural Horizonte inicia com o 
seu n ú m e r o 8 a publ icação duma página subor­
dinada ao título Divulgação Matemática. 

Ocupam-na dois artigos. Duas lições 71a Univer­
sidade do Porto é o t í tulo do primeiro, da autoria 
de A l f r e d o Pereira Gomes e Luiz Neves Real que 
relatam as duas l ições realizadas pelo prof. Bento 
de Jesus Caraça, a convite da Secção de Matemá­
tica da Faculdade de Ciências do Porto. O segundo 
artigo é de Mário de Alenquer e intitula-se Carac-

Á T I C A C L Á S S I C A 

e J . R E M Y F R E I R E 

entre outros) ou de v i são errada do f e n ó m e n o 
económico , na d e t e r m i n a ç ã o do isolado em que 
se baseia tôda a teoria são esquecidas, ignoradas 
ou eliminadas ca rac te r í s t i cas fundamentais. 

c.) Não é só duma base insuficiente que a econo­
mia ma temá t i ca clássica enferma. É tôda a cons­
t rução que está em causa por duas ordens de ra­
z õ e s : as que decorrem do d e s p r ê z o claramente 
expresso, das ap l icações como indicadoras da pro-
f icu ïdade e da ef ic iência da teoria ; as que resul­
tam da permanente e desconcertante a s s imi l ação 
do f e n ó m e n o económico ao mecân ico e conse­
quente maneira de usar a ma temát i ca . 

d) Não p o d e r á falar-se de inap t idão do in s t ru ­
mento ma temá t i co porque não foram esgotadas 
as suas possibilidades. A causa do insucesso da 
economia ma temá t i ca clássica talvez se encontre 
na forma como foram estabelecidos os contactos 
entre o instrumento e o objecto, já o af i rmou 
a lguém. 

e) A estacionaridade duma teoria que não logrou 
da realidade conf i rmação , não reteve a a tenção de 
grande n ú m e r o de estudiosos e nem sequer alcan­
çou, como teoria, progressos no táve i s desde a sua 
const i tu ição, não legi t imará uma m u d a n ç a radical 
de o r i e n t a ç ã o ? E, não d e v e r á ser determinada 
essa m u d a n ç a pela exp lo ração das possibilidades 
do instrumento e s imu l t âneo estudo do objecto a 
a fe içoar ? 

É para ê s se objectivo que convergem as aten­
ções do Centro e desta atitude r e su l t a r á o pro­
grama de trabalhos do ano p r ó x i m o . 

M A T E M Á T I C A 

DA C O S T A 

terização analítica do conceito de infinito. E de 
desejar uma r ev i s ão t ipográf ica mais cuidada. 

Pelo con teúdo desta pr imeira página, parece 
ter-se operado no táve l viragem na or ien tação da 
parte ma temát i ca do Horizonte com o que a Gazeta 
de Matemática muito se regosija. É legí t imo espe­
rar que n ã o vol ta rão a surgir nas suas colunas 
artigos de vulgar ização ma temá t i ca de t ipo infe­
r io r do qual já nos deu algumas amostras per­
feitas. 
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P E D A G- O G I A 

P O R Q U Ê ? . . . 

por J . SEBASTIÃO E S I L V A 

H á certos factos, relacionados directa ou i n d i ­
rectamente com o ensino das m a t e m á t i c a s , para 
os quais temos procurado inut i lmente uma expl i ­
cação. Ass im : 

I — Porque é que, em c o m p ê n d i o s de Filosofia, 
se continua a dizer que a Matemát ica é a c iência 
da «quan t idade» e da «ex tensão» , quando a ver­
dade é que o objecto da Ma temá t i ca se estende 
hoje para a l ém das entidades estrictamente n u m é ­
ricas e g e o m é t r i c a s ? O cálculo proposicional, a 
á lgebra dos conjuntos, a teoria geral das estrutu­
ras, a teoria dos grupos abstractos, e tantos outros 
ramos da Matemát ica moderna, estariam en tão 
condenados a ser exc lu ídos do seio da M a t e m á ­
tica ? 

I I — Porque s e r á que, no programa de Ar i tmé ­
tica do 3.° ciclo liceal, não figura o estado dos n ú ­
meros relativos? Acaso os n ú m e r o s negativos t êm 
menos direi to a ser tratados na Ar i tmé t i ca dos 
liceus, do que os n ú m e r o s f r acc ioná r io s ? E, por 
outro lado, n ã o se atende ao papel c o n s i d e r à v e l -
mente s implif icador que os n ú m e r o s negativos 
desempenham em v á r i a s q u e s t õ e s de A r i t m é ­
tica? 

I I I — Porque n ã o é ensinado nos liceus um pro­
cesso elementar de c o n s t r u ç ã o duma t ábua de 
logar i tmos?" ' Pois n ã o é verdade que, só dês t e 
modo, o aluno pode adquir ir uma noção exacta 
de logaritmo dum n ú m e r o , no caso (e ê s t e é o que 
mais interessa) em que o logaritmo n ã o é inteiro? 
E n ã o é t a m b é m verdade que se desfaz assim 
a q u ê l e mistério, tão nocivo à f o r m a ç ã o mental do 
aluno, duma t á b u a cuja utilidade se conhece, mas 
que não se sabe como pode ser cons t ru ída ? 

I V — Por que razão é que, no 7.° ano dos liceus, 
a vulgar e q u a ç ã o de Diofanto é tratada na Á l g e b r a 
e não na A r i t m é t i c a ? Não constitui porventura a 
e q u a ç ã o de Diofanto um assunto nitidamente inte­
grado na teoria da divisibi l idade, intimamente 
relacionado com as n o ç õ e s de m. d. c. e de con­
g ruênc ia ? S e r á proibido pronunciar em A r i t m é ­
tica a palavra « e q u a ç ã o » ? . . . 

V — Porque s e r á que, em livros d idác t icos por­
tugueses se faz ainda a euclideana d is t inção entre 

«pos tu lados» e «axiomas», quando, já desde o s é ­
culo passado, ficou definitivamente estabelecido 
que tal s e p a r a ç ã o é i lusória ? 

V I — P o r que razão se insiste em fazer o ensino 
da lógica formal , segundo m é t o d o s a n a c r ó n i c o s , 
baseados na grosseira linguagem usual ? Para q u ê , 
amontoar no c é r e b r o do aluno t ê r m o s arreveza-
dos, receitas de almanaque, exemplos por vezes 
dum cómico i r res i s t íve l — quando a Lógica mate­
mática permite interpretar, analisar, criticar, todo 
o mecanismo do pensamento, dum modo bem 
mais preciso e mais potente ? ( í ) Pois n ã o é ver­
dade que a Matemát ica é a c iência dedutiva por 
excelência — e que os m a t e m á t i c o s , voltando as 
costas aos modos e às figuras, aos juizos toto-
-totais e aos toto-parciais, aos epiqueremas e 
aos dilemas, resolveram fabricar, para uso p r ó ­
prio, a delicada aparelhagem do cálculo p ropos i ­
cional, tal como o tinha antevisto o g é n i o de 
Leibniz? E n t ã o p o r q u ê , permanecer ind i fe ­
rente ao progresso, na eterna a d o r a ç ã o dos 
gregos ? 

P o r q u ê ? ! 

Nota — Abr indo casualmente um c o m p ê n d i o de 
Filosofia, deparou-se-nos o seguinte exemplo p i ­
toresco : — «Se o jitis é justo, castiga o criminoso ; 
ora cie não é justo, logo não castiga o criminoso». 
A q u i a culpa não deve ser dos gregos, nem dos 
e s c o l á s t i c o s . . . O autor tomou por e q u i v a l ê n c i a 
o que não passa de impl icação . Mas, en t ão , de nada 
lhe valeram os modos e as figuras ? 

"> Podíamos indicar um processo muito simples, consis­
tindo em sucessivas extracções de raízes quadradas. Os 
cálculos não são muito trabalhosos desde que se disponha 
duma tábua de quadrados. Conviria que os alunos fizessem, 
pelo menos, o cálculo directo do logaritmo dum número 
dado, com 5 ou 4 decimais — óptimo pretexto, também, para 
ministrar noções concretas a respeito da aproximação nos 
cálculos numéricos. 

As frases do tipo «Todo o A é um B», tão simples na 
sua construção gramatical, apresentam no entanto uma es­
trutura lógica pouco elementar, se nos conformarmos com a 
interpretação adoptada nos compêndios de Filosofia : equi­
valem então ao produto lógico duma implicação por uma 
proposição de existência. É neste capricho de lingua­
gem que se baseia aquela bizarra 5." figura do silogismo 
(sub, sub). 
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N O T A 
por B E N T O CARAÇA 

As interrogações do Dr. Sebas t i ão e Silva cons­
tituem um depoimento crí t ico interessante s ô b r e 
certas particularidades do novo ensino secun­
dár io . 

Seria bom que o seu exemplo fòsse seguido 
por outros professores ; a Gazeta está aberta a 
todas as op in iões e dará delas conhecimento ao 
públ ico ; a d i scussão à volta delas pode rá v i r a 
constituir elemento de algum valor para uma f u ­
tura reforma, absolutamente }iecessária, do novo 
sis temade ensino. 

Como comêço de d iscussão , devemos manifes­
tar a nossa d i scordânc ia da o r ien tação mostrada 
pelo Dr . S e b a s t i ã o e Silva na sua terceira inter­
rogação , i Es tá porventura ao alcance dos alunos 
do Liceu o processo pelo qual efectivamente se 
construem as t áboas de logaritmos? Ainda que 
estivesse i q u e vantagem haveria em mostrar 
como se pode construir u m instrumento que en­
contramos já cons t ru ído no mercado ? i Quantos 
são os alunos do liceu que mais tarde se ocupa­
rão da construção de t áboas de logaritmos? 

i N ã o seria isso apenas perder um tempo que 
é precioso para ensinar coisas n e c e s s á r i a s , como 
seja o manejo da r égua de cálculo, e a que a 
técnica moderna dará dentro em pouco papel pre­
dominante na vida de todos os dias? 

Vamos mesmo mais longe—duvidamos deque 
as t á b o a s de logaritmos, como instrumento de t ra­
balho, conservem por muito tempo a soberania 
que t iveram. Em certos ramos de apl icação da 
Matemát ica à vida corrente, a t áboa de logari­
tmos está hoje de largo ultrapassada pela m á ­
quina de calcular (nos cálculos actuariais, por 
exemplo). 

Cada época cria e usa os seus instrumentos de 
trabalho conforme o que a técnica lhe permite ; 
a técnica do sécu lo xx é muito diferente da do 
sécu lo xvr , quando os logaritmos apareceram 
como neces sá r io s para efectuar certos cálculos . 

O ensino do Liceu que é, ou deve ser, para 
todos, deve ser orientado no sèn t ido de propor­
cionar a todos o manejo do instrumento que a 
técnica nova permite. 

A N T O L O G I A 

O S L O G A R í T M O S 
por D. J . STRUIK <" (de ^Concerning Mathematics*) 

Os logaritmos foram criados no começo do 
sécu lo xvii . Nos sécu los anteriores, só tinham sido 
precisas as o p e r a ç õ e s m a t e m á t i c a s mais elemen­
tares para satisfazer as necessidades dum sistema 
económico simples: cálculo digital, ábaco , adição, 
sub t r acção , mul t ip l icação e d iv isão de n ú m e r o s 
inteiros e f r acc ioná r io s simples. 

Com o progresso do mercantilismo, os novos 
descobrimentos geográf icos , o desenvolvimento 
da n a v e g a ç ã o mar í t ima , o alargamento do mer­
cado e o nascimento sub-sequente dos estados 
modernos, tornou-se cada vez maior o i n t e r ê s s e 
pela ma temát i ca , astronomia, topografia e c iências 
náu t icas . As o p e r a ç õ e s ma temá t i ca s elementares 
revelavam-se cada vez mais insuficientes. Nos 
f ins do sécu lo xvi, o cálculo tornara-se extrema­
mente difícil . Muitos ma temá t i cos no táve i s apela­
vam para tôda a sua habilidade ao efectuarem, à 
custa de m é t o d o s antigos, mul t ip l icações , d iv isões 
e ex t r acções de ra ízes s ô b r e n ú m e r o s grandes. 
Kepler, que teve de abrir caminho a t r a v é s de 

grandes massas de cálculos, para o seu trabalho 
s ô b r e astronomia, perdeu anos da sua vida com 
in f indáve i s estopadas n u m é r i c a s . 

T o p ó g r a f o s , peritos navais e a s t r ó n o m o s , todos 
necessitavam urgentemente de m é t o d o s de cá l ­
culo convenientes. Esta falta fazia-se sentir espe­
cialmente nos pa í ses mais a v a n ç a d o s , Inglaterra e 
Holanda, e t a m b é m na Alemanha, Áus t r i a e Itália. 

Quando, em 1014, fohn Napier, um nobre escos-
sez e inventor mecânico , construiu o pr imeiro sis­
tema de logaritmos, os peritos calculadores aper-
ceberam-se logo da sua utilidade. Henri Briggs, 
disc ípulo de Napier e professor em Londres e 
Oxford, inventou o seu sistema a part ir dum c r i ­
té r io prá t ico , pela in t rodução dos logaritmos na 
base 10 e, logo a seguir, os topógra fos holandeses 
De Decker e Vlacq publicaram a primeira t ábua 
completa de logaritmos (162G-27), seguida do ma-

1D Associate professor of Mathematics at the Massachu-
sets Institute of Technology. 
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n u a l de N a v e g a ç ã o de De Decker, n o q u a l ê s t e ca l ­
c u l a p o r l o g a r i t m o s as s o l u ç õ e s dos seus p r o ­
b l e m a s (1631). Kepler p e r t e n c e u aos p r i m e i r o s 
en tus ias tas e e s c r e v e u m u i t a s p á g i n a s p a r a p r o ­
m o v e r o e m p r e g o da i n v e n ç ã o de Napier. 

M o s t r a m estes e x e m p l o s d u m m o d o e l e m e n t a r 
a i n f l u ê n c i a da e s t r u t u r a soc i a l n o p r o g r e s s o das 
m a t e m á t i c a s , c o m o e l e m e n t o do s i s t e m a das f o r ­
ç a s p r o d u t i v a s . Ê l e s c o n d u z e m ao s e g u i n t e j u i z o : 
a e s t r u t u r a e c o n ó m i c o - s o c i a l e x i g e u m r a m o de 
c i ê n c i a e, p o r t a n t o , ê l e su rge . 

D e v e m o s v i n c a r , c o n t u d o , o f a c t o de q u e t a l r e ­
l a ç ã o é s i m p l e s e m d e m a s i a p a r a d a r con ta do 
p r o g r e s s o , da p r o f u n d i d a d e e do c o n t e ú d o de 
q u a l q u e r c i ê n c i a . 

M e s m o n o nosso e x e m p l o dos l o g a r i t m o s obse r ­
v a m o s u m a e s t r u t u r a causa l m a i s c o m p l i c a d a : a 

necess idade de o p e r a r c o m n ú m e r o s g r a n d e s c o n ­
duz ao o r g u l h o do t r a b a l h o h u m a n o , p a r a o d e s e n ­
v o l v i m e n t o d u m a t é c n i c a q u e d e s c o b r e p r a z e r n o 
c á l c u l o p e l o c á l c u l o , e n c a r a n d o p r o b l e m a s s e m 
in t e re s se p r á t i c o p a r a a tes ta r o p o d e r d o m é t o d o . 

S e m ê s t e o r g u l h o do t r a b a l h o h u m a n o , c o m o o 
p o s s u í a m Van Cetilett, Van Rome», Kepler, Napier, 
Briggs o u Vlact], j a m a i s t e r í a m o s a p r á t i c a i n v e n ­
ç ã o dos l o g a r i t m o s . 

E , u m a vez os l o g a r i t m o s i n v e n t a d o s , ê l e s c o n ­
d u z i r a m a u m a t e o r i a dos l i m i t e s , das e x p o n e n ­
cia is , dos i n d i v i s í v e i s , q u e v i e r a m a ser os p r e l i ­
m i n a r e s essenc ia i s da c r i a ç ã o da a n á l i s e . 

Nes ta i n t e r a c ç ã o da t e o r i a e da p r á t i c a , e n t r e a 
necess idade s o c i a l de o b t e r r e s u l t a d o s e o a m o r 
da c i ê n c i a pe la c i ê n c i a , e n t r e o t r a b a l h o n o p a p e l 
e o t r a b a l h o nos n a v i o s e nos c a m p o s , o b s e r v a ­
m o s u m e x e m p l o da d i a l é c t i c a da r e a l i d a d e . 

C I Ê N C I A E P R I N C Í P I O S 
por ÉMILE B O R E L (do Prefácio do «Traité du Calcul des Probabilités et ses Applications») 

U m a e x p o s i ç ã o de c o n j u n t o d u m r a m o da c i ê n -
c i ê n c i a d e v e p r e c e d e r e n ã o s e g u i r o e s tudo f i l o ­
s ó f i c o dos p r i n c í p i o s dessa c i ê n c i a . O s á b i o é c o m o 
o h o m e m de a c ç ã o ; é s t e age c o m o se o m u n d o 
e x t e r i o r ex i s t i s se e a q u è l e c o m o se os p r i n c í p i o s 
da c i ê n c i a f ô s s e m l e g í t i m o s ; u m a vez as c o n q u i s ­
tas r ea l i z adas h á s e m p r e u m e c o n o m i s t a , u m h i s ­
t o r i a d o r o u u m m e f a f í s i c o p a r a j u s t i f i c á - l a s . E m 
t o d o o caso, o s á b i o e s t á s e g u r o de n ã o t e r t r a n s ­
g r e d i d o , n o seu a m o r p e l a a c ç ã o , as l e i s da m o r a l , 
m e s m o se i n f r i g i u as l e i s da l ó g i c a . 

M a s , a c r i t i c a a priori é e s t é r i l t an to q u a n t o a 
c r í t i c a a posteriori p o d e ser f ecunda . Q u a n d o u m a 
c i ê n c i a p r o v o u a sua v i t a l i d a d e pe lo s seus r e s u l ­
tados, v a l e a p e n a v o l t a r a t r az e s u b m e t e r a u m 
e x a m e e s c r u p u l o s o os p r i n c í p i o s que se a d m i t i r a m 
s e m d i s c u s s ã o . C o m e f e i t o , a s s e g u r á m o - n o s e n t ã o 
d e q u e ê s t e e x a m e n ã o p o d e d e s v i a r - n o s a p o n t o 
de f a z e r - n o s r e n u n c i a r à s c o n s e q u ê n c i a s p o s i t i v a s 
e p r á t i c a s q u e p e r m a n e c e m a d q u i r i d a s e m q u a l ­
q u e r caso; q u a l q u e r q u e se j a a o p i n i ã o dos f í s i c o s 
o u dos m e t a f í s i c o s s o b r e a r e a l i d a d e dos f l u í d o s 
e l é c t r i c o s , a e l e c t r i f i c a ç ã o das nossas l i n h a s de 

c a m i n h o s de f e r r o n ã o s e r á r e t a r d a d a d u m d i a ; 
ana logamente , as d i s c u s s õ e s f i l o s ó f i c a s s ó b r e as 
p r o b a b i l i d a d e s n ã o p o d e r ã o ac tua r s ô b r e os c á l ­
cu los dos a c t u á r i o s . Po r o u t r o lado , n ã o é p o s s í v e l 
e squece r o e x e m p l o f a m o s o da g e o m e t r i a n ã o 
e u c l i d e a n a : as i n v e s t i g a ç õ e s de B o l y a i , de L o b a -
t c h e v s k y , de R i e m a n n s ô b r e os p r i n c í p i o s da 
G e o m e t r i a , p e r m i t i r a m a P o i n c a r é a d e s c o b e r t a 
das f u n ç õ e s f u c h s i a n a s e f o r n e c e r a m a E i n s t e i n 
o s u p o r t e m a t e m á t i c o i n d i s p e n s á v e l à t e o r i a da 
r e l a t i v i d a d e . A n a l o g a m e n t e , o e s tudo a b s t r a c t o 
dos p r i n c í p i o s da a r i t m é t i c a n ã o d e i x o u d e i n f l u i r 
n o d e s e n v o l v i m e n t o da t e o r i a dos n ú m e r o s t r a n s -
f i n i t o s , t e o r i a q u e f a c i l i t o u o p r o g r e s s o da t e o r i a 
dos c o n j u n t o s e da t e o r i a das f u n ç õ e s . Nes t e s 
v á r i o s casos o e s tudo dos p r i n c í p i o s d u m a c i ê n ­
c ia t eve c o m o c o n s e q u ê n c i a a c r i a ç ã o d e n o v a s 
c i ê n c i a s ou , p e l o m e n o s , o de n o v o s c a p í t u l o s nas 
c i ê n c i a s c o n e x a s ; ê s t e e s tudo , p o r t a n t o , j u s t i f i -
ca-se aos o l h o s do p r ó p r i o s á b i o , i n d e p e n d e n t e ­
m e n t e da c o n t r i b u i ç ã o q u e possa t r aze r p a r a 
a t e o r i a do c o n h e c i m e n t o q u e i n t e r e s s a ao 
f i l ó s o f o . 

S O B R E E N S I N O 
por F E D E R I G O E N R I Q U E S (de <Le Matematiche nella storia e nella cultura») 

A f o r m a ç ã o de professores de m a t e m á t i c a s à a l ­
t u r a dos seus deveres d i d á c t i c o s requere, em geral, 
que a ciência lhes seja ensinada, n ã o só do ponto de 
vista es tá t ico , mas t a m b é m no seu devir . E , por 

isso, que o estudioso aprenda, atravez da h i s t ó r i a , a 
r e f l ec t i r sôb re a g é n e s e das ideias e, por out ro lado, 
participe no interesse pela i nves t i gação . 

Despertar o interesse dos f u t u r o s professores pela 
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inves t i gação c i en t í f i ca e m a n t ê - l o v i v o nestes é tanto 
mais d i f í c i l quanto é certo que os problemas de ma­
t e m á t i c a s superiores parecem, à p r ime i r a vista, in te i ­
ramente afastados do campo dos elementos, no qual 
t e r á lugar a actividade do professor da escola m é d i a . 

C o n v é m , portanto, mostrar a c o n t r i b u i ç ã o s ign i f i ca ­
t iva que as m a t e m á t i c a s superiores d ã o , em mui tos 
sentidos, à c o m p r e e n s ã o dos conceitos e à r e s o l u ç ã o 
dos problemas elementares. 

T raduções de A. SÁ DA COSTA 

PONTOS DO E X A M E DE ADMISSÃO AO ESTÁGIO DO 8.° GRUPO 
NO L I C E U NORMAL D E LISBOA 

Ano lectivo de 1940-1941 

Provas escritas: Algebra e geometria analítica 

P o n t o n . ° 1 — a) — D e t e r m i n e m de m o d o q u e 
as r a í z e s do t r i n ó m i o (m + 3) x2—(m + 1) x—(m-fl) 
s e j a m i n f e r i o r e s a 1 . 

b)— D e t e r m i n e a n a l i t i c a m e n t e o l u g a r g e o m é ­
t r i c o dos p o n t o s de o n d e se v ê u m segmen to de 
r e c t a sob u m â n g u l o cons t an t e e m grandeza . 

P o n t o n . ° 4 — a) — O t r i n ó m i o mxt+px+q t o m a 
p a r a e x=2 r e s p e c t i v a m e n t e os v a l o r e s 
2 e 1 . I n d i q u e a q u e c o n d i ç õ e s d e v e sa t i s f aze r o 
p a r â m e t r o m pa ra q u e s e j a m rea i s as r a í z e s do 
t r i n ó m i o dado . 

b) — D e t e r m i n e a n a l i t i c a m e n t e o l u g a r g e o m é ­
t r i c o dos p é s das p e r p e n d i c u l a r e s ba ixadas de 
u m p o n t o f i x o O s ô b r e as r ec tas que passam p o r 
o u t r o p o n t o f i x o A . 

Trigonometria e geometria sintética 

a) — D e t e r m i n e u m a r e l a ç ã o e n t r e as d i s t â n c i a s 
m, n e p dos v é r t i c e s d u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o 
ao c e n t r o da c i r c u n f e r ê n c i a i n s c r i t a . 

b) — C o n s i d e r e u m a s u p e r f í c i e e s f é r i c a de r a i o r 
e u m p o n t o S da s u p e r f í c i e e s f é r i c a de r a i o 
(r + h) c o n c ê n t r i c a c o m a a n t e r i o r e u m a s u p e r f í ­
c ie c ó n i c a de v é r t i c e S c i r c u n s c r i t a à p r i m e i r a 
s u p e r f í c i e e s f é r i c a . D e t e r m i n e a e x p r e s s ã o da 
á r e a t o t a l da s u p e r f í c i e do c o n e de a l t u r a h l i m i ­
t ado pe l a s u p e r f í c i e c ó n i c a r e f e r i d a e p e l o p l a n o 
t angen te à p r i m e i r a s u p e r f í c i e e s f é r i c a . 

História das matemáticas 

P o n t o n . ° 1 — H i s t ó r i a e i m p o r t â n c i a da des­
c o b e r t a da l e i da a t r a c ç ã o u n i v e r s a l . 

Física e Química 

P o n t o n . ° 2 — O p ê n d u l o e suas a p l i c a ç õ e s . 

Prova oral de matemáticas superiores (ponto com 
24 horas de antecedência) 

P o n t o n . ° 1 — E l i m i n a ç ã o ; r e d u ç ã o das c ó n i c a s 
de c e n t r o . 

P o n t o n . ° 2 — M á x i m o s e m í n i m o s ; c e n t r o s das 
q u á d r i c a s . 

P o n t o n . ° 3 — I n d e t e r m i n a ç õ e s ; c á l c u l o de v o ­
l u m e s . 

P o n t o n . ° \ — D e r i v a d a s e d i f e r e n c i a i s ; c u r v a ­
tu r a , e v o l u t a . 

P o n t o n . ° 5 — P o l i n ó m i o s i n t e i r o s ; f ocos e d i r e c ­
t r i z e s das c ó n i c a s . 

P o n t o n . ° 6 — S i s t e m a s de e q u a ç õ e s l i n e a r e s ; 
ge r a t r i z e s r e c t i l í n e a s das q u á d r i c a s . 

P o n t o n . ° 8 — S é r i e s ; c l a s s i f i c a ç ã o das q u á d r i ­
cas e e s tudo da sua f o r m a . 

Pontos das provas escritas de matemáticas elementares 
dos exames do ano lectivo de 1941-1942. 

Algebra e geometria analítica 

a) — D e t e r m i n e o p a r â m e t r o m de m o d o q u e as 
r a í z e s da e q u a ç ã o (m—1) x~ — (im—6) x+ m + l=0 
e s t e j a m c o m p r e e n d i d o s e n t r e 3 e — 2 . 

b) — D e t e r m i n e o l u g a r g e o m é t r i c o dos c e n t r o s 
das c ó n i c a s da f a m í l i a c u j a e q u a ç ã o é : 

( l . r - 3y ) ( y - 3) + m \x—3) {iy - 3 x ) = 0 . 

Trigonometria e geometria sintética 

a) — Ca lcu le a h i p o t e n u s a de u m t r i â n g u l o r e c ­
t â n g u l o c o n h e c e n d o u m ca te to c e o â n g u l o a. 
f o r m a d o pe l a h i p o t e n u s a c o m a m e d i a n a r e l a t i v a 
a ê s s e ca te to . D e t e r m i n e as c o n d i ç õ e s de p o s s i b i ­
l i d a d e do p r o b l e m a . 

b) — C o n s i d e r e u m t e t r a e d r o r e g u l a r [ABCD] 
de ares ta a ; m a r q u e s ô b r e as arestas AC, AD , 
BC e BD r e s p e c t i v a m e n t e os c o m p r i m e n t o s 
ÃM , ÃlV, BP e BQ ta is q u e ÃM=Ã~N = BP = 
= BQ = c s endo 0 <^ c < a . 

1) S a b e n d o q u e as arestas opostas d u m t e t r ae ­
d r o s ã o p e r p e n d i c u l a r e s d e m o n s t r e q u e o q u a ­
d r i l á t e r o [MNQP] é u m r e c t â n g u l o e c a l c u l e os 
seus lados e m f u n ç ã o de c e de a . 

2) D e t e r m i n e e m f u n ç ã o de a e de c a á r e a da 
s u p e r f í c i e l a t e r a l do t r o n c o de p r i s m a t r i a n g u l a r 
[A MN BP Q]. 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A K E S 
E x a m e s d e A p M d ã o às E s c o l a s S u p e r i o r e s ( 1 9 4 1 ) 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n.° 5 

1013 — R e s o l v e r a i n e q u a ç ã o ( x + 2)3 > JK 3 —26 . 
R : A inequação proposta è equivalente a 3 x 2 + 6x + 
+ 17 > 0 , inequação que è verificada para qual­
quer valor x pois as raises do trinómio do pri­
meiro membro são complexos. 

1014 — Q u a l é o n ú m e r o m á x i m o de p o n t o s 
e m q u e se p o d e m i n t e r s e p t a r n r e c t a s ? 

R : Q j = n ( n - l ) / 2 . 

1 0 1 5 — F a z e r a c l a s s i f i c a ç ã o das f u n ç õ e s . A p l i ­

ca r à f u n ç ã o jy = 2.r 2 + v/2 : {x — l ) . R : A função è 
algébrica racional fraccionaria. 

1016 — C a l c u l a r c o m a a p r o x i m a ç ã o de 1 ' os 
v a l o r e s de a q u e s a t i s f a z e m à e q u a ç ã o sen i.= 
= cos- p ( s e n 2.B)"'2 p a r a (3=54° 4 5 ' . R : l o g sen a = 

= 2 l o g cos 5 4 ° 45' + — l o g sen 70° 3 0 ' = 2 x 1 , 7 0 1 2 9 + 

1 _ 
+ — X 1,97435 = 1,50975 donde « = n . 1 8 0 ° + ( - l ) " x 

a 
X [ 1 8 ° 5 2 ' ] . 

1017 — O â n g u l o de duas t angen te s t i r a d a s de 
u m p o n t o a u m a c i r c u n f e r ê n c i a é i g u a l a 45° 13' 
e a d i s t â n c i a d a q u ê l e p o n t o ao c e n t r o desta é de 
31,42 m e t r o s . D e t e r m i n a r o c o m p r i m e n t o dos d o i s 
a rcos e m q u e é d i v i d i d a a c i r c u n f e r ê n c i a pe los 
p o n t o s de t a n g ê n c i a . R : O raio da circunferência 
sendo um cateto do triângulo rectângulo cuja hipo­
tenusa é a distância do ponto ao centro da circun­
ferência e o outro cateto o segmento de tangente 
compreendido entre o ponto e a circunferência será 

45° 13' 
r = 3 1 , 4 2 s e n — - — logo l o g r = l o g 31,42 + 

+ l o g s e n 2 2 ° 36' 30 ' ' = 1,49721 + 1 , 5 8 4 8 2 = 1,08203 
donde r = 12,18 e o perímetro da circunferência é 
então 2-irr = 76,49 . Como o outro ângulo agudo do 
triângulo rectângulo que mede 67° 2 3 ' 3 0 " è o ân­
gulo ao centro do arco igual a metade de um dos 
arcos em que a circunferência è dividida pelos pon­
tos de tangência, êsse arco terá o comprimento 
134,78 

X ir X 12,18 = 28"',G1 e o outro arco será por 
180 

isso igual a 76,49 — 28,61 = 47 ,88 . 

1018 — C o n s t r u i r u m t r i â n g u l o dada a base, a 
a l t u r a e o â n g u l o opos to à q u e l a . D i s c u t i r as s o l u ­

ç õ e s p o s s í v e i s . R : Dado o segmento da base A B , 
o vértice oposto C estará sobre uma paralela t a 
A B que diste desta duma distância igual à altura 
dada. Por outro lado, do vértice C deve-se ver o 
segmento A B sob o ângulo dado, isto quere diser 
que o ponto C deve estar sobre o segmento capas 
do ângulo dado. Assim, conforme a recta t não 
cortar, f ô r tangente ou cortar em dois pontos o 
arco de circunferência a que pertence C , assim 
haverá zero, uma ou duas soluções. 

1 0 1 9 — Quan to s p r o d u t o s d i f e r e n t e s p o d e o b t e r 
c o m c i n c o n ú m e r o s p r i m o s e n t r e s i , n ã o r e p e t i n d o 
e m n e n h u m p r o d u t o o m e s m o f a c t o r ? C h e g a v a à 
m e s m a c o n c l u s ã o se os n ú m e r o s n ã o f o s s e m p r i ­
mos e n t r e s i ? R : O número de produtos diferen­
tes que se podem obter são 5 C 5 + 5 C 4 + Cn + 5 C 2 = 
2 5 —6 = 2 6 . Se os números não fossem primos entre 
si não se chegava à mesma conclusão, porque po­
deria haver produtos com factores diferentes e que 
não fossem diferentes. 

Ponto n." 4 

1 0 2 0 — D e t e r m i n a r os v a l o r e s de m q u e t o r n a m 
r ea i s e do m e s m o s i n a l as r a í z e s da e q u a ç ã o 
mxz + (m — 1 ) x — 3 = 0 . R : Para que as raises sejam 
reais é necessário e suficiente que ( m — l ) 2 + 1 2 m > 0 , 
ou m - + 1 0 m + l > 0 , desigualdade que é verificada 
para os valores x>—5 + 2 1 / 6 ou x<—5—2 v / 6 . 
Por outro lado para que as raises sejam do mesmo 
sinal é necessário que — 3 /m < 0 ou seja m < [ 0 . 
Logo os valores de x que satisf asem ao problema 
são dados por — 5 + 2 v / 6 < * < 0 e x <_ — 5 — 2 i / ~ 6 . 

1 0 2 1 — S i m p l i f i c a r a e x p r e s s ã o 

R : a" 2 b-20'3 c*-". 

(a"2 b-1 cf 

\Ja~ b-<3 c" 

1022 — D e t e r m i n a r as s o l u ç õ e s i n t e i r a s e p o s i ­
t i v a s da e q u a ç ã o oOx — 21jr—6=0. R : A equação 
proposta è equivalente a l O x — 7 y = 2 , equação que 
admite a solução inteira x = — 4 , y = — 6 ; as solu­
ções inteiras da equação são então dadas pelas ex­
pressões x = — 4 + 7 m e y = —6 + 1 0 m , expressões 
que para os valores de m > 3/5 dão as soluções 
inteiras e positivas pedidas. 

1023 — Os c o m p r i m e n t o s do a r co e do r a i o de 
u m s e g m e n t o d e c í r c u l o s ã o r e s p e c t i v a m e n t e 
igua i s a 105,32 e 100,25 m e t r o s . D e t e r m i n a r a sua 
á r e a . R : O ângulo ao centro correspondente ao 
arco dado tem por medida como ê obvio 3 6 0 ° x 
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x 105,32 : ( 2 - x 100,25) = 60° 1 2 ' . A área do se­
ll 0 5 , 3 2 x 1 0 0 , 2 5 

gmento é então dada por A = 

^ 1 0 0 , 2 5 2 s en 30° 6' cos 30° 6' = 5279,16 - 4351,67 -
= 927,49 n \ 2 . 

1024 — C a l c u l a r p o r l o g a r i t m o s a t é à a p r o x i m a ­
ç ã o de 1 ' , os v a l o r e s de a q u e s a t i s f a z e m à equa ­
ç ã o t g a = seti2 p: i / 4 cos p/2 , pa ra (3=125° 1 2 ' . 
R : l o g t g a = 21ogsen 125° 12' + 1 / 2 co log cos 6 2 ° 3 6 ' + 
c o l o g 2 = 2 x 1 , 9 1 2 3 0 + 1 / 2 x 0 , 3 3 7 0 5 +1,69897 = 1,69209 
donde a = 12° 46' + n . 180° sendo n um inteiro 
qualquer. 

1 0 2 5 — C o n h e c e n d o o p e r í m e t r o de u m t r i â n ­
gu lo e o v a l o r dos â n g u l o s c o n s t r u i r o t r i â n g u l o . 
R : Constroi-se um triângulo A ' B ' O semelhante 
ao pedido A B C , pois se conhecem os ângulos. 
Como os lados do triângulo A B C são proporcio­
nais aos do triângulo A ' B ' C , basta decompor o 
segmento representativo do perímetro dado em 
3 segmentos proporcionais aos lados do triângulo 
A ' B ' C . 

1026 — D e t e r m i n a r t odos os í a c t o r e s d o n ú ­
m e r o 280 . R : Como 280 = 2 3 x 5 x 7 , teremos como 
divisores de 280 as parcelas do desenvolvimento de 
( 1 + 2 + 4 + 8) ( 1 + 5) ( 1 + 7) ou sejam os números 
1 ,2 ,4 ,5 , 7, 8 ,10,14, 20, 28,35, 40, 56, 70,110 e 280 . 

Soluções dos n.° s 1013 a 1026 de J . Paulo. 

I. S. C. E . F . — 10 de Outubro de 1941 

1027 — a) D e f i n a as f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s e 
d è as suas p r o p r i e d a d e s e a p l i c a ç õ e s m a i s i m ­
p o r t a n t e s . 

b) R e s o l v a o s egu in t e p r o b l e m a : d e t e r m i n a r o 
m a i o r e o m e n o r v a l o r q u e p o d e t o m a r a d i f e r e n ç a 
sen*e — cos'O. R : f(8) ^sen^e—cos 4 6 = sen 2 0 — cos-a = 
= —cos2o . a) O maior valor de f (0) è 1 que cor­
responde a c o s 2 o = — 1 ou 0=kir + 7v 2 ; b) O me­
nor valor de f (0) é — 1 que se obtém quando fôr 
cos 2 o — + 1 ou 8=ki; (k i n t e i r o q u a l q u e r ) . 

1028 — D e t e r m i n a r p e q de m o d o que o p o l i ­
n ó m i o x^+px + q se ja d i v i s í v e l p o r (.r — 1 ) - . 
R : Efectuando a divisão obtém-sc o resto R ( x ) ^ 
= ( p + 3 ) x + q —2 que deverá ser identicamente nulo; 
portanto-p + 3 = 0 , q—2 = 0 ou p=—3, q = 2 . 

1029 — C a l c u l a r * = i / — . » / — onde 
V 6 3 V c> 

« = 3,4724, A = t g 2 1 8 ° 2 8 ' , c = ( l , 0 5 ) - * . R : A expres­
são proposta pode escrever-se: x = a ' - . b~ ; l - . c - ' 1 ' 3 

ou substituindo valores x — (3,4724) ' ' - . ( t g 3 8 ° 28')~ 3 - . 
. ( 1 , 0 5 , 8 ' 3 . Aplicando logaritmos: 

f 1/2 l o g 3,4724 = 1/2 . 0,510628 =0 ,27031 

l o g x = I + 3,2 c o l o g t g 38° 28' = 3/2.0,09991 = 0,11987 

1+83. l o g 1,05=8/3 . 0,02119 = 0,05651 

l o g x = 0,47669 
x = 2,997 . 

1030 — C a l c u l a r o v o l u m e d u m t r o n c o de cone 
c i r c u n s c r i t o a u m a e s fe ra c o n h e c e n d o o r a i o r da 
e s f e ra e a a res ta / do t r o n c o . R : O volume dum 
tronco de cone de revolução de altura h e raios das 

bases R j e R-, édadopor 1) V = ^ - (R? + R* + R | R- 2). 

No problema em questão, a altura h do tronco de 
cone è um diâmetro da esfera, logo h = 2 r . Como 
se sabe, num trapézio circunscrito a uma circunfe-
rência, a soma das bases é igual à soma dos lados 
não paralelos, portanto R 1 + R 2 = l . Considerando 
R J > R2 , a aplicação do Teorema de Pitágoras ao 
triângulo de hipotenusa 1 e de catetos ( R i — R 2 ) e h , 
conduz a ( R i — R 2 ) * + h * = l * . Portanto: R j - R , ^ 

— yV— ir-, R j + R2 = l , sistema que admite a solu-

j, 1+ l / l 2 - 4 r 2 „ I - l / l - - 4 r 2

 c , . . 
çao : R j = — ^ , R2 = —^ Substi­
tuindo estes valores em 1) e simplificando virá : 
V = 2 ; 3 . ^ r ( 1 2 - r 2 ) . 

1031 — Das r e l a ç õ e s 

x = r cos oc sen |3 , y = r sen % sen (3, , s= f - cos{3 
t i r a r r, a , [3 e m f u n ç ã o de x , y , s . ( I n d i c a ç ã o : 
c o m e ç a r p o r q u a d r a r e s o m a r o r d e n a d a m e n t e ) . 
R : Quadrando e somando ordenadamente, virá : 
x 2 + y 2 + z 2 = r 2 [ (cos 2 a + s e n ' a ) s e n 2 |3 + cos213] = r 2 ou 

r = + l / x ' - + y 2 H - z 2 . Dividindo a segunda relação 
pela primeira, obtém-se : tga = y / x ou a = a r c t g y / x . 

z 
Da j . a relação dedus-se cos (3 = — — ou 

+ V x 2 + y-' + z ; 

z 
3 = are cos — - — — • 

+ y x 2 + y 2 + z 2 

1032 — D i v i d i r ã o n ú m e r o 12 e m t r ê s p a r t e s p r o ­
p o r c i o n a i s a 1 2 , 1/3, 1/4. R : Reduzindo as 

fracções propostas ao menor denominador comum, 
tem-se : 6 1 2 , 4 /12 , 3 1 2 . Dividir-se-á portanto, 
12 em partes directamente proporcionais aos núme­
ros 6 , 4 , 3 , isto é : 12/13 = x 6 = y / 4 = z 3 , donde 
x = 72 1 3 , y = 48,13 e 7. = 36/13 . 

Soluções dos n . o s 1027 a 1052 de O. Morbey Rodrigues. 

Contêm pontos da prova de matemática dos exames de 
aptidão de anos lectivos anteriores todos os números da 
•Gazeta de Matemática». 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 21 

MATEMÁTICAS G E R A I S — A L G E B R A SUPERIOR-COMPLEMENTOS D E A L G E B R A 

F. C. C. — Á L G E B R A S U P E R I O R —Exame final, 1941 

1033 — M o s t r a r q u e t o d o o p o l i n ó m i o f \ x ) = 
=fc«o * " + « ] x"-l i f-a, , - i x + a„ se p o d e e s c r e v e r 
c o m a f o r m a . . 

/ ( * ) = »0 - 1 0 • • 0 0 
«1 - 1 • • 0 0 

0 0 • • X —1 
0 0 • • 0 X 

R : Desenvolvendo o determinante segundo os ele­
mentos da primeira linha vem 

f (x) = a 0 X - 1 0 • • 0 0 + 1*! - 1 0 • • 0 0 
0 X - 1 • • 0 0 X - 1 • • 0 0 

0 0 0 • • 0 X ! a„ 0 0 • • 0 x 

f ( x ) = a 0 x " + A „ _ , . 
Desenvolvendo A„_ , segundo os elementos da pri­

meira linha vem f (x) = a 0 x" + a i x" - ' + A „ _ . 2 . 
Procedendo para A „ _ 2 , A„_ : ) • • • A 2 como para A.,_, 

vem f ( x ) = a 0 x " + Zi x " _ 1 + h a„_ , x + a „ . 

1034 — C a l c u l a r o r a i o do c i r c u l o de c o n v e r g ê n ­

c ia da s é r i e 1 + 5s -
2 / 

• • • - I s" • 
n! 

R : Aplicando o critério d'Alembert, obtèm-se 

l i m 
5 " + ' z " + ' A n - r - l ) / 

5" z " / n / I z l i m 
n + 1 

1 
oo 

logo o raio de circulo de convergência é oo 

1 
1035 — C a l c u l a r l i m " [/(n + l ) ( n + 2) • • • ( 2 « ) . 

»l-»-00 f$ 
R : É sabido que 1 i m " t / u „ = l i m — -

,,-> oo „-*. oo U „ 

H m — " t / ( n + l ) ( n + 2 ) . - (2n) = 

Então 

= l i m 

= l i m 

2) (2n ) 

(n + 2 ) ( n + 3) -• (2n ) (2n + l ) ( 2 n 4 2) n" 
( n + l ) " + ' ( n + l ) ( n + 2) ••• (2n) 

(2n + l ) ( 2 n + 2 l n " 4n"+ 2 + 6 n " + 1 + 2n" 
„^oo ( n + 1 ) " " „^oo ( n + l ) " w 

= 1 i m 

6 2 
4-1 + — 

n n 2 

/ 1 \ • / i \ 
( l + — ) • ( i + — ) 
V n ) 

1036 — Se a e q u a ç ã x i „ _ / L ( ^ ) j = ú - d e c o e f i c i e n t e s 
i n t e i r o s t e m u m a r a i z i n t e i r a e se a e b d e s i g n a m 
d o i s n ú m e r o s i n t e i r o s q u a i s q u e r , m o s t r a r q u e 
u m , p e l o m e n o s , dos n ú m e r o s i n t e i r o s y " ( « L 

/ ( a + 1 ) , ••• f ( a + b—1) é d i v i s í v e l p o r b_. R : De­

preendesse do enunciado que a equação f ( x ) = 0 é 
algébrica de coeficientes inteiros e admite uma raiz 
inteira k . Então f ( x ) = ( x — k j f j ( x ) onde f 4 ( x ) é 
um polinómio inteiro em x de coeficientes inteiros. 
Façamos nesta igualdade, x = a, a—1 , • • • ( a + b — 1 ) , 
vem f ( a ) = ( a - k ) f 1 ( a ) , f ( a + l ) = . ( a - k + l ) f 2 ( a + l ) , ••• 
f ( a + b — l ) = ( a — k + b - l ) f 1 ( a + b —1) . Dos números 
inteiros consecutivos (a — k ) , i a - - k ) + l , • •• ( a — k ) + 
-r b — 1 , cm números de j b | , um deles é divisível 

por b . Logo,dos números f (a) , f (a + 1), ••• f ( a - j - b — 1 ) 
um pelo menos é divisível por b . 

1037 — A q u e c o n d i ç õ e s d e v e o b e d e c e r o p o n t o 
v a r i á v e l (a , 3) p a r a que a c ó n i c a («— 1) * 2 + 2p . ry — 
— (a + l ) ^ 2 + 2»jf + 2Pjv — (a + l ) = 0 r e p r e s e n t e u m a 
p a r á b o l a . R : A equação dada representa uma pará­
bola se 3- + (a + l ) ( a — 1 ) = 0 ou a '+ps—1. P o r o « -
/ r a s palavras, a cónica será uma parábola se no 
plano O^p o ponto (a , p) pertence à circunferência 
de centro na origem e de raio igual à unidade, 
será uma elipse se o ponto (a., pi é interior à cir­
cunferência e será uma hipérbole se o ponto é exte­
rior à mesma circunferência. 

Qualquer que seja o género da cónica esta será 
degenerescente se se anular o invariante cúbico, ou, 
o que ê o mesmo, se o ponto (»., p) pertence à curva 
de equação 

- 1 P •>. = 0 —*• 2a 3 + 2p2a + 2a ? + 2p2— 
p —a—1 p - a - l = 0 
a P — a — 1 

que ê a recta a + 1 = 0 se se trata duma parábola. 

1038 — M o s t r a r q u e as m e d i a n a s de u m t r i â n ­
g u l o s ã o c o n c o r r e n t e s . E n c o n t r a r o seu p o n t o d e 
e n c o n t r o . R : Seja o triângulo A B C . Escolhamos 
para sistema de referência aquêle que é constituído 
por dois eixos ortogonais, contendo o eixo x x ' o 
lado A B e pertencendo o vértice C ao eixo y y ' . 
Sejam a e b as abscissas de A e B e seja c a or­
denada de C . Então, as equações das medianas são 
2cx + ( a + b ) y = ( a + b ) c , c x + ( 2a — b ) y = ac 
cx- |-(2b — a) y = bc . Elas serão concorrentes se o 
sistema formado por estas equações fôr compa­
tível ou, o que é o mesmo, se fôr nulo o característico 

8c 
c 
c 

= 0 . a + b (a + b ) c 
2 a — b ac 
2 b - a bc 

Esta condição é verificada, visto que a primeira 
linha do determinante ê a soma das duas últimas. 

O ponto de encontro, cujas coordenadas se obtêm 
pela resolução do sistema, è ( b — a ) / 3 , c / 3 . 

Soluções dos n.' s 1035 a 1038 de A. Sá da Costa. 
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F. C. L . — ÁLGEBRA SUPERIOR — Exames finais, 1941 
— Alguns pontos. 

1039 — D e t e r m i n e as e q u a ç õ e s da rec ta q u e 
passa p e l o p o n t o P ( 0 , 2 , —1) e pe lo p o n t o do 
p lano « e m q u e é . v = 2 , jy = l . Ca lcu le o â n g u l o 
q u e t a l r e c t a f az c o m o p l a n o i . r = p l a n o d i a m e ­
t r a l da q u á d r i c a x'!-~4:y-—3s2 + 3xy+4:X3-:r2ys + 
+ 3x —y + 2z—6 = 0 c o n j u g a d o c o m Os. 

1040 — E s c r e v a a e q u a ç ã o da c ó n i c a 2 j /*—<txy+ 
+ 5* 2 — 2x-\-2y—1=0 r e f e r i d a aos seus e ixos e de­
t e r m i n e as coordenadas dos seus focos . 

R : 
~9~ 3/2 

= 1 , F ( ± v / l 5 / 2 , 0 ) . 

1041 — D e d u z a a e q u a ç ã o do p i a n o r a d i c a l das 
es fe ras - i , 2 2 e v e r i f i q u e q u e a r ec ta dos cen t ro s 
é p e r p e n d i c u l a r a ê s s e p l a n o . - | é a e s f e ra que 
passa p e l o s p o n t o s ( 0 , 1 , 0 ) ( — 1 , 0 , 2 ) , ta l que a 
o r i g e m t e m p o t ê n c i a 3 e m r e l a ç ã o a - i e c u j o 
c e n t r o p e r t e n c e ao p l a n o .r = 2y . A e q u a ç ã o de 2 2 

é . r 2 + j y 2 + . s - + 4 . . r + 2 _ y - 2 s - 9 = 0 . 
R : 77 = 6 x - ( - 3 y - z - 6 = 0 . 

1042 — E s c r e v a na f o r m a c a n ó n i c a a e q u a ç ã o 
da p a r á b o l a y1—2xy + x*—5y~ 7.v + 3 = 0 , e v e r i ­
f i q u e que , r e f e r i d a a ê s t e s i s t e m a de e ixos , o d i â ­
m e t r o c o n j u g a d o de Oy é o e i xo Os. 

R : y * - 3 / 2 . « . 

1043 — A s rec tas * = 0 , y=0, 2x— y~8=0, 
. r + 2 j y — 1 6 = 0 f o r m a m u m q u a d r i l á t e r o i n s c r i p t í -
v e l . C a l c u l e as c o o r d e n a d a s do c e n t r o e o r a i o da 
c i r c u n f e r ê n c i a c i r c u n s c r i t a . 
R : 2 = x 2 + y 2 - 4 x - 8 y = 0 , C ( 2 , 4 ) , r=v / ÍÕ. 

1044 — D e d u z a a e q u a ç ã o do p l a n o de f e i x e de 

l x = s , . 
s è d e e m r) . „ q u e co r t a a e s fe ra ; r 2 + jy 2 + 

I y—o 

-)-4f2—4*+2^—11=0 segundo u m a c i r c u n f e r ê n c i a 

de r a i o 3 . R : x - z + ). ( y - 3) - 0 _ » X - 9 ± ^ 9 1 ' . 

1045 — D e t e r m i n e as e q u a ç õ e s das tangentes 
t i r adas do p o n t o (7 , 1 ) p a r a a c i r c u n f e r ê n c i a q u e 
passa p e l o p o n t o ( 1 , 2 ) e f o r m a c o m 2 = xz+yz— 
—ox+y — 2 = 0 u m s i s t ema do e i x o r a d i c a l c=3x— 
_ y _ 3 = 0 . R : 2 i = x 2 + y 2 = 5 , t i = x — 2 y — 5 - 0 , 

t , = 2 x - l l y - 3 = 0 . 

Nota — O p r o b l e m a d o t r a ç a d o de tangentes a 
u m a c i r c u n f e r ê n c i a p o r u m p o n t o e x t e r i o r a esta 
r e s o l v e - s e f a c i l m e n t e c o n s i d e r a n d o que u m a t a l 

t a n g e n t e d e v e r á passar p o r ê s s e p o n t o e a u m a 
d i s t â n c i a do c e n t r o da c i r c u n f e r ê n c i a i g u a l ao 
seu r a i o . 

Soluções dos n . o s 1039 a 104f) e nota do n.° 1045 de J . Pais 
Morais. 

Contêm pontos de exames finais de Álgebra Superior, 
os seguintes números da ^Gazeta de Matemática* : 4 e 7. 

F . C. L . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 2 .° exame de 

frequência, 2 de Junho de 1942. 

"y. 1046 — D a d a a f u n ç ã o y=x-. I ( x ) + \ , r e p r e ­
s e n t á - l a g r a f i c a m e n t e n o i n t e r v a l o (0 ,3 ) ; i n d i c a r 
o c o n t r a - d o m í n i o c o r r e s p o n d e n t e , os p o n t o s de 
d e s c o n t i n u i d a d e e os p o n t o s e m q u e n ã o a d m i t e 
d e r i v a d a ; e s c r e v e r a e q u a ç ã o da t angen te no 
p o n t o .r = 3 / 2 . R : Tem-se para 0 < x < l — > • y = l , 
i < x < : • y = x 2 + 1 , e 2 < x < 3 ^ y = 2 x 2 + l , 
O gráfico pedido redits-se pois a um segmento de 
recta e a 2 arcos de parábola. O contradominio é 
definido por y = l , 2 < y < 5 e 9 < y < 28 . São 
pontos de descontinuidade os de abscissa inteira. 
Nestes a Junção y não admite derivadas, podendo 
porém definir-se uma semi-derivada à esquerda e 
à direita. 

Para x - 3 / 2 é y = 1 (3 /2) . ( 3 / 2 ) * + 1 = 9/4 + 1 = 13/4 
e y ' 3 . 2 = 2 . 3/2 + 1 = 4 ; a tangente tem pois por equa-
equação Y - 1 3 / 4 = 4 ( X — 3 / 2 ) . 

1047 — E s t u d a r a s é r i e de t ê r m o g e r a l 

u, = • e n o caso da c o n v e r g ê n c i a d e t e r m i -
" 3«3 + l s 

n a r u m l i m i t e s u p e r i o r do ê r r o c o m e t i d o t o m a n d o 
p a r a v a l o r a p r o x i m a d o da s o m a da s é r i e a s o m a 
dos 10 p r i m e i r o s t ê r m o s da s é r i e . R : Tem-se 

2n 2 1 
u„ = < — • — e a série dada e portanto con-

3n3 + l 3 n 2 

2 1 
ver gente. Para a série de têrmo geral — • — 1 

3 n 2 

majorante da dada. é fácil estabelecer um limite 
superior do resto, limite portanto do resto da série 
dada. Com ejeito tomando os 9 primeiros termos 

" 1 
duma série de Derichlet convergente zl 

& T n«+» 
1 1 

limite superior é — r - • No nosso caso i 

q = 10 

1048 — D e t e r m i n a r a e q u a ç ã o da s u p e r f i c i e de 
r e v o l u ç ã o gerada pela r o t a ç ã o e m t ô r n o do e i x o 
das o r d e n a d a s da c u r v a de e q u a ç õ e s : ( j y — 1 ) 2 + 
+ (s—3)2—4 = 0 , x=0. E s c r e v e r as e q u a ç õ e s dos 
pa r a l e lo s de m e n o r r a i o e de m a i o r o rdenada . 
R : A superficie pedida è um toro. A equação 
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obtém-se pela substituição na equação da gcratris 

(situada no plano x = Oj de z por j / x 2 + z 2 ; vem : 

( y . _ l ) í + ( i / x * + z * - 3 ) s - 4 - O, OM ( x 2 + y 2 + z 2 -
—2y- f -6 ) 2 —4 ( x 2 - } - z 2 ) = 0 . O paralelo de menor raio 
éo gerado pelo ponto ( 0 , 1 , 1 ) e tem por equações, 
por exemplo, y = l , x 2 + z 2 = l ; o de maior ordenada 
é o gerado pelo ponto ( 0 , 3 , 3 ) e tem por equações: 
y = 3 , x 2 + z 2 = 9 . 

Soluções dos n . o s 1046 a 1048 de Manuel Zaluar. 

I. S. A. — 2.° Exame de frequência, 28-5-1942 

1049 — D e t e r m i n e , p e l o m é t o d o d e r e s o l u ç ã o 
das e q u a ç õ e s n u m é r i c a s as r a í z e s da e q u a ç ã o 
2x3—.i;2 + 2 . r — 1 = 0 . R : São os seguintes, os resul­
tados da resolução numérica da equação dada. 
A equação não tem raises inteiras porque os divi­
sores do termo independente + 1 não satisfazem 
a equação proposta. A transformada da equação 
em y - = 2 x é y 3 — y ' + 4 y — 4 = 0 , cujo termo inde­
pendente admite como divisores + 1 , + 2 , + 4 . 
Destes só poderá ser raiz da transformada + 1 
visto que um limite superior das raises positivas 
é 2 (método de Bret) e a equação transformada em 
z = — y é z 3 + z 2 + 4z + 4 = 0 , cujo primeiro membro 
não tem variações. O divisor + 1 è de facto rais. 
A equação y 3 — y 2 - f - 4 y — 4 = 0 desembaraçada da 
raiz + 1 redus-se a y 2 + 4 = 0 cujas raises são + 2 i . 
Por tanto,as raises da equação proposta são 1/2, + i . 

1050 — a) D e f i n a c o o r d e n a d a s ca r t ez i anas r e c ­
t a n g u l a r e s e c o o r d e n a d a s e s f é r i c a s de u m p o n t o 
n o e s p a ç o . I n d i q u e qua i s s ã o os l u g a r e s g e o m é ­
t r i c o s das e q u a ç õ e s q u e se o b t ê m i g u a l a n d o a z e r o 
cada u m a das seis c o o r d e n a d a s i n d i c a d a s , bi D e ­
t e r m i n e , p e l a a p l i c a ç ã o do T e o r e m a de R o u c h é , 
as p o s i ç õ e s r e l a t i v a s dos t r ê s p l a n o s x—2y+3z— 
— 1 = 0 , 2 j r + 3 = 0 , 4 . r - 4 ^ + 3 ^ - 2 = 0 . R : O sis­
tema de equações lineares, constituído pelas equa­
ções dos três planos, é compatível e indeterminado 
de grau 1 , visto que a matris dos coeficientes e a 
dos coeficientes e dos têrmos independentes têm 
ambas característica 2. Portanto, os três planos 
formam feixe. 

1051 — D e t e r m i n e a e q u a ç ã o do p l a n o q u e passa 
p e l o p o n t o P ( 1 , 2 , 0 ) e é p a r a l e l o à s r ec tas de 

í x = s + l I . v - 2 . s 4 - l = 0 
e q u a ç õ e s t l R . Seja 

\ y = 3s \ y + s - 3 = 0. J 

A x + B y + Cz + D = 0 a equação do plano. A intro­
dução das condições contidas tio enunciado condus 
ao sistema de equações lineares e homogéneas em 

A , B , C , D 

A x + B y + Cz + D = 0 
A + 2 B + D = 0 
A + 3 B 4 - c = 0 
2 A - B + C = () 

tirá soluções não nulas se f ô r 

o qual admi-

y z 1 
1 2 0 1 
1 .'! 1 0 
2 - 1 1 0 

( ) 

ou 4 x - i - y — 7z + 6 = 0 . E esta a equação do plano. 

1052 — F i g u r e os t r a ç o s d u m p l a n o - o b l í q u o 
e m r e l a ç ã o aos do i s p l a n o s de p r o j e c ç ã o e as p r o ­
j e c ç õ e s d u m a r e c t a r t a m b é m o b l í q u a e m r e l a ç ã o 
aos m e s m o s p l a n o s de p r o j e c ç ã o . D e t e r m i n e g r à -
f i c a m e n t e o â n g u l o o d e r c o m T Ï . 

Contêm pontos de segundos exames de frequência de 
Matemáticas Gerais e Álgebra Superior os seguintes 
números da «Gazeta de Matemática» : 2, 6 e 10. 

I. S. C. E . F . Exame final, 17-7-1941 

1053 — Faze r o e s tudo e o t r a ç a d o da c u r v a d e 
e q u a ç ã o y2 — s en 2 . r = 0 . V e r i f i c a r q u e as f u n ç õ e s 
d e f i n i d a s p o r esta e q u a ç ã o s a t i s f a z e m à r e l a ç ã o 
y ( x y ' + y n r ) + 3y'y" = 0 . R : A curva é simétrica 
em relação ao eixo x x ' , porque y = + \tsen 2x . 
A curva não tem pontos cujas abscissas pertençam 
aos intervalos abertos [kir , (2k + l ) w/2] onde k é 
tim número inteiro positivo ou negativo. Também 
não tem pontos cujas ordenadas pertençam a qual­
quer dos intervalos abertos (— oo , — 1) e ( l , o o ) . 

Qualquer das funções definidas por y = + l / s e n 2 x 
é periódica de período it. Em virtude da simetria 
e da periodicidade, o estudo e o traçado redusem-se 
ao estudo e ao traçado da curva de equação 

y = + l / s e n x para 0 < x < - / 2 . Por serem 

. , s e n 2 2 x + l 
y ' = cos 2 x / y s e n 2x , y " 

c o s 2 x (3—sen ' ; 2x) 
( sen 2x) 3 / ' 2 

o ponto ( T : / 4 , 1 ) è de y ( sen 2x) & / -

máximo para y , que ê crescente no intervalo 
(0,17/4} e decrescente no intervalo (ir/i , 77/2) e a 
concavidade da curva está voltada no sentido dos 
y y negativos no intervalo (0 , ir /2) . 

1054 — E s t u d a r n o p o n t o x—l, a d e r i v a d a da 
f u n ç ã o y ( x ) a s s i m d e f i n i d a : v ( l ) = 0 , p a r a 
x =j=l-* y = (x—l)/(l + e U r ' 1 ) . R : A função è con­
tinua no ponto x = l porque y (1) = 0 por definição 
e l i m y ( x ) = —0 l i m y ( x ) = + 0 . A derivada de 

If-*- l—o x->H-u 

y (x) para x i l é y' Ix) — x — 1/(1 + e " * - ' ) e 
i l i m y ' ( x ) = 0 , l i m y ' ( x ) = l . Logo o ponto x = l 

3T-M— 0 r - v l + 0 
é de descontinuidade finita de i." espécie para a 
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derivada y 1 ( x ) e será um ponto anguloso para a 
curva de equação y = y ( x ) . Equações das tangentes 
no ponto x = l : y = 0 e y = x — 1 . 

1055 — D e t e r m i n a r c o m u m e r r o i n f e r i o r a 1/10 
as r a í z e s d á e q u a ç ã o P (.v) = . r 4 + 3.v—11 = 0 . 
R : A equação proposta não admite raises inteiras 
porque dos três números P ( — 1) , P ( 0 ) , P (1) 
nenhum é divisível por 3 . Não admite raízes racio­
nais fraccionarias porque o coeficiente de x 4 è igual 
à unidade. Da aplicação do Teorema de Descartes 
decorre a afirmação de qiLe a equação proposta 
admite uma raiz real positiva e outra real nega­
tiva. O, limite superior das raízes positivas é 3 
e o inferior das raízes negativas é — 3 . Para 
x = — 3 , — 2 , — 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , P (x) toma valores cujos 

sinais são, respectivamente, -, h + . Logo 
as raízes reais pertencem aos intervalos ( — 3 , - 2 ) 
e i l , 2) . O estudo dos sinais dos valores que P ( x ) 
toma para x = - 3 ; - 2 , 9 ; - 2 , 8 ; - 2 , 7 ; - 2 , 6 ; 
- 2 , 5 ; - 2 , 4 ; - 2 , 3 ; - 2 , 2 ; - 2 , 1 ; - 2 e para 
x = l ; 1 , 1 ; 1 , 2 ; 1 , 3 ; 1 , 4 ; 1 , 5 ; 1 , 6 ; 1 , 7 ; 1 , 8 ; ' 
1 , 9 ; 2 mostra que aquelas raizes pertencem aos 
intervalos ( — 2 , 1 ; —2) e ( 1 , 5 ; 1 , 6 ) . Os extremos 
destes intervalos são valores aproximados, por 
defeito e por excesso, das raízes reais da equação 
proposta, nas condições do enunciado. 

I. S. T. — Exame final 

1056 — S e n d o x . y . " l /e = l , c a l cu l a r os v e r d a ­
d e i r o s v a l o r e s de j y . p a r a .t = -}-0 e — 0 . 

R : Tem-se y = l / x . * v / e , 

l / X . . - l / X 2 

= 1 i m l i m — l / x 2 . e " T 

Portanto 1 i m y = 

U m ^ = 0 

1 i m y = — l i m = — 0 0 . 

1057 — T r a ç a r a c ó n i c a 11 x* -r 84 xy — 2iy- = 156 
e c a l c u l a r a sua e x c e n t r i c i d a d e . 

ax-11 
1058 — M o s t r a r q u e a f u n ç ã o y = — 

x+a—12 
é s e m p r e c rescen te , o u dec rescen te ou cons tan te . 
D e t e r m i n a r os v a l o r e s de a c o r r e s p o n d e n t e s a cada 

a 2 - 1 2 a + 11 
u m d ê s s e s t r ê s casos. R : Tem-se y = — — • 

( x + a - 1 2 ) 2 

Portanto, o sinal da derivada depende só do nume­
rador. A discussão do trinómio a-' — 12a —11 , cujas 
raízes são 1 e 1 1 , mostra que a derivada é nula 
para a = l , 1 1 , ê positiva para a < 1 ou a > 11 e 
negativa para 1 < a < 11 . Logo a função é cres­
cente se a < 1 ou a > 11 , é decrescente se 1 < a < 11 
e é constante se a = l , 1 1 . 

1059 — S e j a u m a rec ta r e do i s pon tos P e Q 
q u e se p r o j e c t a m s ô b r e r e m P' e O' r e s p e c t i ­
v a m e n t e . S e j a P~rQ'==c, P~P<=a, Q Q< = i . C a l ­
c u l a r o l i m i t e de AfP—MQ q u a n d o M, co locado 
e m r, se afas ta ao i n f i n i t o n u m s e n t i d o o u n o u t r o . 

1060— S e n d o y u m a f u n ç ã o de x d e f i n i d a 
pe l a e q u a ç ã o x V 3 + y V 3 = l , m o s t r a r q u e é y" = 
= 1 / 3 x-*13, y ' , / a s endo y" a 2.» d e r i v a d a d e y e m 
o r d e m a x . 

1061— D a d o s os do i s p l a n o s ax + ^y+-js=0 e 
( • y — P ) * + ( * - 7 ) y 4 - ( c t — 7 p ) * + 4 a — 8 P — 2 f - > 0 , d e t e r ­
m i n a r os c o e f i c i e n t e s v., S, -• de m o d o q u e estes 
p l a n o s s e j a m pa ra l e los . A c h a r - s e - ã o t r ê s s o l u ç õ e s , 
os p lanos c o r r e s p o n d e n t e s , do i s a do i s p a r a l e l o s 
f o r m a m u m p a r a l e l i p í p e d o . A c h a r o v o l u m e des t e 
p a r a l e l i p í p e d o . R : Os dois planos serão paralelos se 

a ( * + XB — \y = 0 
a p i 

= = s-= = X donde { X a — B — X 7 = 0 
a , a — 7 B ) r ' 

l P * 1 ( X a - 7 X B — j = 0 
sistema homogéneo que admitirá soluções não 
nulas se 

1 X - X 1 = 0 ou 6 ) . » — 7 X * + 1 = 0 
X - 1 - X ! 

X — 7x —1 I donde X = — 1 / 3 , 1 2 , 1 . 
Para cada um dos valores do parâmetro x o sis­
tema fornece, por exemplo, 

« = 1 , 3 , 1 8 = — 2 , — 1 , 0 7 = - 5 , 5 , 1 
e as equações dos três pares de planos paralelos são 

x —2y —5z = 0 3x — y + 5z = 0 x + z = 0 
x —2y—5z = 10 3 x - y + 5z = —15 x + z = — 2 . 

Os pontos ( 0 , 0 , 0 ) , ( - 1 5 / 1 3 , - 4 5 / 1 3 , 1 5 / 1 3 ) , 
(25/13 ,10/13 , - 2 5 / 1 3 ) , ( - 1 5 / 1 3 , - 2 0 / 1 3 , - 1 1 / 1 3 ) 
são os vértices do paralelipípedo pertencentes a 
três arestas concorrentes em ( 0 , 0 , 0 ) . Então o 
volume do paralelipípedo é 

3 3 8 x 1 5 ' 
133 

V = 0 0 0 1 
- 1 — 3 1 13/15 
5 2 —5 13/15 

- 1 5 - 2 0 - 1 1 13 

\1Z) 13 

1062 - C a l c u l a r as r a í z e s r a c i o n a i s da e q u a ç ã o 
3 # * — 5 * * — l l # » « r 2 7 ^ 2 - 2 0 ^ - 1 0 = 0 . R : A equação 
admite uma única raiz racional —1/3 . Das restan­
tes raizes, uma é irracional negativa e as outras 
três ou são irracionais positivas ou duas são com­
plexas e uma irracional positiva. 

Contêm pontos de exames finais de Álgebra Superior, 
os seguintes números da ^Gazeta de Matemática»: 4 e 7. 

I. S. T . — 2 . o s exames de frequência — Alguns pontos 

1063 — A c h a r a e q u a ç ã o da e s fe ra q u e é t a n ­
gen te ao p l a n o xOy no p o n t o ( 2 , 4 , 0 ) e passa 
pe lo p o n t o P ( 0 , 0 , 4 ) . R : A equação geral das 
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esferas tangentes ao plano x O y no ponto ( 2 , 4 , 0 ) 
i ( x — 2 ) J + ( y — 4)- + (z — r)- ' = r 2 onde i é o raio. Se 
a esfera passa pelo ponto P ( 0 , 0 , 1 ) , 0 5 coorde­
nadas de P satisfarão à sua equação, isto è, 
4 -j-16-f- (4 — r ) 2 = r ; donde r = 9 / 2 e a equação da es­
fera é ( x - 2 ) í + ( y - 4 ) * + ( z - 9 / 2 ) * = 8 1 / 4 . 

1064 — D a d o o p o n t o A ( 2 , 4 ) e a r e c t a y = x— 3 , 
d e t e r m i n a r s ô b r e esta r e c t a do i s p o n t o s B e C 
t a i s q u e o t r i â n g u l o ABC s e j a r e c t â n g u l o e m A 
e i sosce les . F a z e r a r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a . R : De­
terminemos a intersecção da recta y = x—3 com a 
perpendicular baixada de A sôbre ela : 

- 3 í x = 9,2 
= 2 - x I y = 3'2 . 

Calculemos a distância do ponto A à recta y = x —3: 
2 - 4 - 3 l _ 5 

y/'ïTï |7§' 
Os pontos B e C i ã o as intersecções da circunfe­

rência de centro em (9 2 , 3/2) e raio igual a 5 / \ / 2 , 

1 y - 4 = 

com « r í c / a dada, isto é : 

I ( x - 9 2)2 + ( y - 3 2)2 = 25 2 j y = 4 \ 
x = 2 

y 1 . 

1065 — D e s e n h a r os l uga re s g e o m é t r i c o s d e 
e q u a ç õ e s a) (.v2 + jy2)2 = 4 b ) .v 1 —v 3 — 0 . 
R : a) A equação (x ' ; + y2)2 = 4 desdobra-se em duas 
das quais é o produto x ? - r y 2 = 2 e x! + y- = —2 . 
A primeira representa uma circunferência de centro 
na origem e de raio \/2 ; a segunda uma circuitfe-
rência de centro na origem e de raio l / 2 i . 
b ) A equação x 3 — y 3 = 0 decompõe-se em duas 
x — y = 0 , x ? + x y + y 2 = 0 . A primeira representa a 
bissectriz dos quadrantes impares ; a segunda é 
uma cónica género elipse que degenera nas rectas 
conjugadas 2x - t - ( l + \/3i) y = 0 . 

Contêm pontos de segundos exames de frequência de 
Álgebra Superior os seguintes números da tGaeeta de 
Matemática" : 2, 6 e 10. 

Soluções dos n.0" 1049 a 1065 de A . Sá da Costa. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N A L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — CÁLCULO — Exame final, Junho de 1941 

1066 — D e t e r m i n a r as c u r v a t u r a s p r i n c i p a i s das 
s e c ç õ e s n o r m a i s da s u p e r f í c i e x3y'-\-y3+z3—3y + 
+ 1 = 0 n o p o n t o ( 0 , 1 , 1 ) . 

1067 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o 

( _ x * + 4 . t : 2 - l x ( x z - l ) 
y x ( x i - l ) y ~ (*2 + i ) 2 a r c t g . v ' 

1068 — A l i n h a ( / ) é r e p r e s e n t a d a pe l a s e q u a -
( * = ? ( * ) . , ç o e s { e m q u e a e o a n g u l o q u e a t a n -

gen te e m M f a z c o m ox. E s c r e v e r as e x p r e s ­
s õ e s das c o o r d e n a d a s X e Y de u m p o n t o P do 
p l a n o s i t u a d o s ô b r e a n o r m a l e m M a u m a d i s t â n ­
c ia MP = a e m q u e a é u m a c o n s t a n t e . R e l a c i o n a r 
a d i f e r e n c i a l dS d o a r co de c u r v a (L), l u g a r dos 
p o n t o s P, c o m ds ; p o r i n t e g r a ç ã o r e l a c i o n a r 

os a rcos P0P (P0 p o n t o de (Z.) s ô b r e ox) e OM 

s u p o n d o a o = — ; e c a l c u l a r o c o m p r i m e n t o do 

a r c o PfsP e m f u n ç ã o de 2 s u p o n d o q u e ( / ) é a 
c i c l o i d e : x = r (t — sen t ) , jy = r (1 — cos t ) . 

F. C. P. — CÁLCULO — 2.° exame de frequência, Maio 
de 1941 

Ponto n.° 2 

1069 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o : xzy" + xy' + i y = 
= 32 cos (2 l o g r ) . l o g x . R : fazendo a mudança 

d? y 
de variável independente x = e' vem. 4- ly = 

d 2 y 
= 321 cos 21 ou - j n j f - + 4y = 32t = lGt ( e 5 " 4- e " 2 " ) . 
Integral geral da equação sem 2.* membro : 
y = C[ sen 2t + C 2 cos 2t . Integrais particulares : 

y 2 -

16 
( D + 2 i ) ! + 4 

. . ( _ 2it2 + t + 

Integral geral : 

y = C 1 s e n 2 t + C , c o s 2 t + 4 t 2 s e n 2 t + 2 t c o s 2 t - - s e n 2 t . 

Integral geral da equação dada : y = C j sen 2 ( l o g x ) + 
+ C, cos 2 ( l o g x ) + 4 ( l o g x )2 s e n 2 ( l o g x ) + 

+ 2 ( l o g x ) cos 2 ( l o g x ) — -— sen 2 ( l o g x ) . 

1070— C a l c u l a r JJ 
' dx dy 

xy O d o m í n i o D s i ­

t uado n o 1.° q u a d r a n t e é l i m i t a d o pe las l i n h a s 
x*+y*=l; xz + yz = l ; y = x e y = t / 3 x . R : Cal­
culemos o integral em coordenadas polares : 

/ ' , " 2pdpd3 

TT/4 1 

1071 — D e t e r m i n a r as c u r v a t u r a s p r i n c i p a i s d a 
s u p e r f í c i e 2xy + xi—y3+log(z+í)=0, n o p o n t o 
( 0 , 0 , 0 ) . R : Cálculo de p , q , r , s , t . 

1 

da 

2y o x á p = 0 
z + 1 

2x _ 3y2 + q 

p = 0 

q = 0 , 
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6 x -
P* 

( Z + l | * 
r p q 

Ï + — = o, 
z + l 

- 6 y + + (z + l ) 2 z + l 
= 0 . M > />o«/o ( 0 , 0 , 0 ) 

temos: r = 0 , s = — 2 , t = 0 . Equação de condição : 
s m 2 + ( r - t ) m - s = 0 , — 2 m s + 2 = 0 . - . m = ± 1 • 

r + 2 s m + t m J — 4 m 
C„ = 

l + m * 1 + m J 
C t = - 2 , C 2 = 2 . 

1072 — D e t e r m i n a r a e q u a ç ã o car tes iana da l i ­
n h a (L) t a l q u e a d i s t â n c i a de M ao c e n t r o da 
c u r v a t u r a Ci da e v o l u t a s e j a i g u a l ao q u a d r a d o 
do r a i o da c u r v a t u r a de (Z.) e m M . 

As cons tan tes d e i n t e g r a ç ã o d e v e m c o n s i d e -
r a r - s e n u l a s . R : Equação de condição : C j M = R - . 
Sendo C o centro de curvatura em M , tem-se : 

C , M * = C, C V C M * ou R* 

vem : a rc sen —- = a — 0 , 
R 

Para a = 0 vem : R = -

/ d R \ 2 
'[-T~) + Integrado 

1 
donde R = - • 

s e n (a—8) 
1 „ ds 

Mas R = 
d« s e n 6 

I d x = cos e ds = R cos e de 
) d y = sen 8 ds = R sene d e . 

cos 8 

* d x = ~ ~ s e n ô d 9 j x = - l o g s e n 8 
' d y = — d e I y = — 6 . 

L o ^ o x = — l o g sen ( - y ) ou s e n ( — y ) = e _ x ou 
s e n y r e " " = 0 . 

Soluções dos números 1066 a 1072 de Jaime Rios de Sousa. 
Contém pontos de exames finais de Cálculo Infinitesi­

mal e de Análise Superior os seguintes números da «Ga-
zeta de Mátemática» : 4, 7, 8 e 9. 

M E C Â N I C A R A C I O N A L — F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F. C. L . — M E C Â N I C A — 2 ° exame de frequência, 1-II-I94I 

1073 — U m p o n t o m a t e r i a l , de massa u n i d a d e , 
e s t á s u b m e t i d o à a c ç ã o da f o r ç a : F = : v ( e i + e 2 ) . 
D e t e r m i n a r o seu m o v i m e n t o nas segu in tes c o n ­
d i ç õ e s i n i c i a i s : P 0 ( 0 , 0 ) v 0 = 2 e i + 2 e 2 . D e t e r ­
m i n a r o t r a b a l h o e f e c t u a d o pe lo campo , q u a n d o 
o p o n t o se des loca desde Po ( 0 , 0 ) a P i ( 3 , 3 ) 
n o seu m o v i m e n t o . R : 

1) x"=x, y " = x . 
E então : y " = x " ; logo : 

2) y = x + C ! t + C 2 . 

Da i.a equação 1) vem : 

3) x " - x = 0 

eguação diferencial linear de coeficientes constan­
tes, cujo integral geral é x = C 3 e' + C4 e~' e aten­
dendo a 2) y = C 3 e ' + C 4 e _ 1 + C i t + C 2 . Temos então: 

\ x = C 3 e ' + C 4 e - ' 
j y = C 3 e ' + C 4 e - , + C 1 t + C 2 

e derivando 

j x ' = C 3 e ' — C 4 e ~ 
I y ' ^ - C j e ' - Q e - ' + C i . 

Como — condições iniciais — para t = 0 , é : 
x = 0 y = 0 x ' = 2 y ' = 2 vem, introduzindo estes 
valores em 4 ) e 5 ) : 0 = C 3 + C i , 0 = C 3 + C4 + C 2 , 
2 — C j — C 4 , 2 = C 3 — C 4 + C t , ou seja : C 3 = 1 , 
C 4 = — 1 , C j = 0 e C j = 0 . O movimento do ponto, 
nas condições iniciais dadas, è x = e ' — e - ' y = e'—e~' 
e efectua-se ao longo da recta y = x , afastando-se 
o ponto indefinidamente para o lado direito desta. 

O campo de forças dado não deriva dum poten-

4 ) 

5) 

Í X O Y 
ciai, visto que : — =£ Para calcular o trabalho 

òy ox 
pedido temos então que integrar F . d P = X d x - t - Y d y 
ao longo da trajectória do ponto. Teremos 

- L 
x d x + y d y e como y = x ao longo dessa 

PoP\ 
3 

trajectória, tem-se: r = J 2 x d x = 9 . 
o 

1074 — U m a á r e a p l a n a e h o m o g é n e a , é c o n s ­
t i t u í d a p o r u m q u a d r a d o de l ado 2 o , e n c i m a d o 
p o r u m a s e m i - e l i p s e de s e m i - e i x o s a e b . D e t e r ­
m i n a r b de m o d o q u e o c e n t r o de g r a v i d a d e da 
á r e a c o n s i d e r a d a e s t e j a s ô b r e o l ado do q u a d r a d o 
q u e é e i x o da s e m i - e l i p s e . R : O centro de gravi­
dade do quadrado encontra-se no centro déste. Cal­
culemos a posição do centro de gravidade da semi-
-elipse. Para referir esta posição, tomemos um 
sistema de 2 eixos ortogonais com origem no centro 
da elipse, e dirigidos segundo os eixos desta. As 
coordenadas do centro de gravidade da semi-elipse, 

JJ y d x d y 
serão 1 = 0 r, = -jr^ onde II d x d y 

^ y * d x d y = á r e a da s e m i - e l i p s e = i r a b / 2 . Tem-se 

j j y d x d y = j d x I y d y = Y i ï J ( a 2 - x * ) d x = 

—a Ò —a 

2 a b 2 2ab2/3 4 b 
= e. portanto, r. = = 

3 r r a b / 2 3 « 
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Tomemos agora um sistema de eixos paralelos 
aos anteriores, mas cuja origem se encontre no 
centro do quadrado, e chamemos ; F à f i g u r a dada, 
F i ao q u a d r a d o Í F> à s e m i - e l i p s e . 

Designemos ainda por Ak a área de Fk e por 
í k e r,k, respectivamente, a abcissa e ordenada 
— relativas aos novos eixos — de F t . Temos : 

A ! = 4 a * A 2 = T7ab;2 A = A 1 + A , = a ( 4 a + i rb/2) ^ = 0 
4 b 

• f , ,=0 E 2 = 0 y 2 = — h a . De li=0 £ 2 = 0 con-

clue-se que r, virá dado por: A « = A 4 r ^ - j - A 2 « 2 , ou 
I TT \ 7T / 4 b 

seja: r.a I 4a + — b 1 = — ab I — — + a ) • Como 

deve ser yi = a , tem-se : 
, , * . 2 * 

i a 3 H a 2 b = — a b 2 - f a- b ou 
2 3 2 

Soluções dos exercícios 1075 e 1074 de F . V. A. de Veiga 
de Oliveira. 

Contêm pontos de segundos exames de frequência de 
Mecânica Racional e Física Matemática os seguintes nú­
meros da íGaieta áe Matemática»: 2, 6 e 10. 

b = a v / 6 . 

C A L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F. C. P. — Exame final, 14-10-1941 

1075 — U m p o n t o P é l a n ç a d o ao acaso n o q u a ­
d r a d o O ABC (10 c m de l a d o ) . S e j a P ( x , y ) a 
p o s i ç ã o o b t i d a , e a a á r e a d o q u a d r i l á t e r o t r a c e ­

j a d o , o b t i d o u n i n d o P c o m A e C. 
a p o d e e x p r i m i r - s e e m f u n ç ã o de 
x e y . 

a) I n d i c a r o d o m í n i o c e r t o Na. 
R : a) Manifestamente è o inter-

~* valo (0 ,100) . 
b) C a l c u l a r a p r o b a b i l i d a d e de se r a < 20 c m 2 . 

R : b) De a = 5 ( x + y ) < 20 resulta x + y < 4 . 
P terá caido no triângulo limitado pelos eixos e 
pela recta x + y = 4 , de área l / 2 . 4 . 4 = 8 c m 2 ea 
probabilidade será p = 0 , 0 8 . 

c) O v a l o r m é d i o M {a). R : c) M ( « ) = 5 M ( x ) + 
+ 5 M ( y ) = 1 0 M ( x ) = 5 0 , pois M ( x ) = M ( y ) = 5 
( T , = T > 1 / 1 0 ) . 

d ) A t axa T a . R : d ) Poderá calcular-se efec­
tuando a mudança de variáveis definida pelas rela-

\ x = x 1 
çoes t _ • Obtemos T * B = — — donde 

I a = 5(X + y) 500 
N i : -

500 ' 
A taxa terá duas expressões analíticas: 

a 100—d 
T = se 0 < d < 5 0 ; T „ = se 5 0 ' < a < 1 0 0 . 

8 2500 ' " 2500 -

e) V e r i f i c a r . R : e) Por exemplo: utiUsando T ; 

efectuar os cálculos das alíneas b) e c). 

Observ. — A n o t a ç ã o é a de V a n D e u r e n . 
Solução do n.° 1075 de M. Gonçalves Miranda. 

P R O B L E M A S 

A s e c ç ã o de p r o b l e m a s da « G a z e t a d e M a t e m á ­
t i c a » s ó p o d e se r u m a s e c ç ã o r e a l m e n t e v i v a na 
m e d i d a e m q u e f ô r f e i t a pe los l e i t o r e s . P o r i sso 
se p e d e a t o d o s os l e i t o r e s q u e p r o p o n h a m p r o ­
b l e m a s , ( a c o m p a n h a d o s o u n ã o de s o l u ç ã o ) , q u e 
e n v i e m s o l u ç õ e s dos p r o b l e m a s p r o p o s t o s , e so­
b r e t u d o q u e d i g a m c o m t ô d a a f r a n q u e z a a q u i l o 
q u e lhes ag rada e a q u i l o q u e lhes n ã o agrada . 

A r e d a c ç ã o r e c e b e r á c o m t ô d a a a t e n ç ã o as 
s u g e s t õ e s q u e l h e f o r e m f e i t a s de a l t e r a ç õ e s o u 
a m p l i a ç õ e s . 

T e m o s a ce r t eza d e q u e m u i t o h á a e s p e r a r da 
b o a v o n t a d e dos l e i t o r e s , m a s o c e r t o é q u e a t é 
h o j e , t e n d o a « G a z e t a » cen t enas d e l e i t o r e s , ape ­
nas m e i a d ú z i a t e m e n v i a d o p r o b l e m a s o u s o l u ­
ç õ e s . N a e s p e r a n ç a de q u e o seu e x e m p l o se ja 
l a r g a m e n t e seguido , p u b l i c a m o s a q u i os seus 
n o m e s ( p e d i n d o d e s c u l p a de q u a l q u e r i n v o l u n t á ­
r i a o m i s s ã o ) : 

P R O P O S T O S 

Problemas — U m es tudan te de m a t e m á t i c a s 
( P ô r t o ) ; T . F e r r e i r a R a t o (Cabo V e r d e ) . 

Soluções — J o s é A r a n d e s ; E m í d i o d e O l i v e i r a ; 
J . S. F a r i a de A b r e u . 

M. Alenquer 

1 0 7 6 — N u m r e c t â n g u l o OAMB é ÕÃ=a e 
OB = b . Por M faz-se passar u m a r e c t a q u e c o r t a 
os p r o l o n g a m e n t o s de OA e OB, r e s p e c t i v a ­
m e n t e , e m P e Q. S e n d o a o â n g u l o OPQ, 
m o s t r a r que é : 

P~Q={a'-'?'+bV3fiï q u a n d o f ô r : t g ' a=bja . 

1077 — E l i m i n a r » e n t r e as e q u a ç õ e s 

1 x=3 cos tp+cos 3? 

_y = 3 sen o —sen 3a . 

1078 — E l i m i n a r x e n t r e á s e q u a ç õ e s 
I senx~tgx=a 

I sen x . t g x = b . 
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1 0 7 9 — D a d o s q u a t r o pon tos A ,J3 ,C ,D d e 
u m p l a n o , ta is q u e o q u a d r i l á t e r o que os t e m p o r 
v é r t i c e s n ã o se j a i n s c r i t í v e l ( n u m a c i r c u n f e r ê n c i a ) , 

. t r a ç a r u m a c i r c u n f e r ê n c i a e q u i d i s t a n t e d ê s s e s 
q u a t r o p o n t o s . 

1 0 8 0 — D e t e r m i n a r a h i p o t e n u s a de u m t r i â n ­
gu lo r e c t â n g u l o , c o n h e c i d a a soma dos c^tectos e o 
c o m p r i m e n t o da b i s s e c t r i z do â n g u l o r e c t o . 

1081 — M o s t r a r q u e 2 1 ( 1 0 0 , e s c r i t o n o s i s t ema 
d e c i m a l , t e r m i n a e m 76 . 

1082 — M o s t r a r q u e 1 0 0 0 / , e s c r i t o n o s i s t ema 
d e c i m a l , t e r m i n a e m 219 ze ros . 

1083 — M o s t r a r q u e 1000 / c o n t é m 1943 vezes o 
f a c t o r 2 . 

Problemas n." 1076 a 1083 propostos por A. A. Ferreira 
de Macedo. 

1 0 8 4 — U m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o t e m lados c u j a s 
m e d i d a s s ã o i n t e i r o s s e m f a c t o r c o m u m . S u b s t i ­
t u i n d o cada a l g a r i s m o p o r u m a le t ra , essas m e d i ­
das s ã o SSWTVU, P T W T S , RRWWQ. C a l ­
cu l e os l ados e m o s t r e q u e a s o l u ç ã o é ú n i c a . 

(W. F . Cheney, American Mathematical Monthly. 
Nov. 1937) 

1085 — M o s t r e q u e a s o m a dos q u a d r a d o s das 
ares tas d u m t e t r a e d r o isosceles é i g u a l a 4 vezes 
o q u a d r a d o do d i â m e t r o da e s f e ra c i r c u n s c r i t a 
( u m t e t r a e d r o é i sosceles se as faces s ã o c o n ­
g r u e n t e s ) . 

J . Rosenbaum, Am. Math. Monthly, June-July 1937 

1 0 8 6 — R e s o l v a a e q u a ç ã o x~ + 7 p x * 4 - 1 4 ^ 2 -v3-t-

Vergil Claudian, Am. Math. Monthly, Mar. 1937 

1 0 8 7 — D e m o n s t r a r que o p l a n o x+y-\-s=0 
y s sx xy 

c o r t a o c o n e r 1 1 i = 0 s e g u n d o 2 ge-
o— c c—a a —o & 

17 
r a t r i z e s que f a z e m o â n g u l o — • M o s t r a r q u e os 

o 
p a r â m e t r o s d i r e c t o r e s dessas ge ra t r i ze s s ã o 
a—b, b — c, c — a e c—a, a — b, b—c. 

Aubert et Papelier, Ex. de Géom. Analytique, III, p. 109 
1 0 8 8 — S ã o dadas 2 c i r c u n f e r ê n c i a s C e O . 

U m a t angen te v a r i á v e l a C e n c o n t r a C e m do i s 
p o n t o s M e N. L u g a r do c e n t r o da c i r c u n f e r ê n c i a 
passando p o r M ,N e pe lo c e n t r o do c í r c u l o C. 

Comberousse, 1,105 

1 0 8 9 — O o r t o c e n t r o d u m t r i â n g u l o c i r c u n s ­
c r i t o a u m a p a r á b o l a e s t á s o b r e a d i r e c t r i z . 

Idem, I, 301 

1 0 9 0 — A c h a r os m á x i m o s e m í n i m o s de 

a = \Jx'- + y'1 + 3-. 
Idem, 751 

Problemas n.° 1084 a 1090 propostos por M. Alenquer. 

Soluções recebidas 

8 8 3 — Seja P o perímetro constante dado ; f a ­
zendo r o raio e a o comprimento do arco do 

r a 
sector, a área S ê dada por S = ; como 

S — 

d- S 

d r 2 

2r 4- a , a = P — 2 r , substituindo em S vem 
r ( P - 2 r ) P r d S P 

= r" donde = — 
2 2 d r 2 

d s « 
= 0 conduz a r 

d r 

: — 2 ; a condição 

- 2 r 

d- S 
que corresponde a um máximo, por ser t < 0 . 

Vê-se imediatamente da solução, que satisfaz ao 
problema o sector de abertura igual a 2 radianos. 

8 8 7 — S e j a m a.', 8', y os vectores unitários de 
O A , O B , O C . Tomemos um sistema cartesiano 
ortogonal O x 1 x 2 x 3 em que O x 1 x- é o plano O A B 
O x 1 coincide com O A nesse sistema g {discrimi­
nante de forma métrica fundamental d s 3 ) é igual 
a 1 . Seja agora um sistema O x 1 x 2 x 3 em que 

> 3' > Y sûo os vectores unitários fundamentais 

í x ' = x» 
x 2 = x 1 cos i + x 2 s en -j 
x 3 = x 1 cos 8 + x 2 cos a . s e n 7 4 - x 3 s en a 

donde 

v ( x ' O) 
$(X>,X2,X') 

1 0 0 
C O S 7 sen- j 0 
cos8 c o s a s e n 7 seno 

2 
s e n 2 7 . s e n 2 o r H x ' , x 2 , x 3 ) T 

L o ( x ' , x 2 , x 3 ) J 

por outro lado vc-se que os gib são 

donde 
1 cos 7 cos 8 

cos 7 1 cos a 
cos 8 cos a 1 

cos 8 = g = s e n 2 7 . s e n 2 ç . 
cos a 

1 
Soluções dos n. s 883 e 887 de M. Alenquer. 

1012 — Sabemos que 
D ( a i a 2 ••• a„) = ( a 2 — a i ) ( a 3 — a j ) ••• (a„ —ai) ( a 3 — a 2 ) ••* 
••• (a„—a2> ••• (a„ —a„_,) ; no nosso caso é a „ — a j = 
= ( n - l ) r , logo D = r . 2 r - ( n — l ) r - r - ( n — 2 ) r --

1 
cos -
cos I 

g 

cos 7 

C O S o. 

• • r = ( n - l . ! r " - ' . ( n - 2 ) ! r " - 2 •• 
= ( n - l ) ! ( n - 2 ) ! • • • 3 ! 2 ! 1 ! r ^ - w 

3 1 ^ . 2 ! ^ ! ^ = 

— (n—1)1 (n—2)1 •• 3 1 2 1 1 ! r - , c. q. p. 
Solução do n.° 1012 de Manuel C. Guerra dos Santos. 
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iO Q U E P E N S A D A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » ? 

U M I N Q U É R I T O A O S 

N o n ú m e r o 10 da Gazeta de Matemática p e d í a ­
m o s q u e nos c o m u n i c a s s e m o q u e p e n s a v a m da 
r e v i s t a e n o s d i s se s sem e m q u e m e d i d a p o d i a m 
n e l a c o l a b o r a r . 

D a m o s a s e g u i r ex t r ac to s d e a l g u m a s respos tas , 
c u j o i n t e r ê s s e é d e s n e c e s s á r i o e n c a r e c e r : 

«Parabéns pelos melhoramentos introduzidos na 
Gazeta . As secções pedagógica e movimento mate­
mático são muitíssimo úteis. Parece-me interes­
sante publicar mais artigos sobre a ligação da 
matemática com todas as outras actividades cien­
tificas e sociais e as suas aplicações aos problemas 
importantes e gerais das outras ciências, deixando 
os artigos de carácter mais restricto e técnico para 
segundo plano». Jorge Delgado Oliveira — Porto 

" . . . Consultámos vários colegas que manifesta­
ram o desejo de que se publicassem alguns artigos 
sobre a H i s t ó r i a do P e n s a m e n t o M a t e m á t i c o e 
neles se procurasse frisar, sempre que fosse possí­
vel, a influência do meio social. Também houve 
quem mostrasse interêsse pela publicação de artigos 
sôbre os m é t o d o s da m a t e m á t i c a . . . » . 

Laureano Moreira da Cunha Barros 
José Cardoso Morgado Júnior 
Fernando Soares David — Pôrto 

Es te g r u p o l e v o u o seu i n t e r ê s s e pe l a Gazeta 
ao p o n t o de r e m e t e r - n o s u m a l i s t a c o m 55 n o v o s 
ass inantes , e s tudan te s da F a c u l d a d e de C i ê n c i a s 
d o P ô r t o . O s nossos a g r a d e c i m e n t o s . 

*Hd uma lacuna por preencher. A Gazeta , a nossa 
Gazeta , e deixem-me que lhe chame assim, também 
minha, porque a leio com toda a simpatia e porque 
justamente por a apreciar assim falo, consagra-se 
excessivamente, parece-me, à transcrição de pontos 
de exame, desde o de aptidão aos de análise e de 
mecânica e de física matemática. Mas... estará 
essa publicação bem colocada ai ? Não provirá 
desse facto a escassez de espaço para estudos de 
muito interêsse para nós? Talvez vocês não pensem 
em certo público que, um pouco mais abaixo do da 
P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a e mais acima da popula­
ção estudantil que só procura o q u e s a i u no exame, 
gostaria, e precisaria, duma revista de informação, 
de divulgação sui generis. Não haverá nesse público 
gente, digamos obscura, cujo trabalho embora extre­
mamente modesto, mereça certo apoio que porven­
tura os ajude a perseverar ?•» 

Lobo de Miranda — Sintra 

A s r e spos t a s r eceb idas , pe lo s a l v i t r e s e i n d i c a ­
ç õ e s q u e c o n t ê m , c o n s t i t u e m u m i n d i c a d o r p r e -

L E I T O R E S 

c ioso da o r i e n t a ç ã o a i m p r i m i r à t r a n s f o r m a ç ã o 
que , de n ú m e r o p a r a n ú m e r o , a Gazeta e s t á a 
s o f r e r . M a i s : os r e s u l t a d o s j á o b t i d o s p e l a i n t e r ­
f e r ê n c i a dos l e i t o r e s n a v i d a da r e v i s t a i m p e l e m -
-nos a i n i c i a r u m a m p l o i n q u é r i t o . 

É seu o b j e c t i v o f u n d a m e n t a l o b t e r dos l e i t o r e s 
a i n d i c a ç ã o dos d e f e i t o s , das f a l h a s , das d e f i c i ê n ­
cias q u e a r e v i s t a , c o m o e l e m e n t o d e t r a b a l h o 
a i n d a ap resen ta . Mas , n ã o s ó a i n d i c a ç ã o s ê c a d o s 
de fe i to s , a r e d a c ç ã o p e d e m a i s — t o d o s os a l v i t r e s 
s e r ã o a c o l h i d o s c o m s i m p a t i a , e s p i r i t o d e c o m p r e ­
e n s ã o e, q u a n d o n ã o p a r e ç a q u e d e v a m ser a d o p t a ­
dos, g r a t i d ã o p e l a boa v o n t a d e q u e r e p r e s e n t a m . 

E m r e s u m o : os r e s u l t a d o s d o i n q u é r i t o q u e t e m 
i n i c i o ago ra d e p e n d e m g r a n d e m e n t e da s i n c e r i ­
dade, da a t e n ç ã o , da boa v o n t a d e e da d i s p o s i ç ã o 
de c o l a b o r a r c o m q u e os l e i t o r e s o c o n s i d e r a r e m . 
Q u e m d i z r e s u l t a d o s d o i n q u é r i t o , d e v e d i z e r 
f u t u r o p r ó x i m o da Gazeta de Matemática. 

Questionário. Bas ta r e d i g i r e r e m e t e r as r e s ­
pos tas c o m a i n d i c a ç ã o do n ú m e r o das p r e g u n t a s 
a q u e c o r r e s p o n d e m , p a r a Gazeta de Matemática, 
F a c u l d a d e d e C i ê n c i a s , R u a da E s c o l a P o l i t é c n i c a , 
L i s b o a . 

1. i Qua i s s ã o os d e f e i t o s q u e e n c o n t r a n a Ga­
zeta ? 

2. i C o m o j u l g a q u e ê s s e s d e f e i t o s p o d e r i a m s e r 
a t enuados o u e l i m i n a d o s ? 

3. £ Das ac tua i s s e c ç õ e s da Gazeta, q u a l é a q u e 
m a i s l h e i n t e r e s s a ? 

4. i G o s t a r i a de v e r c r i adas na Gazeta q u a i s q u e r 
ou t r a s s e c ç õ e s ? £ Q u a i s ? £ C o m q u e o r i e n t a ç ã o ? 

5. i P a r e c e - l h e e q u i l i b r a d a a a c t u a l d i s t r i b u i ç ã o 
do e s p a ç o pe las d i f e r e n t e s s e c ç õ e s ? 4 Q u e s e c ç õ e s 
d e v e r i a m ser a m p l i a d a s ? 

6. i S e r á de a d o p t a r o c r i t é r i o de q u e cada 
s e c ç ã o p e r m a n e n t e d e v e a p r e s e n t a r c o m o c o n ­
t e ú d o n o r m a l u m a r t i g o de c a r á c t e r d i d á c t i c o , 
pon to s de exames , r e s o l u ç õ e s d ê s t e s ? 

7. i É de p a r e c e r que , a l é m dos p o n t o s d e exa ­
m e s r e s o l v i d o s , d e v e m p u b l i c a r - s e t a m b é m p o n t o s 
de e x a m e s s e m r e s o l u ç õ e s o u q u e o e s p a ç o d e s ­
t i n a d o a estes d e v e ser consagrado a m a i o r n ú m e r o 
daque les ? 

8. i P o r q u e n ã o u t i l i z a a s e c ç ã o de c o n s u l t a s da 
Gazeta ? 

9. i P o r q u e n ã o nos t e m e n v i a d o r e s o l u ç õ e s dos 
p r o b l e m a s p r o p o s t o s ? 

10. i E s t á d i s p o s t o a c o l a b o r a r na Gazeta? j C o m o 
e e m q u e m e d i d a p o d e r á p r e s t a r c o l a b o r a ç ã o ? 
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A S I T U A Ç Ã O F I N A N C E I R A D A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

A P Ê L O A O S 
A o a p r e s e n t a r m o s , n o N . ° 10 da « G a z e t a de 

M a t e m á t i c a » , as contas que t r a d u z i a m a s i t u a ç ã o 
f i n a n c e i r a da r e v i s t a d i s s e m o s : « S e m e spe ra r 
pe l a c o n s o l i d a ç ã o da ac tua l ( 1 de A b r i l de 1942) 
s i t u a ç ã o f i n a n c e i r a , d e l i b e r o u - s e a m p l i a r p a r a 24 
o u 32 p á g i n a s o t e x t o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » . 

T a l d e l i b e r a ç ã o i m p l i c a r i a — j á o p r e v í r a m o s ao 
t o m á - l a — o a p a r e c i m e n t o , d e n t r o d e c u r t o p razo , 
d u m p r o b l e m a agudo , c u j a r e s o l u ç ã o s ó p o d e r á 
c o n s e g u i r - s e c o m a c o l a b o r a ç ã o ac t iva dos ac tua is 
l e i t o r e s , da r e v i s t a . 

E i s o p r o b l e m a : 
O cus to d u m a t i r a g e m de 800 e x e m p l a r e s d u m 

n ú m e r o de 32 p á g i n a s é, a p r o x i m a d a m e n t e de 
E s c . 2.600:5100. A p a r t e das despezas gera is 
( c o b r a n ç a , p r o p a g a n d a , e x p e d i e n t e , e tc . ) a i m p u ­
t a r a cada n ú m e r o é c é r c a de Esc . 500000. A des-
peza t o t a l , p o r t a n t o , o r ç a p o r Esc . 3.100000. 

Para f a z e r f ace a t a l despeza, d i s p o m o s de 800 
e x e m p l a r e s , dos qua i s 100 se d e s t i n a m a o f e r t a s , 
p r o p a g a n d a e t rocas . N e s t e m o m e n t o , c o n s e g u i ­
m o s u m a r e c e i t a e f e c t i v a d e Esc . 2.200000, a p r o ­
x i m a d a m e n t e , pe l a v e n d a a ass inantes e a v u l s o 
de p o u c o m a i s de 500 e x e m p l a r e s . Se c o n s e g u í s ­
s emos v e n d e r t o d o s os 700 e x e m p l a r e s d i s p o n í ­
v e i s , o b t e r í a m o s u m a r e c e i t a q u e escassamente 
i g u a l a r i a a despeza . 

Q u a t r o v i a s se nos o f e r e c e m p a r a sa i r desta 
s i t u a ç ã o : 

L E I T O R E S 
1 . a Redução de despesas. É p o u c o v i á v e l nas c i r ­

c u n s t â n c i a s ac tua i s . 
2. a Redução do número de páginas. N ã o é d e 

s e g u i r p o r q u e i m p e d e a r e a l i z a ç ã o do nosso p l a n o 
de p r o g r e s s o da « G a z e t a » e p r o ï b e - n o s de a t e n d e r 
as s u g e s t õ e s dos l e i t o r e s . 

3. a Aumento de preço. N ã o e n v e r e d a m o s p o r ê l e , 
p o r q u e r e c o n h e c e m o s q u e a m a i o r i a dos nossos es­
t udan t e s su p o r t a j á c o m d i f i c u l d a d e o enca rgo a n u a l 
de Esc . 18000, p r e ç o a c t u a l da ass ina tu ra da Gaseta. 

4. a Aumento de tiragem. É ê s t e o c a m i n h o q u e 
nos d i s p o m o s a s egu i r . Mas , p a r a q u e esta d e c i ­
s ã o r e p r e s e n t e , e j e c t i v a m e n t e , a r e s o l u ç ã o d o 
p r o b l e m a pos to , é i n d i s p e n s á v e l o b t e r u m a u m e n t o 
n o t á v e l do n ú m e r o de ass inantes e da v e n d a a v u l s a 
da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » . 

I C o m o a l c a n ç a r ê s t e o b j e c t i v o ? 
D a pa r t e da Gaseta, p o r cons t an t e m e l h o r a m e n t o 

do seu t e x t o e novas c a m p a n h a s de p r o p a g a n d a . 
D a p a r t e dos l e i t o r e s — n i s t o cons i s t e o nosso 

a p ê l o — p o r p e r m a n e n t e a u x í l i o nas c a m p a n h a s 
de p r o p a g a n d a e a n g a r i a ç ã o de n o v o s ass inan tes . 

E s t a t a r e f a p o d e r á p a r e c e r f a c i l i t a d a , u m a vez 
q u e se ana l i se o m o v i m e n t o de ass inantes da 
« G a z e t a » nos ú l t i m o s meses e se r e c o n h e ç a , n o 
seu r á p i d o c r e s c i m e n t o , o f a c t o de q u e a r e v i s t a 
c o r r e s p o n d e a u m a necess idade . 

T r a n s c r e v e m - s e a s e g u i r os e l e m e n t o s q u e ser ­
v e m de base a ê s t e a p ê l o . 

C O N T A D O N . " I O D A « G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A » 

Receita 
R e c e i t a da v e n d a a v u l s o e p o r ass i ­

n a t u r a de 518 n ú m e r o s 
E x i s t ê n c i a de 235 n ú m e r o s ao p r e ç o 

d o cus to 
3 0 - V I - 1 9 4 2 , Deficit 

2.228025 

761040 
97065 

3.087 #30 

Despeza 
C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , p a p e l e b r o ­

chura 
S u a q u o t a nas despezas ge ra i s r e a l i ­

zadas a t é 30 d e J u n h o d e 1942 

2.592050 

494080 

3.087030 

1942 R e c e i t a da v e n d a a v u l s o e 
a s s ina tu r a dos N . o s 1 a 13 

C O N T A DE 

p o r 

RECEITA E 

1942 
9.526045 

9.526045 

DESPEZA 

Deficit em 1941 
C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , p a p e l e 

b r o c h u r a do N . ° 9 
I d e m , i d e m do N . ° 10 
Despezas de e x p e d i ç ã o , c o b r a n ç a , 

p r o p a g a n d a , etc. 
J U N H O , 30 — Saldo 

1.072070 

1.410000 
2.592050 

1.979010 
2.472015 
9.526045 

1942 J U L H O , 1 —Saldo 2.472015 A. S. C . e O. M. R. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 31 

DISTRreUÏCÂO GEOGRÁFICA DOS ASSINANTES DA «GAZETA DE MATEMÁTICA » 

Localidades Na data da publ icação do 
N.°10 N . ° l l 

A g u e d a 1 — 
A l h a n d r a 1 1 
A m a d o r a 1 2 
A v e i r o — 1 
B e j a — 1 
B o m b a r r a l 1 1 
B r a g a 1 2 
C a m p a n h ã — 1 
C a r a m u l o 1 1 
C a r c a v e l o s 1 1 
Cascais 1 1 
Cas te lo B r a n c o 1 2 
Cete — 1 
C h a v e s 1 1 
C o i m b r a 8 8 
C r a t o — 1 
C r u z Q u e b r a d a 1 1 
E r m e z i n d e — 1 
É v o r a — 1 
F a f e — 1 
F a m a l i c ã o — 1 
F i g u e i r a da F o z 2 2 
Gaia 2 4 

Localidades 

L e i r i a 
L i s b o a 
M a n g u a l d e 
M o n t ' E s t o r i l  
M o s c a v i d e 
P a ç o d ' A r c o s 
P a r e d e . 
P o n t e da B a r c a . . . . 
P o r t a l e g r e 
P ô r t o 
P ó v o a 
Q u e l u z 
R i b e i r a d e S a n t a r é m . 
Sanga lhos 
S a n t a r é m 
S i n t r a 
S. J o ã o do E s t o r i l . . . 
T r o f a 
U r r o s 
V e n d a s N o v a s 
V i a n a do Cas te lo . . . 
V i l a F r a n c a de X i r a . 

T o t a i s . . 

Na data da publ icação do 
N . ° 1 0 N . ° 11 

3 r ! 
192 270 

— 1 
— 1 
— 2 

1 1 
1 2 

— 1 
1 1 

14 75 
— l 

2 •_> 

1 1 
1 — 
3 5 
1 1 

— 1 
2 2 

— 1 
1 1 

— 1 
1 •j 

248 4Õ8 

Rect i f i cações 
952 — O e n u n c i a d o do p r o b l e m a p u b l i c a d o sob 

ê s t e n ú m e r o n o n . ° 10 s a iu t r u n c a d o , d e v e l e r - s e : 
« D e d u z a a e q u a ç ã o da p e r p e n d i c u l a r b a i x a d a do 
c e n t r o da c i r c u n f e r ê n c i a 2 = 2 (x2+yz)—Sx—2y — 
— 3 = 0 s ô b r e a r e c t a r=x + 2y—3=0 e c a l c u l e a 
á r e a do t r i â n g u l o d e f i n i d o p e l o s p o n t o s de i n t e r ­
s e c ç ã o d a r ec t a r c o m a c i r c u n f e r ê n c i a e p e l o 
c e n t r o d e s t a » . 

987 — N a a n t e - p e n ú l t i m a l i n h a da r e s o l u ç ã o 
d ê s t e p r o b l e m a , p u b l i c a d o n o n . ° 10, o n d e e s t á e 
d e v e l e r - s e ou. 

N o c á l c u l o do i n t e g r a l 

( 4 - v/Ã^TZ*Tx " 2 

d X d Z c o m e t e u - s e 

9 8 9 -

1 . Í J A \ 
u m ê r r o . D e v e m s u b s t i t u i r as t r ê s ú l t i m a s l i nhas da 
r e s o l u ç ã o p o r : Em coorde?tadas polares escreve-se 

1 = / " 4 d ? / " : " V ' ' : ! ( 4 - ? ) w í d ô = 2 * r 4 p , / " J ( '4- ? ) ; , " 2 dfl = — • 
J o J o J o 4 

A. S. C . 
R e f e r ê n c i a s 

A Gazeta de Matemática agradece mui to reconhe­
cida as r e f e r ê n c i a s fei tas p o r : Diário de Lisboa, 
Diário de Notícias, Jornal do Comércio e das Coló­
nias, Diário da Manhã, O Século, Jornal de Notícias, 
Primeiro de Janeiro e Horizonte. 

Publ icações per iódicas 
A g r o s — B o l e t i m dos e s tudan tes de A g r o n o m i a . 

A n o 2 5 , n . o s 1 - 2 , J a n e i r o - A b r i l . 

B o l e t i n M a t e m á t i c o — ( B u e n o s A i r e s ) . R e v i s t a 
a r g e n t i n a de M a t e m á t i c a , A n o X I V , n . o s 1 5 a 1 8 . 

H o r i z o n t e — Q u i n z e n á r i o c u l t u r a l . A n o 1 — 
N . o s 5 a 9 . 

T é c n i c a — R e v i s t a de e n g e n h a r i a dos a l u n o s d o 
L S. T . , n . ° 1 2 8 ( A b r i l de 1 9 4 2 ) , n . ° 1 2 9 ( M a i o d e 
1 9 4 2 ) e n . ° 1 3 0 ( J u n h o de 1 9 4 2 ) . Ê s t e ú l t i m o n ú ­
m e r o c o n t é m , sob o t i t u l o «A Matemática e a 
Técnica-», a t r a d u ç ã o p o r t u g u e s a d o r e l a t ó r i o p u ­
b l i c a d o p o r T h o r n t o n C. F r y , d i r e c t o r d o L a b o ­
r a t ó r i o de Pesqu izas dos T e l e f o n e s B e l l . , 

Compram-se números atrazados 
da «Gazeta de Matemática» 

A A d m i n i s t r a ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 
c o m p r a , ao p r e ç o de capa, e x e m p l a r e s e m b o m 
estado dos n ú m e r o s a b a i x o des ignados , a t é à s 
q u a n t i d a d e s i nd i cadas . 

N.o 1 a t é 77 
N . 0 2 a t é 31 

N . ° 5 a t é 14 
N . ° 9 a t é 35 
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Ú L T I M A S N O T Í C I A S 

O PRIMEIRO C L U B E PORTUGUÊS DE MATEMÁTICA! 

A ideia da fundação em Portugal de clubes de 
matemát ica tem sido muito debatida nos ú l t imos 
tempos, em particular, a partir da fundação da So­
ciedade Portuguesa de Matemática. A Comissão Pe­
d a g ó g i c a desta Sociedade, no seu plano de trabalhos 
de 26 de Junho de 1941, chamou a atenção para o 
problema (veja-se o n.° 8 da «Gazeta», pág. 10). 
Mas, até há pouco, a criação de clubes dc matemá­
tica não passava dum desejo. A Gazeta de Matemá­
tica tem acompanhado atentamente a evo lução dêsse 
problema, como a de todos aqueles que interessam 
directamente aos estudantes de matemát ica das nossas 
escolas, e resolveu iniciar no presente número, com 
o artigo «Clubes de Matemática» de António Mon­
teiro, uma campanha com o objectivo de promover 
a f u n d a ç ã o de clubes de matemát ica nas nossas es­
colas. A necessidade e a oportunidade da criação 
desses clubes é tão grande que um certo número de 
estudantes, tendo tomado conhecimento do início 
desta campanha deliberou enveredar pelas real izações. 

Podemos anunciar, desde já, aos nossos leitores 
que os estudantes da Faculdade de Letras de Lisboa 
— talvez a escola em que mais se fazia sentir a falta 
dum clube de m a t e m á t i c a — f u n d a r a m no dia 7 de 
Julho o primeiro clube de matemática português ! 

P o r iniciativa de um outro grupo de estudantes 
deve fundar-se em 13 de Julho o clube de matemá­
tica do Instituto Superior de Agronomia ! 

A Gazeta acompanhará com todo o carinho êste 
movimento e coloca as suas colunas à inteira disposi­
ção dos actuais e dos futuros clubes de matemática. 

A seguir transcrevemos a resolução tomada no 
acto da f u n d a ç ã o do Clube de Matemática da Fa­
culdade de Letras de Lisboa: 

U m grupo de estudantes da Faculdade de Letras 
de Lisboa, tendo reconhecido numa reunião realizada 
no dia 7 de Julho de 1942, a necessidade de promover 
o desenvolvimento dos estudos de Matemát ica entre 
os estudantes desta Faculdade, resolveu, depois de 
autorizados pelo Dr. Oliveira Guimarães , director 
desta faculdade, fundar um clube de Matemát ica que 
tem o nome de Clube de Matemática da Faculdade 
de Letras dc Lisboa, e procurar realizar no p r ó x i m o 
ano lectivo o seguinte programa de trabalhos : 

I 

1) Reso lução e discussão de problemas sóbre a ma­
téria das cadeiras de Psicologia Experimental e E s ­
colar, de Pedagogia, de Lógica em que intervenham 
conhecimentos de Matemática. 2 ) Alargamento da 

preparação Matemát ica dos estudantes da Faculdade 
de Letras com o objectivo de poderem abordar com 
maior facilidade o estudo dos capítulos da Filosofia, 
da Lógica , da His tór ia , da Ciência, da Psicologia e 
da Pedagogia em que a Matemática desempenha um 
papel importante. 

I I 

Palestras realizadas por estudantes ou professores 
desta ou de outra faculdade, sôbre His tór ia e Filoso­
fia da Matemática, cr) relações entre a Matemát ica e 
outras ciências (a técnica, a biologia, a f ís ica, a 
química, a psicologia, a medicina, a pedagogia, etc.), 
organização racional do trabalho, etc. b) biografias 
de matemát icos ilustres, c) curiosidades matemáticas . 

Formas de trabalho — 1) Di scussão preparada pré­
via e individualmente sôbre assuntos gerais mais di­
rectamente ligados ao programa. 2) Pequenas comu­
nicações sôbre leituras feitas individualmente sôbre 
assuntos relativos à alínea anterior. 3) Le i tura e 
comentário crít ico de algumas obras de interêsse. 
4) Nótu las expositivas e críticas sóbre conferênc ias 
de interêsse. 

I I I 

Relações exteriores— 1) Colaboração com a revista 
«Gazeta de Matemática», o) organização de biblio­
grafias, b) fornecimento de problemas de Lógica e 
Estatíst ica, c) publicação de comunicações julgadas 
de interêsse e notícia da actividade do clube. 2) Cola­
boração com outros clubes, o) organização coorde­
nada das bibliotecas dos respectivos clubes. 6) tra­
balhos estatíst icos originais realizados em comum. 

A iniciativa da fundação dêste clube pertenceu aos 
estudantes : Cândida Ventura, Joel Serrão, R u i Grá­
cio e Jorge de Macedo, que redigiram a resolução 
anterior e a apresentaram numa reunião realizaria 
no dia 8, para a qual foram convocados os estudan­
tes da Faculdade de Letras. A reso lução foi aprovada 
por unanimidade, tendo-se inscritos como sócios to­
dos os estudantes presentes: Maria Gabriela Rosa, 
Maria Margarida Pereira Bastos, Maria Margarida 
Brandão, Olinda Fernandes, Fernando Bandeira F e r ­
reira, Fernando Santos, Francisco Janeiro, Joaquim 
Barradas de Carvalho, Joaquim Maia de Jesus, José 
Gentil e Rui Telmo Dias. T a m b é m por unanimidade 
foi fixada a quota mensal de Esc . 1$50 para a aqui­
sição de livres destinados à biblioteca do clube. 

A Gazeta de Matemática felicita vivamente os es­
tudantes da Faculdade de Letras de Lisboa por esta 
realização. 



COLABORADORES 

António Monteiro, A. de Mira Fernandes, A. Quintanilha, 
A. Sá cia Costa, Bento Caraça, Hugo Ribeiro, Jaime Rios 
de Sousa, José Sebastião e Silva, José Silva Paulo, W. L . 
Stevens, Manuel Valadares, Manuel Zaluar, Ruy Luís Gomes 

CEDERAM PONTOS O U RESOLUÇÕES 

A. A. Ferreira de Macedo, A. Cortesão Pais, A. de Mira 
Fernandes, A. Sá da Costa, Bento Caraça, F. V. A. de 
Veiga de Oliveira, O. Ramos de Castro, Hugo Ribeiro, 
J. Rios de Sousa, J. F. Ramos e Costa, J. Vicente Gonçalves, 
J. Calado, J. César Oom, J. Pais Morais, M- Esparteiro, 
M . Gonçalves Miranda, Madureira e Sousa, Maria do Pilar 
Ribeiro, M. Zaluar, Õ. Morbey Rodrigues, Pinto de Almeida, 
R. Sarmento Beires, Vítor Hugo de Lemos, Virgílio Barroso 

A PUBLICAR NOS PRÓXIMOS NÚMEROS 

«H. Lebesgue» — J. Vicente Gonçalves. «Jeàn Perrin» — 
Manuel Valadares. <Uma maneira de encarar o sistema de 
projecções de Monge»—Luís Passos. «A construção de 
tábuas logarítmicas e o ensino liceal» — J. Sebastião e Silva 

COLABORARAM GRAFICAMENTE NESTE NÚMERO 

José Soares Vieira que desenhou os retratos dé Galileo e 
Newton, Ruben Soares, A. Amadeu Domingues e António 
Teixeira, cojaipositores e Joaquim de J. Fidalgo, impressor 

« P O R T U G A L ! A E M A T H E M Á T f C A » 
Revista trimestral de colaboração internacional, editada por A. Monteiro 

t a única revista portuguesa que publica exclusivamente trabalhos originais de Maternât 

Volume 1 : 1938-1940 6 Fascículos — 200$00 
Volume 2 : 1941 4 Fascículos — 150$00 
Volume 3: 1942 em publicação - 150$00 

Para os sócios da Sociedade Portuguesa de Matemática : 

Volume 1 - 100$00, volume 2 e seguintes 50$00 

Tôda a correspondência deve ser dirigida a 

« P o r t u g a l i a e Mathemat i ca l Faculdade de C i ê n c i a s 

L f S B O A ( P O R T U G A L ) 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

A aGazéta de Matemática» publica quatro números por ano, em Janeiro, Abri l , 
Julho e Outubro. Cada número terá um mínimo de 16 páginas e o preço de Esc. 5«>oo, 

Pontos de Exame. Uma das secções permanentes da «Gazeta de Matemática» é 
constituída pelos pontos de exame de aptidão às universidades e pontos de exame de 
frequência e finais das cadeiras de matemática das escolas superiores. A distribuição 
normal destes pontos, pelos diferentes números da «Gazeta de Matemática» é a 
seguinte: número de Janeiro — pontos do i.° exame de frequência; número de 
Abril-—pontos do 2.0 exame de frequência; número de Julho—pontos de exames 
de aptidão e finais; número de Outubro — pontos de exames de aptidão e finais. 
Como já está dito, esta é a distribuição normal dos referidos pontos, por consequência, 
cada um dêstes números poderá publicar e publicará, em geral, outros pontos além 

dos indicados. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A administração da «Gazeta de Matemática» aceita assinaturas de quatro números, ao preço de 
Esc. 18$00, para o que bastará dar a indicação do nome, morada, local da cobrança e do número 
em que deve ter início. A assinatura será renovada automàficamente no seu têrmo, salvo avisò 
prévio em contrário. Para simplificar o trabalho de cobrança, tôdas as assinaturas serão acertadas 
de modo tal que passem a ter início com o número de Janeiro de cada ano, pelo que, a 
primeira cobrança, das assinaturas com início em qualquer outro número, será de Esc. 4$50, 

Esc. 9$00 ou Esc. 13$50, correspondendo a 1, 2 ou 3 números. 

Números atrasados. Ern virtude da sua reduzida existência reservam-se aos compradores das 
colecções os seguintes N . o s 1, 2, 4, 5 e 9. Os restantes são ainda vendidos avulsatnente ao preço 
de capa N.° 3 Esc. 6$50, N . " 6 Esc. 4$00, N.° 7 Esc. 6$00, N.° 8 Esc. 4$00, N.° 10 Esc. 5$00. 

Colecções completas. Anualmente a administração da «Gazeta de Matemática» porá à venda um 
número reduzido de colecções completas da sua pequena reserva. Assim, para serem vendidas 
até Dezembro de 1942, dispõe-se de dez colecções completas". Só em Janeiro de 1943 e até 
Dezembro de 1943 um novo grupo de colecções ficará à disposição dos interessados. 

P r e ç o : cada colecção dos N . o s l a 10 Esc. 50$00. 

Inscreva-se desde já como assinante da «Gazeta de Matemática» ; assim, concorrerá 
para o futuro melhoramento da revista, que não constitui, de modo algum, um 

empreendimento comercial. 


