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ANO ii-N» 11

GALILEO

GAZETA DE MATEMATICA

JULHO-1Q42

NEWTON

por BENTO CARAGA

Séo, de todos os obreiros que, entre os séculos
XVl e xvn, langaram os fundamentos da ciéncia
moderna, porventura 0s mais possantes, ja pela
quantidade de materiais que carrearam, ja pela
energia mental que puzeram na sua ordenacdo.

Entre eles ha mais do que uma simples coinci-

UaUleo Galilei (1564-1642)

déncia de datas —Newton nasce no mesmo ano,
1642, em que Galileo morre —ha um mesmo objec-
tivo intelectual, uma mesma paixdo pela des-
coberta, uma mesma caracteristica de serem, «mi-
nentemente, homens do seu tempo e da sociedade
em que actuaram.

Nisto, precisamente —em serem, eminente-
mente, homens do seu tempo —reside a grande
forca de um e doutro; nisso esta, acima de tudo,
a origem da espantosa diferenca das suas vidas.

Ambos enfrentaram, com arrdojo e poder inte-
lectual, os problemas cuja resolu¢cdo o progresso
da civilizagdo exigia. Ambos corrigiram erros an-
tigos e deram a ésses problemas solugbes novas.

Com Galileo, a Ciéncia entra,definitivamente,
no rumo de que houvera ja alguns precursores de
génio mas de que faltava o sistematizador e o
construtor —o rumo da experimentacdo e observa-
cdo como método de aquisicio da verdade. Contra
os filésofos tradicionalistas para quem a Ciéncia

Isaac Newton (1642-1727)

ndo passava dum discurso pretencioso e 06co,
afirma «ndo devemos desejar que a natureza se
acomode ao que nos parece a nés melhor disposto
e ordenado ; antes convém que acomodemos O NOSSO
intelecto ao que ela fés, certos de que isso e ndo
outra coisa, € o melhor».

Com Newton, herdeiro da obra de Galileo, ésse
rumo enriquece-se com a aplicagdo sistemética
do método mateméatico. Nos seus Principia, féz
esta afirmagdo que é todo um programa cientifico

— «.. .08 modernos, rejeitadas as formas substan-
ciais e as qualidades ocultas, ocupam-se de referir
a leis mateméticas  os fendmenos  naturais-». E onde

o instrumento matematico nao chegava, tratou de
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O CALCULO DA SOMA DUMA

GAZETA DE MATEMATICA

SERIE

por A. SA DA COSTA

A necessidade de calcular a soma duma série
surge com frequéncia. Recorde-se, por exemplo,
que o conhecimento do valor duma funcdo para
um valor dado da variavel independente depende,
muitas vezes, do calculo da soma duma série —
¢ o caso do logaritmo dum nimero do valor duma
funcdo goniométrica, etc.

1. Séries cuja soma pode calcular-se exac-
tamente.
S6 excepcionalmente a soma duma série pode
calcular-se exactamente. Consideraremos dois
casos apenas.

A) Séries cujos termos formam progressdo geomé-

trica.
Seja asérie a+ar +ar4 ror*~'-i . Tem-se
I —r" . l—r" a
S,=a e 5=1lima = se Irli< 1.
I —r n->o00 I —r I —r
S=o00 se Irj>1 ou r=lI , e S indeterminado
se r——1. Na primeira hip6tese asérie é conver-

gente e a sua soma S" na segunda a série

g
1-r
é divergente e na terceira indeterminada.

Exemplos : 1) A série de térmo geral
»,= (—1)"3/2" é convergente por ser |rj—| 2< 1
3
e asua soma é S = =2.
1+ 12

2) A série 1/5+2/54-4/5+ eee +2"/5-f-ee« é diver-
gente porque r=2>1 e a sua soma é, portanto,
5=00_

- . - a+ bn

6) Estudar a série de térmo geral wu,, = PO
O estudo compreende a determinacdo  da sua soma,
na hipétese da convergéncia (I1.S. C. E. F.— Alge-

bra Superior — 2.° exame de frequéncia, Maio
de 1938).

O térmo geral da série proposta é a soma dos

. a bn -
termos gerais v.—— e w= — de duas séries
on o
convergentes —a primeira porque 0s seus termos

formam uma progressdo geométrica de razdo

1/2 < 1 e a segunda porque a aplicacdo do crité-
n-rl 1

rio de Alembert conduz a Ilim =—<1.

nroc  2tt 2
Entdo a soma da série proposta é igual a soma
das somas das séries de termos gerais v,, e w,, que
a2

representaremos por V e W. Mas, V— =ea
‘ ‘ '1-1172

e, quanto a W, notemos que podemos escrever, su-
cessivamente, em virtude da série ser convergente
W =Db/2 + 20,27+ o.o + «B6/2» + eee =

=* [112+(1/2»+1/2»)+(1/2°+1/2° +1/2»)+ --¢] -

= b [(1/2+1/2*% +1/2° + eeo)+ (1/2»+1/2°+...)+... ]
onde cada um dos paréntesis é uma série cujos
termos formam uma progressdo geométrica de
razdo 12< 1. Logo sera

W=b [1+1/2+1/2»+.ee]-—-— = 2%,
1 —12
A soma da série proposta é S=V+W—a + 2b.
A" 3b”
3) Calcular a soma da série 1zl ( 1
*5\ 2 2
O térmo geral da série proposta escreve-se
4«+36
,i” —~— e asoma da série €1/ 424-36
S=(40+36) 2 1/2"= (4a+30)
£A e 1-1/2° 7
4) Calcular as somas das séries de termos  gerais

u,=sen" X, v,=tg" x.
As séries propostas sdoconvergentes, respecti-
17 ir T
vdmente, para .v==2k- H e <x —Kkit<
S6 para os valores de * que veriquem estas
condicdes se pbe o problema do célculo das
somas das séries propostas e, entdo, seréa

oc J co
S-2«,-: e S'=S8".=

- So 1—tg™*

>

B) Séries cujos termos gerais sdo decomponiveis

na soma 2 ‘fI("+'% com ~ a&=0.

Prova-se que a soma duma série convergente é
S=a,.(1)+ (a,4-0,(2)H r(«o+«iH ra)<f(J>)+
+ (a, +2a,H rpa) lim p(») onde lim e(«) existe
e é finito, se o térmo geral da série for

4, =S °iP(("+') C°" S i (V.«Gazeta de
i=0 t=0
Matematica» n.° 6, p. 16).
Exemplos : 1) Calcule a soma da série de térmo

limtf>(n) = 1.

n->Qo0

Tem-se S, =ts5(1) + <f(2-)+ esed-a(a) —[f (n+ D+

geral u,= < (n)—o(n + a), comainteiroe

+ »(«+2)+ eee4-9(»+ a)} eserd S=1imS,=
—2 Hm,(«)=2 a(*)—al.
=i
2) Calcule a soma da série de térmo geral
1

ti, =

n (n -i- a).
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-1 1 =
Note-se que U"_a\n 44 Entdo, em
consequéncia do que se expo? KR dxercicio ante-
. B 1/ 1 1
rior, € S =—_ + —+ eee+
a\ 2
3) Calcule a soma da série de termo geral
n(n-1) ;
Note-se que «/ Serd S= 2 M» |
41 Prove que a soma da série de termo  geral
u,=a<p(n)+ by (n+ +ctp (n+2), com a+b+c=0

e Ilim?(n)=1=fa0, e S=ap(l)+(a+hb)a(2 +

+ (a+2b+3c)l. aplicacdo: u,, n(n + 1)(n+2)
R: S=3/2.
! n+1 n+2
0) Calcule a soma da série de termo geral
u,=l/(a+n)(@a+n+1)ee(a+n+p).
Podemos escrever
_(a+»-1)/_ 1r (a+n-1)/ (a+n)! ~j
“~(a+n+p)!~ p [*(a+n+p-1)/ @+ n+p)}
e calmos no caso do exercicio 2). Portanto
ir («-1)/ («+«> -]
_I>a(«+1)-- 0+/J-1)"

2. Séries cuja soma s6 pode calcular-se
aproximadamente.

O método para a determinagdo dum valor apro-
ximado da soma duma série consiste em tomar a
soma dos p primeiros termos da série, S, — u,+
+ U-i |-«,=S. Este procedimento implica, em
geral, erros de duas categorias —érro sistematico
resultante de ter sido desprezado o resto da série
M.. + M.-2H ; erros de céalculo cometidos na de-
terminagdo dos p primeiros termos da série e da
sua soma. Na peor das hipdteses, todos éstes érros
somar-se-ao.

Em geral, o problema apresenta-se com um
enunciado equivalente ou redutivel ao seguinte;
calcule a soma da série de térmo geral u,, come-
tendo um érro absoluto inferior a a.

O célculo deve ser efectuado de modo tal que
a soma do érro sistematico com os érros de cal-
culo seja inferior a E. Na préatica, procede-se de
forma tal que o érro sisteméatico seja inferior a

— e que a soma dos érros de calculo seja também

inferior a -

Para determinar o nimero de termos da série
a considerar e a precisdo com que éstes e a sua
soma devem ser calculados, é indispenséavel resol-
ver os seguintes problemas : determinar um limite
superior do érro de céalculo quando se realiza uma
operacdo e determinar um limite superior do
érro sisteméatico quando se consideram os p pri-
meiros termos da série. Supomos que o leitor sabe
resolver o primeiro problema e ocupar-nos-emos
exclusivamente do segundo nos seguintes casos :
séries de termos positivos, séries alternas.

A) Séries de termos positivos.

Suponhamos que, para o calculo dum valor apro-
ximado da soma S, da série «j+ «H r«,,H ,
considerdmos os seus p primeirostermos ui+u, +
-) h«,,—S. O érro sisteméatico cometido sera,
precisamente, a soma da série resto R, =u,, +
+ U,,.-2-\ que ndopodemos calcular exactamente
porque, doutro modo saberiamos calcular, exacta-
mente ou cometendo apenas erros de calculo, a
soma da série proposta. Seja L um numero posi-
tivo tal que R.<L, entdo L serd um limite su-
perior do érro sistematico. Vejamos como se con-
segue determinar um nimero L aceitdvel nestas
condigbes. L serd tanto mais aceitavel quanto
menor for a diferenca L —R,,.

da série foi reconhecida

d'Alembcrt.

t.° caso. A convergéncia
pelo critério

Nestas condigdes, € sempre possivel determinar
uma série numérica de térmos positivos e em
progressdo geométrica de razdo r< 1 cujo térmo
geral v,,>u,. A esta série da-se o nome de ma-
jorante  do resto da série «j+ «H . A soma da
majorante satisfaz as condigdes que caracterizam
onimero a que chamémos L .

Passemos a construgcdo da majorante. Do que

supozemos, resulta que, a partir duma ordem
“n4-1

«! se tem < k<1l portanto, para- » > p ¢

'”i"<—v;/~ = k<l eamajorantedoresto R,—u,,  +

+U,,+— sera u, [I+k+k-+---]=£7=L>R,.

Exemplos : 1) Calcule e, base neperiana, come-

tendo um érro absoluto inferior a 10 °.

Sabe-se que e=1+1/1/+1/2/+ ee.+1jn [ + o oo,
Comecaremos por determinar onimero de térmos
desta série a considerar para que o érro sistema-
tico s, seja inferior a 5/10000 e, seguidamente,
calcularemos a soma déstes térmos, cometendo
um érro t inferior a 5/10000. Operando déste



modo, h&d a garantia de que o erro absoluto seré

. i Ut 1 Wynr 1
inferiora 10°°. Para n>p €

~ « », ~/ -
1 T= . ' ' 1
logo, i. ,_.,~ . (x-\\p) (p-1)f(p-1)~
por ser R<L, serd [/?,<5/10000, se for

L <C 5/10000, para o que basta ser p=7.

Tem-se, por fim, i=1+1/1/+1/2/+1/3/+1/4]+
+1/5/+1/6/ *~1+1+0,5+0,1667+0,0417 +0,0083 +
+0,0014, en2,71S.

2) Calcule log2, cow» um erro absoluto
a lo™.

E sabido que as igualdades log (1+A:)= X—.r/2 +
8| (-(—1)"" #"/» + ee & log(l-a:)= —[*+#22 +
H (-*"I«H ] sdovalidas para * no intervalo
aberto (—1,1). Portanto, neste intervalo, é valida a

inferior

igualdade Iogr/l\-zp(&&fﬁ- oo + eoe]e

Fazendo x = > onde M e N séo positi-
M+N

VM-N

M>N vird —
\ M+ tv

Vos e log A/l=1logN+2\

M-JV\3 .. 1 IM—N\*+'
+ 4YM+NJ n\M  + NJ
dade valida para M"> /V> 0.
Facamos /1/=2 e N=1i, sera
| (I T T B R | i 1 n
09,-» 1 H o+ + ooe
L3 3 3 5 3* « 3» J
Em virtude do que estd dito, ndo é necessario
estudar o caréacter desta série para afirmar que
ela é convergente. Todavia, a aplicacdo do critério
dAlembert mostraria a sua convergén(:2}>a.+ :

igual-

Para n > p é sempre o< 9(2/>+3)
logo, L =4~"ir - e, porser R.<L,
1 -k 2P+l (160 + 26)

serd R,,< 5/10000, se for L < 5/10000 para o que
basta ser p—2.
Teremos, finalmente,

2 2
log2 - —+ — = 0,6667 +0,0247=0,691 .
3 81
3) Calcule y/7 cometendo um érro absoluto in-
ferior alO’.

Observemosque ° y"?-A271=2.j/1—1/8-2r.
1/3(1/3-1) 1
Mas, r=(1-W*=1]-— + 2 @
1/3(1/3-1) -(1/3-w+1) 1
+ (" 1)' «/ 8"

cujos termos, a partir do segundo, sdotodos nega-

série

GAZETA DE MATEMATICA

B «,,+, M,, | p—I/S
tivos. Para n>p ésempre y, < y, =, 8{pwi—K
1/3(1/3-1). ..(/3-p)(p +1)
1-k <P7 B |>+1-(1/13-71)1/8]
e, por ser \R\<L, serd j/?,)< 1/400, se for
L < 1/400 , para o que basta ser p=2
Tem-se, porfim,

Entdo L-

*\J= 2r~2-1/12 ~2-0,083 ~1,92.
2.° caso. A convergéncia da série foi reconhecida
pelo critério de Cauchy.

Nestecaso, segue-seomesmométodo quenocaso
anterior e a construgdo da majorante do resto é
ainda mais simples.

A partir duma ordem «j é sempre "l/w,<;£<I,
portanto, para «>p e "\Ju < "\Ju,=k< 1 ou

»,<£". A majorante do resto R, =u, +«, H
K

serd k"+ *»I'H -=L>R,,.
1-£ -

Exemplo ; Calcule a soma da série de termo geral
u,=l/(n!)", cometendo um érro absoluto inferior
a 10"

Para n>p tem-se _ _ <— -*», logo,
. {pn-0/-1) Por ser R< L, serd
/?, < 5/1000 se foér Z.< 5/1000, para o0 que

basta ser "=4. Teremos, portanto,

s=1,i+"-+,

4 216 331776

-1+0,25+0,005-1,25.

3.° caso. A convergéncia da série foi reconhecida
por comparagdo com a série  harmonica
generalizada, u,=1/n*  (Dirichlet).

Neste caso, é possivel determinarum ndmero k

talque L= —"r>R.
. 11 1
Reconhece-se facilmente que + eH—j-<
2 3 p
r-dx i ) i
— <l +"*+---4-~"—=" o0u, 0 que é 0O
i . g
RESTAG pSels b siSyd foméfidog lijigs
=S, =(S-1)-(S,-)< /| — -] -
Portanto i?, <+ /(-1
donde k=pj(&—1).
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Exemplo ; Calcule a soma da série de termo
geral u, ° i cometendo um érro absoluto
n°+ |
inferior a 10-".
Tem-se lim»*«,=1!, se a=4. Para n>p seréa
. . . terd de ser pelo
3p? L e para—quei -L<;,,,,

menos *=4. Teremos
S= 1/2 + ;233 + 3/244 +1/256 = 0,57 .

B) Séries alternas.

Seja a série alterna convergente u*—u->-, Y
4-(—1)""«,H , onde u,,u,,- - sdo positivos.
Se considerarmos os p primeirostérmos da série,
o resto pode escrever-se |/?,|=|u., —(Uu,_.—u.) —

(«*M - U,.,) - porque «,,, > «+.o+!
visto a série ser convergente. Portanto, o moédulo
do primeiro térmo desprezado é um limite supe-
rior do erro sistematico.

Exemplos 1) Calcule sen — cometendo um
erro absoluto inferior a 1O *.
Sabe-se que sen-;
1 @n + Dl+e

+(-1)' (I
Se considerarmos s6 o primeiro térmo, coraete-
43 32
s. < Ir~7~"ir~T,~
6.0° 6.0 oto
Se considerarmos os dois primeirostérmos, o érro

© AAngB L

remos um érro sistematico

sistematico sera

Entdo serd sen =— - — — - 0,628-0,041 =0,59 .
5 5 b.5°

1+ X

2) Desenvolver em série a fungdo f(x)= —-—

Utilizar s =trés térmos

1
H Que confianga  merecem o0s resul-
tados? (I.S. C.E.F.—Algebra Superior—3.° exame
de frequéncia, Junho de 1938).
Como se reconhece imediatamente

primeiros pata calcular

r2
fx)=(1+x)e 1" —x heee donde
6 8
fi—\ —1- — +——- 0,995 5
20y 200 " 3000 com um  erro
1 1 1
absoluto s=e+s <gg090 100.000 10.000° ©
/ (~\—1——+_— — 10,02+ 0,0044= 0,984"
151 50 225 com

um érro absoluto = 1.+1

- -<-
5.000 ' 10.000 - 1db0

7
3) Calcule com um érro absoluto inferior a 10-
o log 1,005.
A igualdade log (I--,*)="-x'/2-) X"/ttt e
¢ vélida para x tal que x < 1. Portanto,
5 25
attooss jAW~2780755 --

Se considerarmos um térmo da série, cometere-
mos um érro sistematico
25 1 1
= > —.10-".
2.000.000 80.000 2
Se considerarmos dois térmos, o érro sistema-

125 1 1

<

tico ,. < = < — «]|0O-".
3.109 24.106 2

Portanto, log 1,005 - 0,005- 0,0000125=0,0050125.

3. Exercicios propostos.

1) CalqWateasefiea pda €68  deytermo geral
n! («=-1)/

3 1
(»-2)1 (n—3)/

2) Calcular a soma da série 2

A soma é S = be.

br

3) Estudar e representar geometricamente a
funcédo y —¢' As ordenadas dos pontos noté-
veis (maximos e minimos ou pontos de inflexéo,
se houver) serdo calculadas com um érro inferior
a 10, utilizando o desenvolvimento em série
de e (I.S. C.E.F.—Algebra Superior—2.° exame
de frequéncia, Junho de 1941.V. Gazeta de Mate-
matica n.° 10, p. 18).

4) Utilizar o desenvolvimento em série para o
calculo, com um érro inferior a 10~°, das orde-
nadas dos pontos de inflexdo da curva de equa-
cdo y =er™ (l1.S. C.E. F.—Algebra Superior—
2.° exame de frequéncia, Junho de 1940.V. Gazeta
de Matematica n.° 6, p. 10).

5) Calcular quatro térmos do desenvolvimento

14+ x* Calcular y.\<é)

com um érro inferior a 10°°(1.S. C.E. F. —Alge-
bra Superior—Exame final, Julho de 1940).

6) Estudar e representar geometricamente a
funcdo y =e™°. Estudar a sua inversdo. Utilizar
o seu desenvolvimento em série para calcular o

em série da fungdo y =

valor da fungdo para x = —— com um érro infe-
6
rior a 10° (1.S. C.E.F.—Algebra Superior—
Exame final, Julho de 1939).
i dx
Calcular ointegral ; —p=
J 0 »/4-

com trés casas



decimais exactas (1.S. T.—Calculo Infinitesimal
—1.° exame de frequéncia, 1927-28).

A funcdo integranda pode escrever-se

1 1/ x> 1. 3 ~1/2(1/2-1)
t/inxrren 4/ ~2'2.2'4 2.2/
1-2(1/2-1)-.-(1-'2-
42 2.»/ ‘4.,
sendo a UGltima igualdade valida no intervalo

(— 2,-H1/2) no qual a série éuniformemente
convergente e que contém o intervalo (0,1) de
integragédo. Logo,

odx, [y, 1 1/2(1/2-1)
*224 5 22042

1/2(1/2-1)-(1/2-w+1) g~ H

v ’ 2.M/4» 4»+|

Resta calcular a soma da série numérica de
1 1/2(1/2-1)

térmos positivos 1
2 2.2.4.5 2.2/42.9

DE
por ANTONIO

CLUBES

Os Clubes de Matematica desempenham um
papel muito importante no ensino da matematica
nos Estados Unidos. Os Clubes de Matematica
tém por objectivo promover e desenvolver o gosto
pelo estudo da matematica, entre 6s estudantes
das escolas secundarias e superiores, pondo em
evidéncia, em reunides especialmente destinadas
a ésse fim, a beleza desta ciéncia e a utilidade da
sua aprendizagem para a vida moderna. Além
disso, os Clubes de Matematica constituem um
poderoso auxiliar do ensino e da formagédo cultu-
ral e moral dos seus componentes.

Um dos primeiros Clubes de Mateméatica dos
Estados Unidos foifundado em 1903 na  Shattuck
School, uma escola particular de rapazes em Fari-
bault, Minesota. Do principio do século até hoje,
os Clubes de Matematica tém-se espalhado por
tédas as escolas dos Estados Unidos, e a impor-
tancia déste movimento é unanimemente reconhe-
cida pelos professores americanos. Basta dizer
que a revista da Associacdo dos Professores de
Matematica dos Estados Unidos The American
Mathematical Monthly  publica uma secgdo espe-
cialmente dedicada aos Clubes de Matematica
dirigida pelo grande matematico E. H. C. Hilde-
brandt do New Jersey Stale Teachers College.

A actividade desses clubes despertou, por certo,
0 gbsto pelo estudo das matematicas a muitos dos
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1/2(1/2-1) eee (i/2-it
(> 2.5/4»(4»+.1)
aproximacdo requerida.

+1)

8) Mostrar que asérie de térmo geral =2 |
« -

para .r-=0,1 é convergente e calcular a sua soma
com 6 decimais exactos (I.S. T. —Matematicas
Gerais—2.° exame de frequéncia, 1939-40.V. Ga-
zeta de Matematica N.° 6, p.11).

9) Sendo tgh.r=0,75, calcular x com 4 casas
decimais (1.S.T. —Matematicas Gerais—1.° exame
de frequéncia-1938-39).
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cientistas que forjaram em anos de trabalho con-
tinuado, a gléria da escola mateméatica americana.

A luz desta experiéncia estamos no direito de
pensar que a criacdo de Clubes de Matematica na
maioria das nossas escolas secundérias e supe-
riores, é susceptivel de determinar uma corrente
vital deinterésse pela matemaética, entre os jovens
estudantes, que contribuird de uma maneira efi-
caz para o ressurgimento das matematicas portu-
guesas.

E claro que a criacdo desses Clubes dependera
em grande parte do interésse e espirito de inicia-
tiva de professores e estudantes.

Nas escolas em que houver um grupo, muito
embora pequeno, de pessoas capazes de fundar
um Clube de Matematica, estou certo que elas
arrastardo atraz de si a grande maioria dos estu-
dantes interessados pela matematica, na medida
em que a actividade do Clube corresponder as
aspiracdes culturais actualmente existentes entre
essas camadas.

Todas as informagdes que tenho do nosso meio,
mostram que existe uma verdadeira ansia de cul-
tura entre os estudantes das nossas escolas supe-
riores.

Nas escolas superiores dos Estados Unidos os
estudantes respondem a essas inquietagdes cul-
turais no campo das ciéncias matematicas, fun-
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dando os seus Clubes de Mateméatica e realizando
néles palestras em que sao tratados os assuntos
que mais lhes interessa conhecer. E profunda-
mente natural que assim seja; a histéria das mate-
maticas, o estudo das relagOes entre a matema-
tica e as outras ciéncias (a técnica, a biologia, a
psicologia, a medicina, etc.) e as artes, a critica
dos principios fundamentais da matemaética, as
biografias de matematicos ilustres, as curiosida-
des mateméaticas (que as ha altamente recreativas
e instrutivas!) ndo fazem parte dos programas de
ensino ! Mas a actividade dos Clubes de Matema-
tica néo fica por aqui como veremos.

Este artigo tem precisamente por objectivo dar
uma idéia geral sdbre a organizagdo dos Clubes
dos Estados Unidos, e indicar ao mesmo tempo
algum materialde trabalho necessério a actividade
dum Clube.

Regulamento do Clube — Em regra os Clubes
Americanos tém hoje um estatuto ou um regula-
mento. A histéria dos Clubes Americanos mostra,
que s6 em 1916 apareceu o primeiro regulamento,
o0 do Mathematics  Club of the University of Okla-
homa, que vamos reproduzir porque pode servir
de guia para algum clube que se venha a fundar
em Portugal.

Predmbulo — Os abaixo assinados reconhecendo
.is vantagens  que podem restiltar de uma associa-
cdo que ofereca a oportunidade para a  apresentacdo
e discussdo  de assuntos com interesse matematico,

organizam-se num Clube de Matematica e resolvem
reger-se pelos seguintes  estatutos

Artigo |—Nome. Esta associagio terA o nome
«The  Mathematics Club of the University of
Oklahoma*.

Art. Il —Sébcios. 8§ 1— SO podem ser s6cios deste
Clube os estudantes e professores  da Universidade
de Oklahoma  que se interessam  por assuntos de
matematica. §2 — As propostas para so6cio devem
ser apresentadas por escrito e submetidas a apro-
vacdo de qualquer reunido do Clube. § 3 —A vota-
cdo faz-se por escrutinio secreto e a aprovagdo por
maioria.

Artigo Il1—Direcgdo. § 1—A direccdo € cons-
tituida por um Presidente, um Vice-Presidente e
um Secretario-  Tesoureiro, eleitos entre os socios
estudantes de matematica. 8§ 2— A direccdo é eleita
por escrutinio secreto na primeira  reunido regular
de cada semestre. § 3 — Cada membro da direccio
exerce as suas fungBes até que o seu sucessor  esteja
eleito. O Presidente pode conceder dispensa de ser-
vico a um membro da direccdo até a primeira  reu-
nido regular do Clube. 8 4 — A direccdo junta-

mente com um sécio do Clube pertencente ao pessoal
docente, designado pelos soécios nas mesmas condi-
¢Bes, formam a Comissdo de Programas para as
reunides.

Artigo IV —Reunifdes. 8 1—As reunides do
Clube realizam-se  as segundas e quartas quintas-
-feitas de cada més.

Artigo V —Vaérios. § 1—Este Clube pode  fazer
regulamentos para as suas reunides, cobrar  quotas
aos sdcios, e realizar outros actos compativeis com
éstes estatutos. 8§ 2— Um térco dos sécios do Clube
é necessario para ésse efeito. § 3 — As alteragdes a
estes estatutos devem ser apresentadas  por  escrito,
ser afixadas durante duas semanas e  aprovadas
por dois tergos dos socios do Clube. 8§ -1 — Em  todos
0S casos Nn&o previstos nestes estatutos o Clube
adoptara as «Roberts' Rules of Order*.

Em 1929 fundou-se uma federacdo dos Clubes
de Matematica Universitarios chamada «Pi Mu
Epsilon Fraternity» e em 1931 a «Kappa Mu
Epsilon Fraternity».

Nomes dos Clubes—Muitos Clubes tém o nome
«The Mathematical Club of...» mas aparecem
clubes com outros nomes: «The Euclidean Cir-
cle», «The Naperian Club», «The Irrational Club»,
«The Magic Square», «The Mystic Hexagram»,
«The Cartesian Oval», «The Pascal Triangle»,
«Pythagoream Club», ou entdo «Kappa Mu Epsilon»
(University of Mexico), «Pi Mu Epsilon...»,
«Sigma Pi Mu...», «Delta Pi Sigma» (University
of Arizona), ou entdo «Student's Mathematical
Round Table» (University of Mexico), etc.

Ndo faltam as notas de bom humor na vida in-
terna do clube : o Presidente, o Vice-Presidente,
o Secretdrio e o Tesoureiro, sdo por vezes desi-
gnados pelos seguintes nomes «Surdo, Absurdo,
Racional e Irracional» ; «Diferencial, Integral,
Constante e Varidvel» ou entdo por nomes de
matematicos célebres.

As reunies dos Clubes — Nas reunides dos Clu-
bes séo tratados assuntos da mais variada natu-
reza, mas nota-se nos programas de trabalho uma
tendéncia para tratar de assuntos relacionados
com o trabalho escolar, aproveitando tdédas as
oportunidades para despertar a curiosidade dos
estudantes por assuntos que ndao fazem parte do
ensino. Os estudantes s&o assim levados a com-
pletar a sua preparagdo mateméatica por sua pro-
pria iniciativa —e parece-me que aqui reside uma
das grandes vantagens da actividade dos clubes.
O estudante encontra na vida do clube mil opor-
tunidades para demonstrar o seu interésse pelo
estudo da mateméatica, fazendo conferéncias, pro-



pondo problemas, discutindo as ideias apresenta-
das, participando nos concursos, etc.

O estudante apreciado sob o ponto de vista inte-
lectual sera aquele que demonstrar uma superio-
ridade efectiva na resolugdo dos problemas pos-
tos a concurso, na realizagdo de palestras, etc., e
ndo aquéle tipo de estudante, tdovulgarainda nas
nossas escolas, que passa a vida a falar de coisas
que nd&o entende, de coisas que ndo estudou ou
mal conhece (porque é de bom tom e da fama
falar um pouco sdbre tudoi e que é incapaz de
fazer o mais pequeno esforco para modificar o
ambiente em que vive e ndorepara na contradi-
cdo que 'existe entre as idéias que professa e a
vida que faz.

Se pensamos que sO a juventude é capaz de
modificar o ambiente matematico existente em
Portugal, também pensamos que ela s6 conseguira
ésse objectivo adoptando uma atitude constru-
tiva.

Que belo exemplo nos d& a juventude ameri-
cana, quando toma iniciativas no sentido de alar-
gar e completar a sua cultura e que magnifico
exemplo o dos professores americanos que auxi-
liam com a sua experiéncia a actividade dos clu-
bes e que véem nos estudantes, companheiros de
trabalho e amigos, obreiros conscientes e dedica-
dos pela causa da cultura matematica !

O ressurgimento dos estudos matematicos em
Portugal sé é possivel na medida em que a imensa
energia intelectual da juventude fér completa-
mente mobilizada.E certo que nos faltam muitas
condi¢cbes preliminares para atingir um tal objec-
tivo, mas também é verdade que muita coisa se
pode ir fazendo désde ja. Preparar o futuro ainda
¢ amelhorformade vivermosas horas que passam
e é a juventude que tem maiores responsabilida-
des nessa tarefa, porque é ela que tem o futuro
nas suas préprias maos porque é nela que residem
as grandes reservas de energia intelectual duma
nacdo. Quando Maurice Fréchet nos dizia recen-

temente que «sé o professor  que fas investigagéo
cientifica demonstra  a sua superioridade intelectual
em relacio a média dos seus alunos», implicita-

mente reconhecia a superioridade intelectual dos
estudantes mais qualificadosem relacdo a média
dos seus professores.

Num pais como a Franga, em que no campo das
ciéncias mateméaticas os trabalhos decisivos na
carreira de um investigador sdo realizados entre
os 20 e 25 anos, um professor como Maurice Fré-
chet, que fundou a Anélise Geral por essa idade,
ndo pode pensar de outra maneira.

Da atitude da juventude estudiosa, principal-
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mente nas escolas superiores, depende em grande
parte a possibilidade de se criarem Clubes de
Matematica. No ensino secundéario parece-me que
¢ da parte dos professores que deve partir a
iniciativa.

Em qualquer hip6tese é preciso ndo esquecer
que os estudantes é que devem ter o papel mais
activo dentro do clube. O professor deve desem-
penhar o papel de um orientador, com um largo
espirito de compreensdo perante o espirito de
iniciativa da juventude.

Nas revistas que abaixo indicamos encontram-se
muitos relatérios de actividade dos clubes de ma-
teméatica americanos. Vamos dar um exemplo,
tirado do relatério do Mathematics ~ Club of  Hunter
College do ano 1936-37. A actividade do clube
comegou com uma série de palestras sébre corpos
finitos e as geometrias associadas mais elementa-
res. Primeiro falou-se sé de corpos finitos com um
nimero primo de elementos. Depois poz-se um
problema a prémio que exigia a construgcdo das
tdbuas de multiplicacdo e adigdo de dois corpos
finitos cada um dos quais tinha como nimero de
elementos a poténcia de um nimero primo. Como
ainda néo se tinha falado nestes corpos e como 0s
membros do clube desconheciam asua existéncia,
o problema era um problema dificil. A seguir
foram estudados ésses corpos e finalmente escla-
receram-se tddas as curiosas relagdes que tinham
sido postas em evidéncia.

O que é certo é que o estudante que féz estes
coléquios, e todos aquéles que o ouviram, ficaram
conhecendo a existéncia de geometrias projecti-
vas com um nimero finito de pontos assunto que
¢ por certo desconhecido da maioria dos nossos
licenciados e estudantes de matematica das esco-
las superiores. Mas quantos outros assuntos se
poderiam ainda citar que foram tratados por estu-
dantes nos clubes americanos e que seriam sus-
ceptiveis de interessar largas camadas de estudio-
sos portugueses : «0 trabalho de um estatistico
na industria téxtil», «A mateméatica na engenharia
mecéanica», «A contribuigdo chinesa na matema-
tica», «As geometrias ndo Euclideanas», «O pro-
blema das quatro cdres», etc., etc.

Mas os clubes americanos tém outras formas de
actividade destinadas a despertar o entusiasmo
pelo estudo da mateméatica. Entre elas figuram as
actividades destinadas a estabelecer uma emula-
cdo no trabalho entre os estudantes de matema-
tica. Para isso estabelecem tdda uma série de pré-
mios e de concursos. Prémios anuais concedidos
aos sdcios que apresentarem os melhores traba-
Ihos nas sessdes do clube realizadas em cada ano
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lectivo. Concursos entre estudantes com o mesmo
grau de preparacdo (o Clube de Mateméatica do
Brooklyn College por exemplo faz um concurso
em cada semestre s6bre integragdo entre os alunos
da cadeira de céalculo). Concursos inter-clubes
para a disputa de tacas e medalhas em que cada
clube envia as suas équipes constituidas por 3,
4 ou 5 estudantes conforme os casos. Concursos
de modelos de mateméatica (um dos modelos que
apareceu num concurso foiodum hipercubo num
espaco a 4 dimensdes visto em perspectiva num
espaco a 3 dimensdes) etc., etc.

Os clubes realizam no fim do ano uma festa
(representacdo de uma peca com caracter mate-
matico, pic-nic ou jantar) em que se faz um ba-
lango da actividade realizada durante o ano, em
que se fazem promessas de actividade para o ano
seguinte e em que os professores distribuem os
prémios aos estudantes que se distinguiram e
cantam com os seus alunos a cangdo do clube!

Isto é possivel com aquéles professores que
quando se encontram diante de uma classe liceal
que bocéja perante as suas licdes sObre a simetria
das figuras, levam os alunos para o campo ou
para os jardins para observarem nas arvores e
nas flores exemplos de simetria que os levam a
visitar monumentos para observarem novos exem-
plos de simetria e que voltam a aula com uma
classe galvanizada e que pensam com razdo em
face dos resultados obtidos que o tempo gasto nos
passeios ndofoitempo perdido, porque uma classe
ndo é um vasadouro para despejar um programal

Se 0 nosso ensino de matemética precisa de
uma grande remodelagdo ha uma coisa que é certo,
precisamos de um ensino liceal menos catedratico
e de um ensino universitario menos elementar.

A criacdo de clubes de matematica é suscepti-
vel de corrigir estas duas deficiéncias. Os estu-
dantes e professores interessados tém o futuro
nas suas proprias maos.

Revistas

Nas revistas que vamos indicar encontra-se muito
material para a actividade dos clubes, e em parti-
cular muitos artigos que podem servirde modélo
para coléquios arealizar nas reunifes dos clubes.

1) The American  Mathematical  Monthly. Jornal
oficial da Mathematical Association  of  America.
Dedicado especialmente ao ensino da matematica
nos «Collegges» americanos. Contém muitosrela-
térios da actividade dos clubes. Fundado em 1894;
em 1941 publicava-se o volume 49 desta revista.
Cada volume contém actualmente cérca de 700
paginas. A assinatura custa 0 ou 7 ddlares. Na
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Biblioteca Geral da Fac. de Ciéncias do Porto
existem os seguintes volumes: 17 (1910)a 19 (1912)
incompletos; 20 (1913) a 22 (1915) completos;
23 (1916) incompleto. Conseguimos consultar esta
revista em Lisboa, gracas a amabilidade do Pro-
fessor Pedro José da Cunha que nos facilitou a
consulta dos exemplares que possui.

I1) The Mathematics Teacher. (Official Journal
of the National Council of Teachers of Mathema-
tics) Editorial Office: 525, W. 120 th. Street, New
York City. Assinatura: 2 délares por ano. Dedi-
cado ao ensino das matematicas nas escolas ele-
mentares e secundarias. S6 tenho conhecimento
da existéncia em Portugal de um volume desta
revista o volume 34 (1941), obtido por troca com
a Portugaliae Mathematica e depositado no Gabi-
nete de Matemética da F. C. L.

I11) Scripta Mathematica.  «A Quarterly Journal
devoted to the Philosophy, History and Exposi-
tory Treatment of Mathematics». Editado por:
Yeshiva College. Amsterdam Ave. and 186 th.
Street, New York, N. Y. Assinatura: 3 ddélares
por ano. Contém muitas curiosidades e proble-
mas. Esta revista existe a partir do volume 5 (1938)
no Gabinete de Matematica da F. C. L. (Servigo
de trocas da Port. Math.).

1V) National  Mathematics Magasine. (Os volu-
mes 1-8 foram publicados com o titulo Mathema-
tics News Letter). Editado por: Louisiana State
University, Louisiana.U.S. A. Assinatura 2 déla-
res por ano. Publica trabalhos de aspecto cultural
e humanista, de historia das matematicas, métodos
de ensino das matemaéticas, trabalhos de sintese etc.
A partir do vol.13 (1938-39) existe no Gabinete
de Matematica da F. C. L. (Servigo de trocas da
Por. Math.).

V) School Science and Mathematics. (A Journal
for ali Sciences and Mathematics Teachers). Edi-
tado em 450, Ahnaip St., Menasha, Wis. U. S. A.
Assinatura 3 ddlares por ano. Revista de carécter
didatico e pedagogico. O volume 35 (1935) existe
no Gabinete de Matemética da F. C. L.

VI) Sphinx. (Revue Mensuelle des Questions
Récréatives). Administracdo: 75 Rue Philippe
Baucq. Bruxelles. Bélgica. Assinatura 10 belgas
por ano. Revista Unica no género fundada e edi-
tada por M. Kraitchik.

Livros para Clubes de Matematica
(Esta lista continua nos nimeros seguintes daGazeta)

1) A. Bruneau — Initiation et curiosités
matiques. Ed. Fernand Nathan, Paris, 1939.

2) E. Fourrey—  Curiosités  Géométriques. Ed.:
Lib. Vuibert, Paris, 1938.

mathé-
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3) E. Fourrey—  Récréations  Arithmétiques. Ed.:

Lib. Vuibert, Paris.

4) M. Kraitchik —La mathématique des jeux.
Ed. G. Villars, Paris, 1930, 576 pag.

5) E. Lucas — Récréations Mathématiques. Paris,
1™ édition 1882.

6) W. IV. Rouse Ball — Récréations et Proble-

mes mathématiques. 3" édition traduite par J.
Fritz-Pratrick. Paris 1898.

7) L. Hogben — Mathematics  for the Million.
Ed. : George Allen, London ; Norton, N.Y.1936
674 pag., 2 délares. Existe uma traducdo francesa
intitulada : Les mathématiques pour  tous.

8i E, T. Bell — The developpment of  Mathema-
tics. Ed.: MacGraw—Hill Book Co, New York,
1940. 583 pag. 4 délares 50.

9) E. T. Bell — The Queen of the Sciences. Ed.:
Williams and Wilkins, Baltimore, 1931. 183 pag.
1 dolar.

10) A. Dresden —An invitation to Mathematics.
Ed. : Henry Holt and Company. New York, 453
pag. 2,80 délares. Um bom livro para programas
sobre os conceitos fundamentais da matema-
tica.

11) J. W. N. Sullivan.—Aspects of Science. Ed.:
Knoff, New York, 1926. Tem um capitulo sobre a
matematica e a arte e outro sdbre a matematica
e a masica.

12) J. Bowden — Special Topics in  Theoretical
Arithmetic. Ed: Garden City, New York, 1936,
217 pag. 2,50 délares.

MOVIMENTD®O
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13) S. 1. fones - a) Mathematical Clubs and
Recreations, b) Mathematical Wrinkles (A hand
book for Teachers and Privat Learners), c) Ma-
thematical ~ Nuts for Lovers of Mathematics. Ed.:
New York. Trés bons livros para clubes, o pri-
meiro dos quais consultdmos para a redacgdo
deste artigo.

14) A. Alliston — Mathematical Snack Bar.
A collection of Notes and Results. Ed.: Cam-
bridge, U.S. A.155 pag. Contém muitos resultados
novos de geometria e teoria dos numeros.

15) B. Russel — Introduction a la Philosophie
Mathématique.

16) R. C. Archibald — Outline of the History  of
Mathematics. 1932, U.S. A. 30 céntimos.

Para informacdes
a) A suggested list of mathematical
junior college librairies. Am. Math.
vol. 32, 1925, pag. 462-468. b) Mathematics curri-
culum  bibliography por Ana Stafford. School
Science and Mathematics, vol.37, pag. 414-415.

mais completas veja-se:
books  for

Monthly,

Nota —Pedimos aos leitores da Gazeta, que
escrevam para a Redagdo desta revista dando
indicacdes sbdbre livros susceptiveis de interessar
a actividade dos Clubes de Matematica. Poder-
-se-4 assim organizar rapidamente, com a cola-
boracdo de todos, uma bibliografia que pres-
tard preciosos servigos a todas as pessoas que
se possam interessar pelos Clubes de Mate-
matica.

co

PROFESSORES ESTRANGEIROSEM LISBOA

por HUQO RIBEIRO (C. E. M.L.)

Anténio Monteiro dizia-nos ha pouco nesta
mesma sec¢do que estamos assistindo a uma ver-
dadeira efervescéncia no nosso pais no campo
das ciéncias mateméaticas. Um aspecto (e também
uma consequéncia) dessa efervescéncia é o con-
tacto que neste ano se tem oferecido aos nos-
sos estudiosos com qualificados matematicos es-
trangeiros— Maurice Fréchet, Guido Beck, Luigi
Fantappié e Luigi Sobrero. E ao Instituto para a
Alta Cultura que devemos ainiciativa da visita do
primeiro, e ao Instituto de Cultura Italiana em
Portugal a do terceiro. De Fréchet e de Guido
Beck ja aqui nos ocupadmos. Limitamo-nos agora
a referir as conferéncias dos professores Fan-
tappie e Sobrero.

Luigi Fantappie tem-se ocupado do estudo das
funcionais analiticas que éle préprio introduziu.
O conceito de funcional analitica é o de uma cor-
respondéncia-(como para as fungdes) em que o
dominio do argumento é n&ao ja numérico mas
constituido por um certo tipo de fungdes de varia-
vel complexa. A definicdo désse dominio foi esco-
lhida de modo a fazer das funcionais analiticas
um instrumento utilisdvel na Anéalise, sobretudo
na integracdo de certos tipos importantes de equa-
¢cOes as derivadas parciais. O professor Fantappie
realizou duas conferéncias sdbre éste assunto,
referiu a aplicabilidade da sua teoria na mecéanica
quantica e toda uma série de temas de tra-
balho.
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Os seus resultados estdo publicados Da sua maio-
ria em revistas italianas.

Numa outra conferéncia para um pulblico ndo
especializado disse-nos o professor Fantappie
como encarava o desenvolvimento histérico da
Mateméatica em relagdo com o do principio de
causalidade na Fisica. Ele considera trés grandes
eras que mais ou menos se interpenetram: até
ao Renascimento foram os numeros os objectos
de estudo quando o principio de causalidade se
traduzia em Fisica pela preocupacdo de encontrar
cadeias de causa e efeito; depois as relagbes entre
os numeros, as func¢des, quando em Fisica é no
conceito de lei natural que se molda o principio de
causalidade; finalmente, e nos nossos dias, um
novo periodo se caracteriza pelo aparecimento
contemporaneo do estudo das relagdes entre fun-
¢cdes, as funcionais, e das modernas idéias sdbre
a causalidade em Fisica. O paralelismo dos dois
processos de desenvolvimento pede uma justifi-
cacdo. “"Nd&o se devera procurar a Unica explica-
cdo aceitavel no factode se tratar de dois aspectos
dum processo Unico, o do desenvolvimento da
sociedade e da técnica ?

Luigi Fantappié é actualmente professor de
Anélise no Instituto de Alta Mateméatica de Roma
e esteve alguns anos no Brasil como professor da
Universidade de S. Paulo para onde foi encarre-
gado da organizagdo dos estudos matematicos.

Os trabalhos que Luigi Sobrero tem realizado
e de que nos deu noticia numa conferéncia Unica
(que s6 foipossivel anunciar comum dia de ante-
cedéncia) promovida pelo Centro de Estudos Ma-
tematicos do I. A.C. e pelo Instituto de Cultura
Italiana em Portugal, sdo de Teoria da Elastici-
dade. O professor Sobrero encontrou um tipo de
algebra hipercomplexa (a quatro unidades, comu-
tativa) que permite interpretar com perfeicdo
téda uma série de fendmenos da elasticidade
plana. Este tipo de dlgebra hipercomplexaaparece
naturalmente partindo da equacdo fundamental
da teoria da elasticidade plana (a equacdo

&** S*« i*g
or»  bx?by? iy*
como Lamb féz para a equagédo
0*3 o"s

R S

ix ix oy oy
adlgebra foram prosseguidos sob véarios aspectos

=0) e procurando resolvé-la
biharménica

=10. "Os estudos déste tipo de

CONGRESSO LUSO-ESPANHOL PARA O

No préximo nimero da «Gazeta» daremos uma
noticia sébre a actividade da seccdo de matemaética

13

em Itdlia e no Brasil onde aquéle professor
deixou jovens discipulos que ja obtiveram inte-
ressantes resultados. Na mesma conferéncia So-
brero féz a descricdo dum aparelho portatil de
foto-elasticidade construido em colaboragdo com
o professor de Fisica da Universidade Federal do
Rio de Janeiro, aparelho que servindo na maioria
dos trabalhos de engenharia é acessivel as bolsas
dos engenheiros.

Luigi Sobrero esteve em curta passagem por
Lisboa, vindo do Brasil onde se encontrava hé
trés anos contratado para a Faculdade Nacional
de Filosofia da Universidade Federal (Rio de
Janeiro). Formou-se e doutorou-se em engenha-
ria em 1930 e em mateméatica no ano seguinte e
foi encarregado dos cursos de Mecanica Racional
em 1934 e de Fisica Mateméatica em 1935, na Uni-
versidade de Roma.

Estes dois professores realizaram as suas con-
feréncias em lingua portuguesa. Queremos apon-
tar aqui a reduzida frequéncia, a estas e as ante-
riores conferéncias do professor Fréchet, da parte
dos estudantes e sobretudo da parte dos profes-
sores e assistentes de Matematica das nossas
escolas superiores.

O interesse que estas visitas de professores
estrangeiros despertaram nos estudiosos ndo se
confinou naturalmente as suas conferéncias mas,
e sobretudo, as conversagdes por meio das quais
se estabeleceram projectos de colaboragdo, se
obtiveram preciosas informacfes do movimento
matemético noutros paises, se apreciaram o seu
entusiasmo pelo estudo e muitas das suas quali-
dades de cientistas e de professores. As referén-
cias que aqui pudéssemos fazer a estes aspectos
seriam insuficientes para dar uma idéia daimpres-
sdo que estas visitas deixaram em todos nos.

E interessante notar que o nome de Vito Vol-
tem tenha estado quasi sempre presente, que 0s
assuntos das licdes ou os professores que aténoés
vieram estejam, por um ou outro motivo, ligados
a Vdlterra: A Anélise Geral criada por Maurice
Fréchet tem a sua origem na Analise funcional
(Volterra) de que a teoria das funcionais anali-
ticas € um novo capitulo. Fantappié é um disci-
pulo de Volterra e Luigi Sobrero ocupou ja a sua
cadeira de Fisica Mateméatica na Universidade
de Roma.

PROGRESSO DAS CL1ENCIAS-PORTO 1942

do Congresso Luso-espanhol para o progresso das
Ciéncias realizado no P6rto em Junho de 1942.
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ECONOMIA

por A. SA DA COST

E Gnico' objectivo desta curta nota a exposigédo
resumida dos resultados do estudo e discussdo
da economia matematica classica realizados no
Centro de Estudos de Matematicas Aplicadas a
Economia do |I.S. C. E. F.

a) Na primeira metade do século xix o novo
condicionamento técnico leva a prolongadas con-
vulsdes sociais e, consequentemente, a neces-
sidade' duma revisdo das doutrinas economi-
cas.

Surgem numerosas teorias e escolas econémicas,
entre as quais tem particular interésse, pelas ca-
racteristicas do instrumento de que se socorre, a
escola matematica. A sua constituicdo pode loca-
lizar-se na segunda metade do século xix.

b) A época em que surgem e as circunstancias
que rodeiam arealizacdo dos trabalhos fundamen-
tais de economia matematica, a actividade desen-
volvida e a posi¢cdo assumida no campo das
doutrinas econémicas pelos elementos mais repre-
sentativos da escola matematica, explicama inten-
cdo, nunca claramente formulada, mas sem ddvida
implicita, de obter o favor duma confirmacéo, al-
cangada por via matemadtica, para determinada
estrutura econdmica.

Por outro lado, hd que reconhecer a existéncia
de imperativos de outra ordem, para a aplicagdo
do instrumento matemético a economia, resultan-
tes do rendimento excepcional do uso désse ins-
trumento noutros dominios e, sobretudo no da
mecanica.

Mercé de intencdo a margem da ciéncia (Pareto,

MATED ATICA

GAZETA DE MATEMATICA

CLASSICA

e J. REMY FREIRE

entre outros) ou de visdo errada do fendmeno
econémico, na determinagdo do isolado em que
se baseia toda a teoria sdo esquecidas, ignoradas
ou eliminadas caracteristicas fundamentais.

c.) Ndo é s6 duma base insuficiente que a econo-
mia matematica classica enferma. E téda a cons-
trucdo que estd em causa por duas ordens de ra-
zBes: as que decorrem do desprézo claramente
expresso, das aplicacBes como indicadoras da pro-
ficuidade e da eficiéncia da teoria ; as que resul-
tam da permanente e desconcertante assimilacdo
do fendmeno econémico ao mecanico e conse-
guente maneira de usar a matematica.

d) N&o poderad falar-se de inaptiddo do instru-
mento matematico porque ndo foram esgotadas
as suas possibilidades. A causa do insucesso da
economia matematica classica talvez se encontre
na forma como foram estabelecidos os contactos
entre o instrumento e o objecto, j& o afirmou
alguém.

e) A estacionaridade duma teoria que nédo logrou
da realidade confirmacédo, ndoreteve aatengdo de
grande nimero de estudiosos e nem sequer alcan-
¢cou, como teoria, progressos notdveis desde a sua
constituicdo, ndo legitimard uma mudanca radical
de orientacdo? E, ndo devera ser determinada
essa mudanca pela exploragdo das possibilidades
do instrumento e simultaneo estudo do objecto a
afeicoar ?

E para ésse objectivoque convergem as aten-
¢cdes do Centro e desta atitude resultard o pro-
grama de trabalhos do ano préximo.

DIV ULGACAO MATEMATICA

por A. SA DA COSTA

O quinzenério cultural Horizonte inicia com o
seu numero 8 a publicacdo duma péagina subor-
dinada ao titulo Divulgagdo Matematica.

Ocupam-na dois artigos. Duas ligdes 71a Univer-
sidade do Porto é o titulo do primeiro, da autoria
de Alfredo Pereira Gomes e Luiz Neves Real que
relatam as duas li¢Ges realizadas pelo prof. Bento
de Jesus Caraga, a convite da Secgdo de Matema-
tica da Faculdade de Ciéncias do Porto. O segundo
artigo é de Mario de Alenquer e intitula-se Carac-

terizacdo  analitica do conceito de infinito. E de
desejar uma revisdo tipografica mais cuidada.

Pelo conteGdo desta primeira pagina, parece
ter-se operado notavel viragem na orientacdo da
parte matematica do Horizonte com oque a Gazeta
de Matematica muito se regosija. E legitimo espe-
rar que ndo voltardo a surgir nas suas colunas
artigos de vulgarizagdo matemaética de tipo infe-
rior do qual ja& nos deu algumas amostras per-
feitas.
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PORQUE?...

por J. SEBASTIAO E SILVA

H& certos factos, relacionados directa ou indi-
rectamente com o ensino das matematicas, para
0s quais temos procurado inutilmenteuma expli-
cacdo. Assim :

| —Porque é que, em compéndios de Filosofia,
se continua a dizer que a Matematica é a ciéncia
da «quantidade» e da «extensdo», quando a ver-
dade é que o objecto da Matematica se estende
hoje para além das entidades estrictamente numé-
ricas e geométricas? O célculo proposicional, a
algebra dos conjuntos, a teoria geral das estrutu-
ras, a teoria dos grupos abstractos, e tantos outros
ramos da Matemética moderna, estariam entdo
condenados a ser excluidos do seio da Matema-
tica ?

Il — Porque sera que, no programa de Aritmé-
tica do 3.° ciclo liceal, nao figura o estado dos nu-
meros relativos? Acaso os nimeros negativos tém
menos direito a ser tratados na Aritmética dos
liceus, do que os numeros fraccionarios ? E, por
outro lado, ndose atende ao papel consideravel-
mente simplificador que os nimeros negativos
desempenham em vérias questdes de Aritmé-
tica?

Il — Porque nédo é ensinado nos liceusum pro-
cesso elementar de construcdo duma tdbua de
logaritmos?"' Pois ndo é verdade que, s6 déste
modo, o aluno pode adquirir uma nogdo exacta
de logaritmo dum nimero, no caso (e éste é o que
mais interessa) em que o logaritmonéo éinteiro?
E ndo é também verdade que se desfaz assim
aquéle mistério, tdo nocivo a formagdo mental do
aluno, duma tdbua cuja utilidade se conhece, mas
que ndo se sabe como pode ser construida ?

IV — Por que razdo é que, no 7.° ano dos liceus,
a vulgar equacdo de Diofanto é tratada na Algebra
e ndona Aritmética? NA&o constitui porventura a
equacdo de Diofanto um assunto nitidamente inte-
grado na teoria da divisibilidade, intimamente
relacionado com as nog¢des de m. d.c. e de con-
gruéncia ? Sera proibido pronunciar em Aritmé-
tica a palavra «equagdo»?.. .

V — Porque serd que, em livros didacticos por-
tugueses se faz ainda a euclideana distincdo entre

«postulados» e «axiomas», quando, ja desde o sé-
culo passado, ficou definitivamente estabelecido
que tal separacdo é ilusoéria ?

VI —Por que razdo se insiste em fazer o ensino
da légica formal, segundo métodos anacrénicos,
baseados na grosseira linguagem usual ? Paraqué,
amontoar no cérebro do aluno térmos arreveza-
dos, receitas de almanaque, exemplos por vezes
dum coémico irresistivel —quando a Lé6gica mate-
matica permite interpretar, analisar, criticar, todo
0 mecanismo do pensamento, dum modo bem
mais preciso e mais potente ?'” Pois ndo é ver-
dade que a Mateméatica é a ciéncia dedutiva por
exceléncia —e que os matematicos, voltando as
costas aos modos e as figuras, aos juizos toto-
-totais e aos toto-parciais, aos epiqueremas e
aos dilemas, resolveram fabricar, para uso pré-
prio, a delicada aparelhagem do calculo proposi-
cional, tal como o tinha antevisto o génio de

Leibniz? Entdo porqué, permanecer indife-
rente ao progresso, na eterna adoracdo dos
gregos ?

Porqué ?!

Nota — Abrindo casualmente um compéndio de
Filosofia, deparou-se-nos o seguinte exemplo pi-
toresco : —«Se ojitis éjusto, castiga o criminoso ;
ora cie ndo éjusto, logo ndo castiga o criminoso».
Aqui a culpa né&o deve ser dos gregos, nem dos
escolésticos... O autor tomou por equivaléncia
oque ndo passa de implicacdo. Mas, entédo, de nada
lhe valeram os modos e as figuras?

"> Podiamos indicar um processo muito simples, consis-
tindo em sucessivas extraccdes de raizes quadradas. Os
calculos nédo sdo muito trabalhosos desde que se disponha
duma tabua de quadrados. Conviria que os alunos fizessem,
pelo menos, o calculo directo do logaritmo dum ndmero
dado, com 5 ou 4 decimais —6ptimo pretexto, também, para
ministrar nocdes concretas a respeito da aproximagdo nos
calculos numéricos.

As frases do tipo «Todo o A é um B», tdo simples na
sua construgdo gramatical, apresentam no entanto uma es-
trutura légica pouco elementar, se nos conformarmoscom a
interpretacdo adoptada nos compéndios de Filosofia : equi-
valem entdo ao produto l6gico duma implicagdo por uma
proposicdo de existéncia. E neste capricho de lingua-
gem que se baseia aquela bizarra 5. figura do silogismo
(sub, sub).
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NOTA
por BENTO CARAGCA

As interrogacdes do Dr. Sebastido e Silva cons-
tituem um depoimento critico interessante sb6bre
certas particularidades do novo ensino secun-
dario.

Seria bom que o seu exemplo fosse seguido
por outros professores ; a Gazeta estd aberta a
todas as opinides e dard delas conhecimento ao
pUblico ; a discussdo a volta delas poderad vira
constituir elemento de algum valor para umafu-
tura reforma, absolutamente }iecessaria, do novo
sistemade ensino.

Como coméco de discussdo, devemos manifes-
tar a nossa discordancia da orientacdo mostrada
pelo Dr. Sebastido e Silva na sua terceira inter-
rogacdo, i Estd porventura ao alcance dos alunos
do Liceu o processo pelo qual efectivamente se
construem as taboas de logaritmos? Ainda que
estivesse ique vantagem haveria em mostrar
como se pode construir um instrumento que en-
contramos ja construido no mercado ? i Quantos
sdo os alunos do liceu que mais tarde se ocupa-
rdo da construgdo de tdboas de logaritmos?

ANTOLOGIA

oS L OGARI

iNdo seria isso apenas perder um tempo que
€ precioso para ensinar coisas necessarias, como
seja 0 manejo da régua de céalculo, e a que a
técnica moderna dard dentro em pouco papel pre-
dominante na vida de todos os dias?

Vamos mesmo mais longe—duvidamos deque
as tdboas de logaritmos, como instrumento de tra-
balho, conservem por muito tempo a soberania
que tiveram. Em certos ramos de aplicacdo da
Matematica a vida corrente, a tdboa de logari-
tmos estd hoje de largo ultrapassada pela méa-
quina de calcular (nos calculos actuariais, por
exemplo).

Cada época cria e usa 0s seus instrumentos de
trabalho conforme o que a técnica lhe permite;
a técnica do século xx é muito diferente da do
século xvr, quando os logaritmos apareceram
como necessarios para efectuar certos célculos.

O ensino do Liceu que é, ou deve ser, para
todos, deve ser orientado no sentido de propor-
cionar a todos o manejo do instrumento que a
técnica nova permite.

T M O S

por D. J. STRUIK <" (de ~Concerning Mathematics*)

Os logaritmos foram criados no comec¢o do
século xvii. Nos séculos anteriores, sé tinham sido
precisas as operagdes mateméaticas mais elemen-
tares para satisfazer as necessidades dum sistema
econdémico simples: célculo digital, 4baco, adicéo,
subtraccdo, multiplicagdo e divisdo de numeros
inteiros e fraccionarios simples.

Com o progresso do mercantilismo, os novos
descobrimentos geograficos, o desenvolvimento
da navegagdo maritima, o alargamento do mer-
cado e o nascimento sub-sequente dos estados
modernos, tornou-se cada vez maior o interésse
pela matematica, astronomia, topografiae ciéncias
nauticas. As operacdes mateméaticas elementares
revelavam-se cada vez mais insuficientes. Nos
fins do século xvi, o célculo tornara-se extrema-
mente dificil. Muitos mateméaticos notaveis apela-
vam para tdda a sua habilidade ao efectuarem, a
custa de métodos antigos, multiplicagdes, divisdes
e extraccdes de raizes sbbre nimeros grandes.
Kepler, que teve de abrir caminho através de

grandes massas de céalculos, para o seu trabalho
sObre astronomia, perdeu anos da sua vida com
infindaveis estopadas numéricas.

Topografos, peritos navais e astronomos, todos
necessitavam urgentemente de métodos de cal-
culo convenientes. Esta falta fazia-se sentir espe-
cialmente nos paises mais avangados, Inglaterrae
Holanda, e também na Alemanha, Austria e Italia.

Quando, em 1014, fohn Napier, um nobre escos-
sez e inventor mecanico, construiu o primeiro sis-
tema de logaritmos, os peritos calculadores aper-
ceberam-se logo da sua utilidade. Henri Briggs,
discipulo de Napier e professor em Londres e
Oxford, inventou o seu sistema a partir dum cri-
tério pratico, pela introdugdo dos logaritmos na
base 10 e, logo a seguir, os topégrafos holandeses
De Decker e Vlacq publicaram a primeira tabua
completa de logaritmos (162G-27), seguida do ma-

'D Associate professor of Mathematics at the Massachu-
sets Institute of Technology.
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nual de Navegacdo de De Decker, no qual éste cal-
cula por logaritmos as solu¢cbdes dos seus pro-
blemas (1631). Kepler pertenceu aos primeiros
entusiastas e escreveu muitas paginas para pro-
mover o emprego da invencgao de Napier.

Mostram estes exemplos dum modo elementar
a influéncia da estrutura social no progresso das
matematicas, como elemento do sistema das for-
cas produtivas. Eles conduzem ao seguinte juizo:
a estrutura econdémico-social exige um ramo de
ciéncia e, portanto, éle surge.

Devemos vincar, contudo, o facto de que tal re-
lacdo é simples em demasia para dar conta do
progresso, da profundidade e do contetdo de
gqualquer ciéncia.

Mesmo no nosso exemplo dos logaritmos obser-
vamos uma estrutura causal mais complicada : a

CIENCIA E
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necessidade de operar com nimeros grandes con-
duz ao orgulho do trabalho humano, para o desen-
volvimento duma técnica que descobre prazer no
calculo pelo calculo, encarando problemas sem
interesse pratico para atestar o poder do método.

Sem éste orgulho do trabalho humano, como o
possufam Van Cetilett, Van Rome», Kepler, Napier,
Briggs ou Vlact], jamais teriamos a pratica inven-
cdo dos logaritmos.

E, uma vez os logaritmos inventados, éles con-
duziram a uma teoria dos limites, das exponen-
ciais, dos indivisiveis, que vieram a ser os preli-
minares essenciais da criacdo da anéalise.

Nesta interacgcdo da teoria e da préatica, entre a
necessidade social de obter resultados e o amor
da ciéncia pela ciéncia, entre o trabalho no papel
e o trabalho nos navios e nos campos, observa-
mos um exemplo da dialéctica da realidade.

PRINCIPIOS

por EMILE BOREL (do Prefacio do «Traité du Calcul des Probabilités et ses Applications»)

Uma exposi¢cdo de conjunto dum ramo da cién-
ciéncia deve preceder e ndo seguir o estudo filo-
s6fico dos principios dessa ciéncia. O sabio é como
o homem de acgdo; éste age como se o mundo
exterior existisse e aquéle como se os principios
da ciéncia fossem legitimos; uma vez as conquis-
tas realizadas ha sempre um economista, um his-
toriador ou um mefafisico para justifica-las. Em
todo o caso, o sdbio estd seguro de ndo ter trans-
gredido, no seu amor pela acc¢édo, as leis da moral,
mesmo se infrigiu as leis da ld6gica.

Mas, a critica a priori é estéril tanto quanto a
critica a posteriori pode ser fecunda. Quando uma
ciéncia provou a sua vitalidade pelos seus resul-
tados, vale a pena voltar atraz e submeter a um
exame escrupuloso os principios que se admitiram
sem discussdo. Com efeito, asseguramo-nos entédo
de que éste exame ndo pode desviar-nos a ponto
de fazer-nos renunciar as consequéncias positivas
e préaticas que permanecem adquiridas em qual-
guer caso; qualquer que seja a opinido dos fisicos
ou dos metafisicos sobre a realidade dos fluidos
eléctricos, a electrificagdo das nossas linhas de

SOBRE

caminhos de ferro ndo serd retardada dum dia ;
analogamente, as discussdes filos6ficas s6bre as
probabilidades ndo poderdo actuar so6bre os cal-
culos dos actuarios. Por outro lado, ndo é possivel
esquecer o exemplo famoso da geometria néo
euclideana: as investigacfes de Bolyai, de Loba-
tchevsky, de Riemann sobre os principios da
Geometria, permitiram a Poincaré a descoberta
das funcgdes fuchsianas e forneceram a Einstein
o suporte matematico indispensavel a teoria da
relatividade. Analogamente, o estudo abstracto
dos principios da aritmética ndo deixou de influir
no desenvolvimento da teoria dos nimeros trans-
finitos, teoria que facilitou o progresso da teoria
dos conjuntos e da teoria das func¢des. Nestes
varios casos o estudo dos principios duma cién-
cia teve como consequéncia a criagdo de novas
ciéncias ou, pelo menos, o de novos capitulos nas
ciéncias conexas; éste estudo, portanto, justifi-
ca-se aos olhos do préprio sabio, independente-
mente da contribui¢cdo que possa trazer para
a teoria do conhecimento que interessa ao
filésofo.

ENSINDO

por FEDERIGO ENRIQUES (de <Le Matematiche nella storia e nella cultura»)

A formacdo de professores de matematicas a al-
tura dos seus deveres didacticos requere, em geral,
que a ciéncia lhes seja ensinada, ndo s6 do ponto de
vista estatico, mas também no seu devir. E, por

isso, que o estudioso aprenda, atravez da histéria, a
reflectir sdbre a génese das ideias e, por outro lado,
participe no interesse pela investigacdao.

Despertar o interesse dos futuros professores pela
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investigacdo cientifica e manté-lo vivo nestes é tanto
mais dificil quanto é certo que os problemas de ma-
tematicas superiores parecem, a primeira vista, intei-
ramente afastados do campo dos elementos, no qual
terd lugar a actividade do professor da escola média.

GAZETA DE MATEMATICA

Convém, portanto, mostrar a contribuicdo significa-
tiva que as matematicas superiores ddo, em muitos
sentidos, a compreensdo dos conceitos e a resolucédo
dos problemas elementares.

Tradugées de A. SA DA COSTA

PONTOS DO EXAME DE ADMISSAO AO ESTAGIO DO 8.° GRUPO
NO LICEU NORMAL DE LISBOA

Ano lectivo de 1940-1941

Provas  escritas: Algebra e geometria analitica

Ponto n.°1—a) —Determine m de modo que
as rafzes do trinémio (m +3) xX—(m +1) x—(m-fl)
sejam inferioresa 1.

b)— Determine analiticamente o lugar geomé-
trico dos pontos de onde se vé um segmento de
recta sob um angulo constante em grandeza.

Ponto n.°4—a) —O trinémio mxt+px+q toma
para e x=2 respectivamente os valores
2 e 1. Indique a que condicbdes deve satisfazer o
parametro m para que sejam reais as raizes do
trinémio dado.

b) — Determine analiticamente o lugar geomé-
trico dos pés das perpendiculares baixadas de
um ponto fixo O sdbre as rectas que passam por
outro ponto fixo A
sintética

Trigonometria e geometria

a) — Determine uma relacdo entre as distancias
m, n ep dos vértices dum tridngulo rectangulo
ao centro da circunferéncia inscrita.

b) — Considere uma superficie esférica de raio r
e um ponto S da superficie esférica de raio
(r +h) concéntrica com a anterior e uma superfi-
cie cénica de vértice S circunscrita a primeira
superficie esférica. Determine a expressdo da
adrea total da superficie do cone de altura h limi-
tado pela superficie cénica referida e pelo plano
tangente a primeira superficie esférica.

Historia das matematicas

Ponto n.° 1— Histéria e importancia da des-

coberta da lei da atraccdo universal.
Fisica e Quimica

Ponto n.°2— O péndulo e suas aplicacdes.

de matematicas (ponto  com

24 horas de

superiores
antecedéncia)

Prova  oral

Ponto n.°1—Eliminacgédo ; reducdo das cénicas
de centro.

Ponto n.° 2 — Méaximos e minimos ; centros das
quadricas.

Ponto n.° 3 —Indeterminacdes; calculo de vo-
lumes.

Ponto n.°\ — Derivadas e diferenciais; curva-
tura, evoluta.

Ponto n.°5 —Polinémios inteiros; focos e direc-
trizes das cénicas.

Ponto n.° 6 — Sistemas de equacdes lineares ;
geratrizes rectilineas das qudadricas.

Ponto n.° 8 — Séries ; classificagcdo das quadri-
cas e estudo da sua forma.

Pontos das provas escritas de mateméaticas elementares
dos exames do ano lectivo de 1941-1942.

Algebra e geometria analitica

a) — Determine o parametro m de modo que as
rafzes da equacdo (m—1) x~—(im—6) x+ m+ =0
estejam compreendidos entre 3 e —2.

b) — Determine o lugar geométrico dos centros
das cénicas da familia cuja equacdo é:

(l.r- 3y)(y- 3 +mWx—3) {iy - 3x)=0.
sintética

Trigonometria e geometria

a) — Calcule a hipotenusa de um triangulo rec-
tangulo conhecendo um cateto ¢ e o angulo a.
formado pela hipotenusa com a mediana relativa
a ésse cateto. Determine as condicdes de possibi-
lidade do problema.

b) — Considere um tetraedro regular [ABCD]
de aresta a ; marque sdbre as arestas AC, AD ,
BC e BD respectivamente o0s comprimentos
AM , Alv, BP e BQ tais que AM=A-~N =BP =
= BQ =c sendo 0<”c< a.

1) Sabendo que as arestas opostas dum tetrae-
dro sdo perpendiculares demonstre que o qua-
drilatero [MNQP] é um rectangulo e calcule os
seus lados em func¢cdo de c e de a .

2) Determine em funcgdo de a e de c a area da
superficie lateral do tronco de prisma triangular
[A MN BP Q]
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Ponto n.° 5

1013 — Resolver a inequagdo (x +2) > JK'—26 .
R : A inequacgdo proposta & equivalente a 3x° + 6x +
+ 17 >0, inequagdo que & verificada para qual-
quer valor X pois as raises do trinémio do  pri-
meiro  membro séo complexos.

1014 — Qual é o numero méaximo de pontos
em que se podem interseptar n rectas?
R: Qj=n(n-1)/2.

1015— Fazer a classificagcdo das funcdes. Apli-

car a fungdo jy=2r + v/i2 :{x —1). R : A fungdo ]

algébrica racional fraccionaria.

1016 — Calcular com a aproximagdo de 1' os
valores de a que satisfazem a equacdo sen i=
= cos- p(sen 2.B)" para (3=54°45'. R: log sen a=
=2 log cos 54° 45 + — log sen 70° 30'= 2x1,70129+

1
+ — X I1,97435= 1,50975 donde «=n. 180°+(-1)"x
a

X[18° 52'].

1017 — O angulo de duas tangentes tiradas de
um ponto a uma circunferéncia é igual a 45° 13'
e a distancia daquéle ponto ao centro desta é de
31,42 metros. Determinar o comprimento dos dois
arcos em que ¢ dividida a circunferéncia pelos

pontos de tangéncia. R : O raio da circunferéncia
sendo um cateto do triangulo rectangulo cuja hipo-
tenusa € a distancia do ponto ao centro da circun-
feréncia e 0 outro cateto 0 segmento de tangente
compreendido entre 0 ponto e a circunferéncia seré
45° 13"

r=31,42sen—-— logo log r = log 31,42 +

+ log sen 22° 36' 30" = 1,49721+1,58482 = 1,08203
donde r= 12,18 e o perimetro da circunferéncia é
entdo  2-irr= 76,49 . Como o outro angulo agudo do

triangulo rectangulo que mede 67° 23'30" e o an-
gulo ao centro do arco igual a metade de um  dos
arcos em que a circunferéncia ¢ dividida pelos pon-
tos de tangéncia, ésse arco terda o comprimento

134,78
X ir X 12,18 = 28"™,G1 e o outro arco serd por
180

isso igual a 76,49—28,61 = 47,88.

1018 — Construir um triangulo dada a base, a
altura e o angulo oposto aquela. Discutir as solu-
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¢Ges possiveis. R : Dado o segmento da base AB,
o vértice  oposto C estar& sobre uma paralela t a
AB que diste desta duma distancia igual a altura
dada. Por  outro lado, do Vértice C deve-se ver o
segmento AB sob o angulo dado, isto quere diser
que o ponto C deve estar sobre 0 segmento capas
do angulo dado.  Assim, conforme a recta t nao
cortar, for tangente ou cortar em dois pontos 5}
arco de circunferéncia a que pertence C, assim
haverd  zero, uma ou duas solucdes.

1019— Quantos produtos diferentes pode obter
com cinconUmeros primos entre si, ndo repetindo
em nenhum produto o mesmo factor ? Chegava a
mesma conclusdo se os numeros ndo fossem pri-

mos entre si ? R : O nimero de produtos diferen-

tes que se podem obter sdo ‘C,+°C4+ Cn+°C, =
2°—6=26. Se o0s numeros ndo fossem primos entre
si ndo se chegava a mesma concluséo, porque po-
deria  haver produtos com factores diferentes e que
ndo fossem diferentes.
Ponto n." 4

1020 — Determinar os valores de m que tornam
reais e do mesmo sinal as raizes da equacédo
mx + (M —1)x—3=0. R: Para que as raises sejam
reais € necessario e suficiente que (M —1)'+12m>0,
ou m-+10m+1>0, desigualdade que € verificada
para os valores x>—5 + 21/6 ou x<—5—2 v/6.
Por outro lado para que as raises sejam do mesmo
sinal  é necessario que —3/m < 0 ou seja m<[O0.
Logo os valores de x que satisfasem ao problema

sdo dados por —5+2v/6<*<0 e x <_—5 —2i/~6.

@ b cf
1021—Simplificar a expressédo
\Ja~ b-<' ¢"
R: a"* b-™ c*-"

1022 — Determinar as solugdes inteiras e posi-
tivas da equacdo oOx — 21jr—6=0. R: A equacéo
proposta & equivalente a 10x—7y = 2, equagdo que
admite a solucdo inteira XxX=—4, y= —6; as solu-
cbes inteiras da equagdo sdo entdo dadas  pelas ex-
pressdes =—4+7m e = —6 +10m, expressoes
que para os valores de m > 3/5 dao as solucdes
inteiras e positivas pedidas.

1023 — Os comprimentos do arco e do raio de

um segmento de circulo sdo respectivamente
iguais a 105,32 e 100,25 metros. Determinar a sua
O angulo ao  centro correspondente ao
medida como & obvio 360°x

drea. R :
arco dado tem por
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x 105,32 :(2-x 100,25) = 60°12'. A area do se-
I 05,32x100,25

gmento é entdo dada por A =

~100,25" sen 30°6' cos 30°6' = 5279,16 - 4351,67 -
= 927,49 n\2.

1024
cdo de 1', os valores de a que satisfazem a equa-
cdo tg a= seti2 p:i/4 cos p/2, para (3=125° 12'.

R: logtga = 21ogsen 125°12'+1/2 colog cos 62°36" +
colog2=2x1,91230+1/2x0,33705 +1,69897 = 1,69209

— Calcular por logaritmos até a aproxima-

donde a= 12°46"+ n .180° sendo n um inteiro
qualquer.
1025—Conhecendo o perimetro de um trian-

gulo e o valor dos angulos construir o tridngulo.

R : Constroi-se um  triangulo A'B'O semelhante
ao pedido ABC, pois se conhecem 0s angulos.
Como os lados do triangulo ABC sédo proporcio-
nais aos do triangulo A'B'C , basta decompor o]
segmento representativo do perimetro dado em
3 segmentos proporcionais aos lados do triangulo
A' B' C.

1026 — Determinar todos os factores do nu-
mero 280. R: Como 280=2°x5x 7, teremos como
divisores de 280 as parcelas  do desenvolvimento de
(1+2+4+8)(1+5)(1+7) ou sejam 0s nimeros

1,2,4,5, 7,8,10,14, 20, 28,35, 40, 56, 70,110 e 280 .
Solugdes dos n.° 1013 a 1026 de J. Paulo.

I. S. C. E. F.— 10 de Outubro de 1941

1027 — a) Defina as fungdes trigonométricas e
de as suas propriedades e aplicacfes mais im-
portantes.

b) Resolva o seguinte problema : determinar o
maior e o menor valor que pode tomar a diferenga
sen*e—co0s'O. R: f(8)*sen”e—co0s‘6 = sen’0 —cos-a =

= —co0s20. a) O maior valor de f(0) & 1 que cor-
responde a cos20=—1 ou O=kir+%2; b) O me-
nor valor de f(0) é —1 que se obtém quando for

cos 20—+1 ou 8=ki; (k inteiro qualquer).

1028 — Determinar p e q de modo que o poli-
néomio  xMpx +q seja divisivel por (r—1)-.
R: Efectuando a divisdo obtém-sc o resto R (x)”"
= (p+3)x+qg—2 que devera ser identicamente nulo;
portanto-p +3=0, g—2=0 ou p=—3, q=2.

1029 — Calcular * =i/ — . »/ — onde

Ve Ve
«=3,4724, A=1tg218°28"', c=(l,05)-*. R: A expres-
sdo proposta pode escrever-se: x=a'- .b~"-.¢c""
ou substituindo valores  x —(3,4724)"-.(tg38°28")~" -.
.(1,05,*"*. Aplicando logaritmos:
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f 1/2 log 3,4724 = 1/2 . 0,510628 =0,27031
logx=1 + 3,2 colog tg38°28'=3/2.0,09991 = 0,11987
1+83. 1og1,05=8/3.0,02119 = 0,05651

log x = 0,47669
X = 2,997 .

1030 — Calcular o volume dum tronco de cone
circunscrito a uma esfera conhecendo o raio r da
esfera e a aresta / do tronco. R : O volume dum
tronco de cone de revolugdo de altura h e raios das
1) V = ~- (R?+ R*+ R| R-).

bases Rj e R-, édadopor

No problema em questdo, a altura h do tronco de

cone & um diametro da esfera, logo h=2r. Como
se sabe, num trapézio circunscrito a uma circunfe-
réncia, a soma das bases é igual a soma dos lados
ndo paralelos, portanto R.+R,=1. Considerando
RJ > R2, a aplicagdo do Teorema de Pitagoras ao
triangulo de hipotenusa lede catetos (Ri—R,) e h,
conduz a (Ri—R,)*+h*=1*. Portanto: Rj-R, "™
—yV— ir, Rj+ R2=1, sistema que admite a solu-
j, 1+ /17 -4r I -1/--4r L

cao : Rj= — n , R2 = - Substi-
tuindo estes valores em 1) e simplificando vira
V = 2;3.7r(12-r2).

1031 — Das relagdes

x=rcos @sen B, y =rsen %sen (3, ,s=f-cos{3

tirar r, a, Bem funcgdo de x, y ,s. (Indicacdo:
comecar por quadrar e somar ordenadamente).
R : Quadrando e somando ordenadamente, vira

X'+y’+z°=r’ [(cos’a+ sen'a) sen’ B+ cos13] =r° ou

r=+ I/x'-+y*H-z" . Dividindo a segunda relagdo
pela primeira, obtém-se : tga=y/x ou a= arctgy/x.
z
Da j.® relagdo  dedus-se cos @B = — — ou
+ VX' + y-'+ z
3= are cos — - £ —
tyx'+y'+z’

1032 — Dividirdo numero 12 em trés partes pro-
porcionais a 12, 1/3, 1/4. R: Reduzindo as
fracgdes propostas ao menor  denominador comum,
tem-se 612, 4/12, 3 12. Dividir-se-4 portanto,
12 em partes directamente proporcionais aos  nume-
ros 6, 4, 3, isto é: 12/13 =x 6=y/4=z 3, donde

x=7213, y= 48,13 e 7.= 36/13 .

Solucdes dos n.” 1027 a 1052 de O. Morbey Rodrigues.

Contém pontos da prova de matematica dos exames de
aptiddo  de anos lectivos anteriores todos os nimeros da
*Gazeta de  Matematica».
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1033 — Mostrar que todo o polinémio f\x)=
=fcco * " +«] x™ i f-a,,-i x +a, se pode escrever
com a forma

I(*)= »0 -1 0+« -0 0
«1 -1 - 0 0
0 0+ . x —1

0 0+« «0 x

0 determinante segundo os ele-

R : Desenvolvendo

mentos  da primeira linha vem

f(x)= a X -1 0 00 + 1%1-1 0+ <0
0 X -1 + 00 X -1 « o
0 0 0+« «0X la, O 0+« «0 x

f(x)=ax"+A,_, .
Desenvolvendo

meira  linha  vem
Procedendo para

vem f(x)=a, x"+ Zi x"-' +

A,,_, segundo os elementos da pri-

f(x)=a, X"+ ai x"" + A,_..
A,_.,A,_,***A, como para

ha,_, x+ a,.

A

1034 — Calcular o raio do circulo de convergén-

el s e
n!
d'Alembert,

cia da série 1+ 5s -

R:  Aplicando 0 critério obtem-se
li 5"+'z"+'An-r-1)/ li 1
Im PR Iz I-m 00
5" z"In/ n+1

logo o raio de circulo de convergéncia é o0

1035 — Calcular Iim
»»00 f$

U ) (N 2) e (24).

R: E sabido que lim "t/u, =1lim —- Entédo
> 00 w0 U,
Hm — "t/(n+1I)(n + 2).- (2n) =
) 2)  (2m)
=lim
- i (n+ 2)(n+ 3) -+ (2n) (2n + 1) (2n4 2) n"
: (M4 1)+ (n+ 1) (n + 2) s (2n)
2n+1)(2n+2In" 4n"+'+ 6n"" + 2n"
.00 (n+1)"" .00 (n+ )"
6 2
4-1 + —
=1i m/ 1 n . n*
(1+ 23" tie L)
vV ")
1036 — Se a equacdxi,_/L(”~)j=0-de coeficientes

inteiros tem uma raiz inteira e se a e b designam
dois numeros inteiros quaisquer, mostrar que
um, pelo menos, dos numeros inteiros y"(«L
/(a + 1), e«f(a+b—1) ¢ divisivel por b_. R: De-
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preendesse do enunciado que a equacao f(x)=0 ¢é
algébrica de coeficientes inteiros e admite  uma raiz
inteira k. Entdo f(x)=(x—kjfj(x) onde f, (x) ¢
um polinémio inteiro  em x de coeficientes inteiros.
Facamos nesta igualdade, X=a, a—1, ees(a+ b —1),

vem f(a)=(a-k)f,(a), f(a+tl)=.(a-k+I)f,(a+l), oo

f(a+ b—Il)=(a—k+ b-1)f,(a+ b—1). Dos ndmeros
inteiros consecutivos (@a—k) , ia--k) + 1 , eee (a—k) +
-rb—1, cm ndmeros de jb |, um deles é divisivel
por b. Logo,dos ndmeros f(a), f(a+ 1), eeef (a-j-b—1)
um pelo menos é divisivel por b.

1037 — A que condicdes deve obedecer o ponto
varidvel (a, 3) para que acénica («—1)*"+ 2p.ry —

uma
para-

—(a+ I)"2 + 2»jf+ 2Pjyv—(a+ 1)=0 represente
pardbola. R: A equacdo dada representa uma

bola se 3-+ (a+l)(a—1)=0 ou a'+ps—1. Por o«-
/ras palavras, a conica serdA uma parabola se no
plano O”™p o ponto (a , p) pertence a circunferéncia
de centro na origem e de raio igual a unidade,
serda uma elipse se o ponto (a, pi é interior a cir-
cunferéncia e serd uma hipérbole se oponto é exte-

rior a mesma circunferéncia.

Qualquer que seja o género da conica esta  serd
degenerescente se se anular 0 invariante clbico, ou,
0 que & o mesmo, se o ponto (»., p) pertence a curva
de  equacéo

-1 P o>, = 0 —* 2a’'+ 2p2a+ 2a’ + 2p2—

p —a—1 p -a-1 =0

a P —a—1
que €& a recta a+ 1=0 se se trata duma parabola.

1038 — Mostrar que as medianas de um trian-
gulo sdo concorrentes. Encontrar o seu ponto de

encontro. R : Seja o triangulo ABC . Escolhamos
para sistema  de referéncia aquéle que ¢é constituido
por dois eixos  ortogonais, contendo 0 eixo Xxx' o0
lado AB e pertencendo 0 \Vértice C ao eixo yy'.

Sejam a e b as abscissas de A e B eseja ca or
denada de C . Entdo, as equacbes das medianas sao
2cx + (a+b)y =(a+b)c, cX + (2a—b)y = ac
cx-|-(2b—a) y = bc . Elas serdo  concorrentes se 0
sistema formado por estas  equacgOes for compa-
tivel ou, o que é o mesmo, se for nulo o caracteristico

8c a+hb (a+ b)c = 0.

c 2a—b ac

c 2b-a bc
Esta  condi¢do é verificada, visto que a primeira
linha do determinante € a soma das duas Gltimas.
O ponto  de encontro, cujas  coordenadas se  obtém

pela resolucdo  do sistema, e (b—a)/3, c/3.
Solucdes dos n.” 1035 a 1038 de A. S& da Costa.



F. C.L.— ALGEBRA SUPERIOR — Exames finais, 1941
— Alguns pontos.

1039 — Determine as equacles da recta que
passa pelo ponto P(0,2, —1) e pelo ponto do
plano « em que é .v=2,jy=1. Calcule o angulo
que tal recta faz com o plano i. r = plano diame-
tral da quéadrica x"-~4y-—3¢' + 3xy+4:X3-12ys +
+ 3x—y +22—6 =0 conjugado com Os.

1040 —Escreva aequacdo da cdnica 2j/*—<txy+
+ 5% —2x-\-2y—1=0 referida aos seus eixos e de-
termine as coordenadas dos seus focos.

R: =1, F(xv/15/2,0).
~9~ 3/2
1041 —Deduza a equacdo do piano radical das
esferas -1i,2, e verifiqueque a recta dos centros
¢ perpendicular a ésse plano. -| é a esfera que
passa pelos pontos (0,1,0) (—1,0,2), tal que a
origem tem poténcia 3 em relagdo a -ie cujo

centro pertence ao plano .r=2y . A equacdo de 2,
& .ri+jy’+.s-+4..r+2_y-2s-9= 0.
R: 77=6x-(-3y-z-6=0.

1042 — Escreva na forma cané6nica a equacéo
da pardbola y—2xy + x*—by~ 7v+3=0, e veri-
fiqgue que, referida a éste sistema de eixos, o dia-
metro conjugado de Oy ¢é o eixo Os.

R: y*-3/2.«.

1043 — As rectas *=0, y=0, 2x— y~8=0,
.r+2jy—16=0 formam um quadrildtero inscripti-
vel. Calcule as coordenadas do centro e o raio da
circunferéncia circunscrita.

R: 2=x'+y’-4x-8y=0, C(2,4), r=v/i0.
1044 — Deduza a equacdo do plano de feixe de
Ix=s , .
sede em r) . ,, que corta a esfera ;r'+jy +
| y—o

-)-4f2—4*+2~—11=0 segundo uma circunferéncia

BYNEES

de raio 3. R: x- z+ )(y- 3)- 0_» X-°

1045 — Determine as equacOes das tangentes
tiradas do ponto (7 ,1) para a circunferéncia que
passa pelo ponto (1,2) e formacom 2= X+y—
—ox+y —2=0 um sistema do eixoradical c¢c=3x—
_y_3=0. R: 2i=x*+y*'=5, ti=x—2y—5-0,
t,=2x-11y-3=0.

Nota — O problema do tragado de tangentes a

uma circunferéncia por um ponto exterior a esta
resolve-se facilmente considerando que uma tal
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tangente deverad passar por ésse ponto e a uma
distdncia do centro da circunferéncia igual ao
seu raio.

Solucdes dos n.” 1039 a 104f) e nota do n.° 1045 de J. Pais
Morais.

Contém pontos de exames finais de Algebra
0s seguintes nimeros da ~Gazeta de Matematica*

Superior,
tdeT.

F.C. L.— MATEMATICAS GERAIS — 2.°
frequéncia, 2 de Junho de 1942.

exame de

y. 1046 — Dada a funcdo y=x-. I(x)+\, repre-
sentd-la graficamente no intervalo (0,3); indicar
o contra-dominio correspondente, o0s pontos de
descontinuidade e os pontos em que ndo admite

derivada ; escrever a equacdo da tangente no
ponto .r=3/2. R: Tem-se para O0<x<|l—>ey =1,
i< x<: ey =x"+1, e 2<x<3”"ry=2x"+1,
O gréfico pedido  redits-se pois a um segmento de
recta e a 2 arcos de parébola. O contradominio é
definido por y=1, 2<y<5e9<y <28. Sédo
pontos de descontinuidade 0os de abscissa inteira.
Nestes  a Juncgdo y ndo admite  derivadas, podendo
porém definir-se uma semi-derivada a esquerda e
a direita.

Para x-3/2 é y=1(3/2).(3/2)*+1=9/4+ 1= 13/4

e y',..=2.3/2+ 1= 4; a tangente tem pois por  equa-

equacgéo Y-13/4= 4(X—3/2) .

1047 — Estudar a série de térmo geral
u, = e e no caso da convergéncia determi-
" 3«3+ | '

nar um limite superior do érro cometido tomando
para valor aproximado da soma da série a soma
dos 10 primeiros térmos da série. R: Tem-se

2n 2 1
u,, = < — o
3n3+ | 3 n°

e a série dada

e portanto con-

2 1
— e

3 n’
limite
série

termos

ver gente. Para a série de térmo geral
da dada. é facil estabelecer um
do resto, limite portanto do resto da

Com ejeito  tomando 0s 9 primeiros
de Derichlet

majorante
superior
dada.

série

duma convergente zl

T n«t»
1 1
limite  superior é — r-« No nosso caso i

q= 10
1048 — Determinar a equacdo da superficie de

revolucdo gerada pela rotagdo em tdérno do eixo
das ordenadas da curva de equacdes: (jy—1)'+

+ (s—3)—4 =0, x=0. Escrever as equacdes dos
paralelos de menor raio e de maior ordenada.
R : A superficie pedida e um toro. A equacéo
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obtém-se pela  substituicdo na equacdo da geratris

(situada no plano x=0j de z por j/x*+ z'; vem

(y._ i+ (il ,*.z*-3)"-4- 0, OM (X' + y* + z°-

—2y-f-6)'—4 (x*-}-z")=0 . O paralelo de menor raio
éo gerado pelo ponto (0,1,1) e tem por equacdes,
por exemplo, y=1, x*+z*=1; o de maior ordenada
¢ o gerado  pelo ponto (0,3,3) e tem por equagdes:

y=3, x*+z°= 9.

Solugdes dos n.” 1046 a 148 de Manuel Zaluar.

I. S. AL — 2.° Exame de frequéncia, 28-5-1942

1049 — Determine, pelo método de resolucédo
das equagdes numéricas as raizes da equacédo
2X—.i;y + 2.r—1=0. R: Sdo os seguintes, 0s resul-
tados da  resolugdo numérica da equagdo dada.
A equagédo ndo tem raises inteiras porque os  divi-
sores do termo independente +1 néo satisfazem
a equacao proposta. A transformada da equacao
em y-=2x é y'—y'+4y—4 =10, cujo termo inde-
pendente admite como  divisores +1, + 2, +4.
Destes s6 podera ser raiz da transformada +1
visto que um limite  superior das raises positivas
€ 2 (método de Bret) e a equagdo  transformada em
z=—y €6 z°+ 7'+ 4z + 4=0, cujo primeiro membro
ndo tem variacGes. O divisor +1 e de facto rais.
A equagédo y'—y*-f-4y —4=0 desembaracada da
raiz  +1 redus-se a y'+4=0 cujas raises sdo + 2i.

Por tanto,as raises da equagdo proposta sdao 1/2, +i.

1050 — a) Defina coordenadas cartezianas rec-
tangulares e coordenadas esféricas de um ponto
no espago. Indique quais sdo os lugares geomé-
tricos das equacdes que se obtém igualando a zero
cada uma das seis coordenadas indicadas, bi De-
termine, pela aplicacdo do Teorema de Rouché,

as posicdes relativas dos trés planos X—2y+37—

—1=0, 2jr+3=0, 4.r-42+37-2=0. R: O sis-
tema de equagOes lineares, constituido pelas equa-
coes dos trés planos, é compativel e indeterminado
de grau 1, visto que a matris dos coeficientes e a
dos  coeficientes e dos  térmos independentes tém
ambas caracteristica 2. Portanto, 0s trés planos
formam feixe.

1051 —Determine a equacdo do plano que passa

pelo ponto P (1,2,0) e é paralelo as rectas de

i x=s+1 I .v-2.54-1=0 .
equacdes t | R. Seja

\'y =35 \'y +s-3 =0. !
Ax + By + Cz+ D=0 a equagdo do plano. A intro-
ducdo das condicdes contidas tio enunciado condus
ao sistema de equacdes lineares e homogéneas em
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Ax+By+Cz+ D=0
A+2B+D=0

A, B, C, D o qual admi-
A+3B4-c=0
2A-B +C=)
tira solugdes ndo nulas se for y z 1 ()
1 2 0 1
1 ! 1 0
2 - 1 0
ou 4x-i-y —7z+ 6=0. E esta a equagdo do plano.
1052 — Figure os tragos dum plano - obliquo

em relagdo aos dois planos de projeccdo e as pro-
jecgdes duma recta r também obliqgua em relacgéo
aos mesmos planos de projeccdo. Determine gra-
ficamente o dngulo o de r com TI.

Contém pontos de segundos exames de frequéncia de
Matematicas Gerais e Algebra Superior  0s seguintes
nameros da «Gazeta de Matematica» 12, 6¢e 10

I.S. C.E. F. Exame final, 17-7-1941

1053 — Fazer o estudo e o tracado da curva de
equacdo y° —sen 2.r=0. Verificar que as funcgdes
definidas por esta equacdo satisfazem a relacédo
y (xy'+y " )+3yy" =0. R: A curva ¢é simétrica
em relacdo ao eixo xx', porque y =+ \tsen 2x .
A curva nd tem pontos cujas  abscissas pertencam
aos intervalos abertos [kir, (2k + 1) w/2] onde k ¢é
tim  ndmero inteiro positivo ou negativo. Também
ndo tem pontos cujas  ordenadas pertencam a qual-
quer dos intervalos abertos (—o0,—1) e (l,00).
Qualquer das fungdes definidas por y=+Il/sen2x
é periodica de periodo it. Em virtude da simetria
e da periodicidade, 0 estudo e o tragado redusem-se
ao  estudo e ao tracado da curva de equagéo
y=+1/sen x para 0<x<-/2. Por serem

. sen‘2x + |
y'= cos 2x/y sen 2x , y" (sen 2x)""

cos2x (3—sen'2x)

, (sen 2x)*- 0 ponto (T:/4,1) & de
maximo para y , que @& crescente no intervalo
(0,17/4} e decrescente no intervalo (iri ,772) e a
concavidade da curva estd voltada no sentido dos
yy negativos no intervalo (0,ir/2).

1054 — Estudar no ponto x—I, a derivada da
funcdo y (x) assim definida: v(l) =0, para
x =j=I-* y = (x=N/(l +e“"""). R: A fungdo e con-
tinua no ponto x = | porque y (1)= 0 por definicdo
e limy(x)=—0 limy(x) =+0. A derivada de

If-* -0 x->H-u
y (x) para x il é y Ix) —x—1/(1 + e"*") e
limy'(x)=0, limy'(x)=1. Logo o ponto x =1
3T-M—0 r-vi+0
¢ de descontinuidade finita de i." espécie para a
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derivada y' (x) e ser& um ponto anguloso para a
curva de equagdo y =y (x). Equagles das tangentes
no ponto x=1l:y=0 ey=x—1.

1055 —Determinar com um erro inferiora 1/10
as raizes da equacdo P ()= .r'+3.v—11=0.
R : A equagdo  proposta ndo admite  raises inteiras
porque dos trés  numeros P(—1), P(0), P (1)
nenhum é divisivel por 3. N&o admite raizes racio-
nais fraccionarias porque o coeficiente de x* & igual
a unidade. Da aplicagéo do Teorema de Descartes
decorre a afirmacéo de giLe a equacdo proposta
admite uma raiz real positiva e outra real nega-
tiva. O, limite superior das raizes positivas é 3
e o inferior das raizes negativas é —3. Para
x= —3,—2,—1,0, 1,2, 3, P (x) toma valores cujos
sinais  sdo, respectivamente, - h+. Logo
as raizes reais  pertencem aos intervalos (—3,-2)
e il,2). O estudo dos sinais dos valores que P (x)
toma para x=-3,; -2,9; -2,8; -2,7; -2,6;
-2,5;, -2,4; -2,3,;, -2,2;, -2,1,;,-2 e para
x=1;1,1;1,2; 1,3; 1,4;1,5;1,6; 1,7;1,8;
1, 9; 2 mostra que aquelas raizes  pertencem aos
intervalos (—2,1; —2)e (1,5; 1,6). Os extremos
destes intervalos sdo valores aproximados, por
defeito € por excesso, das raizes reais da  equagdo
proposta, nas condigBes do enunciado.

I. S. T.— Exame final

1056 — Sendo x .y ."l/le=1, calcular os verda-
deiros valores de jy.para .t= -}-0 e —0 .
R: Tem-se y = I/x.*v/e, Portanto l1imy =

11X - 11X

= 1im im e anr Um~» =20
1imy=—Ilim = —"".

1057 — Tragar a c6nica 11x* -r84 xy —2iy- = 156
e calcular a sua excentricidade.

ax-11
1058 — Mostrar que a funcéo y = —
x+a—12

é sempre crescente, ou decrescente ou constante.
Determinar os valores de a correspondentes a cada

a‘-12a+ 11
um désses trés casos. R: Tem-se y = ——

(x+ a-12)*
Portanto, o sinal da derivada depende s6 do  nume-
rador. A discussdo do trinémio a'—12a—11, cujas
raizes sdo 1 e 11, mostra que a derivada é nula
para a=1,11, & positiva para a< 1 ou a> 1lle

negativa para l<a < 11. Logo a funcéo é cres-
cente se a< 1 ou a> 11, é decrescente se 1< a< 11
e é constante se a=1,11.
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1059 — Seja uma recta r e dois pontos P e Q
que se projectam sdbre r em P' e O' respecti-
vamente. Seja P~Q'==c, P~P<=a, QQ<=i. Cal-
cular o limite de AfP—MQ quando M, colocado

em r, se afasta ao infinito num sentido ou noutro.
1060— Sendo y uma funcdo de x definida
pela equacdo x''+y"'"=1, mostrar que ¢é y"' =

=1/3x*, y' '*“sendo y
ordem a x.

a 2.»derivada dey em

1061— Dados os dois planos ax + "y+-js=0 e
(ey—P)*+(*-7)y4-(ct—7p)*+4a—8P—2f->0, deter-
minar os coeficientes v., S, -- de modo que estes
planos sejam paralelos. Achar-se-do trés solucdes,
os planos correspondentes, dois a dois paralelos
formam um paralelipipedo. Achar o volume deste
paralelipipedo. R: Os dois planos serdo paralelos se

a (*+ xe—y =0
a o] 1
= = s= = X donde {Xa—B—X7 =0
a , a—18B ) ’ '
[ * 1 (Xa-7XB—j=0
sistema homogéneo que admitira solucdes néo
nulas  se
1 X - X1=0 ou 6). »—7X*+1=0
x -1 -x
X —7x —11 donde X=—1/3,12,1.
Para cada um dos valores do parametro X 0 Sis-
tema  fornece, por exemplo,
«=1,3,1 8=—2,—1,0 7=-5, 5,1
e as equacdes dos trés pares de planos paralelos séo
X —2y —5z=10 3x —y + 5z=0 X+ z=0
X —2y—5z=10 3x-y+5z=—15 x+z=—2.
Os  pontos (0,0,0), (-15/13,-45/13,15/13),
(25/13 ,10/183 ,-25/13) , (-15/13 ,-20/13 ,-11/13)
sd0  0s vértices do paralelipipedo pertencentes a
trés  arestas concorrentes em (0,0,0). Entdo o
\plume (do pagalelipipedo 1 €
-1 —3 1 13/15 \12) 13 338x15°’
5 2 _5 13/15 133

-15 -20 -11 13

1062 - Calcular as raizes racionais da equacdo
3#*—5** —[|#»«r2772-207-10=0. R: A equacéo
admite uma Unica raiz racional —1/3. Das restan-
tes raizes, uma € irracional negativa e as outras
trés ou sdo irracionais positivas ou duas sdo com-
plexas e uma irracional positiva.

Contém pontos de exames finais de Algebra Superior,
0s seguintes numeros da "Gazeta de Matematica»: 4e 7.

I. S. T.— 2.°* exames de frequéncia — Alguns pontos

1063 — Achar a equagao da esfera que é tan-
gente ao plano xOy no ponto (2,4,0) e passa
pelo ponto P(0,0,4). R: A equacdo geral das
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esferas  tangentes ao plano xOy no ponto (2,4,0)
i (x—2)'+(y—4)-+(z—r)-'=r" onde i é o0 raio. Se
a esfera passa pelo ponto P (0,0,1) , 05 coorde-
nadas de P satisfardo a sua equagdo, isto e,
4 -j-16-f- (4 —r)*=7r donde r=9/2 e a equacdo da es-
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com « ric/a dada, isto é:
X= 2
| (x-9 22+ (y-322=252 Jy=4 \y 1

geométricos de

1065 — Desenhar os lugares

fera & (x-2)i+(y-4)*+(z-9/2)*=81/4. equagbes a) (M2 + jy)2=4 b) .v'—v'—0.

1064 — Dado o ponto A (2,4) earectay =x— 3 R: a) A equagdo (X' + y2)2 = 4 desdobra-se em  duas
determinar sObre esta recta dois pontos B e C das quais € o produto X' -ry'=2 e X 4y =—2
tais que o tridngulo ABC seja rectangulo em A A primeira representa uma circunferéncia de  centro
e isosceles. Fazer arepresentacdo grafica. R: De- nf’l ?rigem ede raio V2 ; a. segunda uma . circuitfe—
terminemos a interseccdo da recta y=x—3 com a rencla de ~centro na origem ~e de raio 172i .
perpendicular baixada de A sdbre ela : b) A equacdo  x’'—y’=0 decompde-se em duas

3 i x= 92 Xx—y =0, x '+ xy+y2=0. A primeira representa a
1 y-4==2-X | y=32 . bissectriz dos quadrantes impares ; a segunda é
Calculemos a distancia do ponto A arecta y=x—3: uma conica género  elipse que degenera nas rectas
2.4-31 5 conjugadas 2x -t-(1+ V3i) y=0 .
— , _ Contém pontos de segundos exames de frequéncia de
yI'iTi |78 Algebra  Superior 0s seguintes nimeros da tGaeeta  de
Os pontos B e C ido as interseccdes da circunfe- Matematlga 26el0 i
o L Solugdes dos n." 1049 a 1065 de A. S4 da Costa.
réncia de centro em (9 2,3/2) eraio igual a 5/\/2,
CALCULO INFINITESIMAL-ANALISE SUPERIOR
F. C. P. — CALCULO — Exame final, Junho de 1941 ay
. o = 321 cos 21 ou -jnjf-+ 4y = 32t = IGt (e*" 4-e""").
1066 — Determinar as curvaturas principais das N
N . oo Integral geral da equagdo sem  2.* membro
seccOes normais da superficie xy'-\-y'+z—3y + - . .
+1=0 no ponto (0,1,1). y = C[sen 2t+ C, cos 2t . Integrais particulares
x (- 22+t o+
1067 — Integrar a equacgédo (D + 2i) + 4
(o X*+ 4.t:2-] x (x'-1)
X(xi-1)> ~ (*2+i)2.rctg.v ' y2 - Integral geral

1068 — A linha (/) é representada pelas equa-

x =2 (%) )
coes em que a e o angulo que a tan-

gente em M faz com ox. Escrever as expres-
sbes das coordenadas X e Y de um ponto P do
plano situado sdbre a normal em M auma distan-
cia MP =a em que a é uma constante. Relacionar
a diferencial dS do arco de curva (L), lugar dos
pontos P, com ds ; por integracdo relacionar

os arcos PP (P, ponto de (Z.) s6bbre ox) e OM

supondo ao= — ; e calcular o comprimento do
arco PfsP  em fun¢do de 2 supondo que (/) é a
cicloide : x=r (t —sen t), jy=r (l—cos t).

F. C. P. — CALCULO — 2.° exame de frequéncia, Maio
de 1941

Ponto n.° 2
1069 — Integrar a equagdo: xy' +xy' +iy =
= 32cos (2log r).log x. R: fazendo a mudanca
d? y
de variavel independente X =e vem. 4- Iy =

y=C,sen2t+C,cos2t+4t2sen2t+ 2tcos2t--sen2t.

Integral  geral da equacdo dada :y= Cjsen 2(log x) +
+ C,cos 2(logx)+ 4(logx)2sen 2(logx) +

+ 2 (log x) cos 2 (log x) ——sen 2 (log x) .
leul 'dx dy . .
1070— Calcular JJ Xy O dominio D si-
tuado no 1.° quadrante é limitado pelas linhas
X*+y*=|; X +y =1; y=x ey = t/3x. R: Cal
culemos o integral em coordenadas polares
/'," 2pdpd3 da
TT4 1
1071 — Determinar as curvaturas principais da
superficie 2xy + x—y+log(z+i)=0, no ponto
(0,0,0). R : Calculo de p,q,r,s,t.
2y OxX* . p 1= 0 p=o0
z+ 1

2x _ 32+ q q=0,
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P* r pa
6x - (Z+1]* i+ — =0,
z+1
-6y + + = 0. M> /[>o0«/0 (0,0,0)
(z+1)" " z+ |
temos: r=0, s=—2, t=0. Equacdo de condigdo
sm* + (r-t)ym-s =0, —2m'+2=0.--m=+1-¢-
r+2sm+tm’ —4m
c, = Ct=-2, C,=2.
[+ m* 1+ m’
1072 — Determinar a equacdo cartesiana dali-

nha (L) tal que a distdncia de M ao centro da
curvatura Ci da evoluta seja igual ao quadrado
do raio da curvatura de (Z.) em M.

As constantes de integracdo devem conside-
: CjM= R-.

em M, tem-se

rar-se nulas. R : Equagédo de condicéo

Sendo C o centro de curvatura

MECANICA RACIONAL— FISICA

F. C.L.—MECANICA —2° exame de frequéncia, 1-11-1941

1073 — Um ponto material, de massa unidade,
estd submetido a accdo da forga: F=:v(ei+ e,).
Determinar o seu movimento nas seguintes con-

dicbes iniciais: P,(0,0) v,=2ei+ 2e,. Deter-
minar o trabalho efectuado pelo campo, quando
o ponto se desloca desde Po (0,0) a Pi (3,3)
no seu movimento. R :
1) x"=x, y"=x.
E entio : y"=x"; logo
2) y=x + Clt + C,.
Da i equagdo 1) vem
3) x"-x =0
eguacdo  diferencial linear  de coeficientes constan-
tes, cujo integral geral é x=C,e'+ Cde~" e aten-
dendo a 2) y=C,e'+ Cd4e*+ Cit+ C,. Temos entéo:
} x=C,e'+ C,e-'
R | y=cer+ Ce-+C, t+ C,
e derivando
j x'=C,e' —C.,e~
5) Il y'~"-Cje'-Qe-"+Ci.
Como — condicOes iniciais — para t=0, é:
Xx=0 y=0 x'=2 y'=2 vem, introduzindo estes

valores em 4) e 5): 0=C,+Ci, 0=C,+C4+ C,,
2—Cj—C,, 2=C,—C,+C,, ou sea c,=1,
C,=—1, Cj=0 e Cj=0. O movimento do  ponto,
nas condicdes iniciais dadas, & x=e'—e' y= e'—e~'
e efectua-se ao longo da recta y=x, afastando-se
0 ponto indefinidamente para o lado direito desta.

O campo de forgas dado ndo deriva dum poten-

GAZETA DE MATEMATICA

/dR\2
C,M*=C,CVCM* ou R* '[T~) + Integrado
1
vem : arc sen — = a— 0, donde R = - .
R sen (a—8)
1 . ds
Para a=0 vem : R = - Mas R =
sen 6 d«

| dx = cos eds = R cos ede
) dy =sen 8ds = R sene de.

cos 8
*¢*° ~~send’”” j x=-logsen8
' dy=—de |l y=—6.
Lo”ro x=—logsen (-y) ou sen(—y)=e " ou
senyre""=0.
Solucdes dos numeros 1066 a 1072 de Jaime Riosde Sousa.
Contém pontos de exames finais de Calculo Infinitesi-
mal e de Andlise Superior 0s seguintes nimeros da«Ga-
zeta de Matematica» :4,7,8e 9.
MATEMATICA
iIx ov
ciai, visto que : — =£ Para  calcular o trabalho
oy (%

pedido temos entdo que integrar F .dP =X dx-t-Y dy

ao longo da trajectdria do ponto. Teremos
xdx +ydy ecomo y=x ao longo dessa
PoP\
3
trajectoria, tem-se: r=J 2xdx= 9.
o
1074 — Uma 4&rea plana e homogénea, é cons-

tituida por um quadrado de lado 20, encimado
por uma semi-elipse de semi-eixos a e b. Deter-
minar b de modo que o centro de gravidade da
drea considerada esteja sdobre o lado do quadrado

que é eixo da semi-elipse. R : O centro de gravi-
dade do quadrado encontra-se no centro  déste. Cal-
culemos  a posicdo do centro de gravidade da  semi-
-elipse. Para referir esta  posicdo, tomemos um
sistema de 2 eixos ortogonais com origem no  centro
da elipse, e dirigidos segundo 0s eixos  desta. As
coordenadas do centro de gravidade da semi-elipse,
\]\] y dx dy
serao 1=0 r= ;g onde
II dx dy
Ay*dxdy = drea da semi-elipse=irab/2 . Tem-se

jj ydxdy=j dx | ydy =Y iilJ (a’*-x*)dx =
—a o —a
2ab’ 2ab2/3 4 b
= e. portanto, r.= =
3 rrab/2 3 «
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Tomemos agora um sistema de eixos paralelos
aos  anteriores, mas cuja  origem se encontre no
centro do quadrado, e chamemos ; F afigura dada,

Fi ao quadrado I F> a semi-elipse.

Designemos ainda por A a area de F, e por
i, e r, respectivamente, a abcissa e ordenada
— relativas aos  novos eixos — de F.,. Temos
Al=4a* A,=T7ab;2 A=A, + A,=a(4a +irb/2) ~=0
4 b
¢,,=0 E,=0 vy, = — ha. De li=0 £,=0 con-
CALCULO DAS

F. C. P. — Exame final, 14-10-1941

1075 — Um ponto P é langcado ao acaso no qua-
drado OABC (10 cm de lado). Seja P(x,y) a
posicdo obtida, e a a 4area do quadrilatero trace-

jado, obtido unindo P com A e C.
a pode exprimir-se em funcédo de

X e y.

a) Indicar o dominio certo Na.

R : a) Manifestamente € o inter-
~*valo (0,100) .

b) Calcular a probabilidade de ser a< 20cm’ .
R: b) De a=5(x+y)< 20 resulta X+y< 4.
P terd& caido no triangulo limitado pelos eixos e
pela recta x+y=4, de aea 1/2.4.4=8cm’ ea
probabilidade sera p=0,08.

PROBLEMAS

A seccdo de problemas da «Gazeta de Matema-
tica» s6 pode ser uma seccdo realmente viva na
medida em que for feita pelos leitores. Por isso
se pede a todos os leitores que proponham pro-
blemas, (acompanhados ou ndo de solucdo), que
enviem solugdes dos problemas propostos, e so-
bretudo que digam com t6da a franqueza aquilo
que lhes agrada e aquilo que lhes ndo agrada.

A redaccdo receberda com tdéda a atengdo as
sugestdes que Ilhe forem feitas de alteragdes ou
ampliacdes.

Temos a certeza de que muito ha a esperar da
boa vontade dos leitores, mas o certo é que até
hoje, tendo a «Gazeta» centenas de leitores, ape-

nas meia duzia tem enviado problemas ou solu-
cbes. Na esperanca de que o seu exemplo seja
largamente seguido, publicamos aqui os seus

nomes (pedindo desculpa de qualquer involunta-
ria omissdo):
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clue-se que r,vira dado por: A«= A, r*j-A,«,, ou
I ™\ m™ /4 b
seja: ralda + —b 1= —abl— — +a)e Como
deve ser yi= a, tem-se
) * . 2 *
ia’ H ) a’ b =3 ab-f a- b ou b= av/6

Solucdes dos exercicios 1075 e 1074 de F. V. A. de Veiga
de Oliveira.

Contém pontos de segundos exames de frequéncia de
Mecénica Racional e Fisica Matematica o0s seguintes nu-
meros da iGaieta 4e Matematica»: 2,6 ¢ 10.

PROBABILIDADES

) M(«)=5M(x) +
M(x)= M(y)= 5

c) O valor médio M {a). R:
+ 5M(y) = 10M(x) = 50, pois
(T,=T>1/10).

d) A taxa T,. R :d) Podera calcular-se efec-
tuando  a mudanga de variaveis definida  pelas rela-
\x= X 1
coes t e Obtemos T*B=—— donde
la=5X +vy) 500
Ni:-
500 A taxa terd duas expressbes analiticas:
100—d

a
= se 0<d<50;| T, =

T . se 50'<a<100.
© 2500 : -

e) Verificar. R: e) Por exemplo: utiUsando T
efectuar ~ os calculos das alineas b) e c).
Observ. — A notagdo é a de Van Deuren.

Solucéo do n.° 1075 de M. Goncalves Miranda.

PROPOSTOS

Problemas — Um estudante de matematicas
(Porto); T. Ferreira Rato (Cabo Verde).

Solugdes — José Arandes ; Emidio de Oliveira ;
J. S. Faria de Abreu.
M. Alenquer
1076—Num rectangulo OAMB ¢ OA=a e
OB =b. Por M faz-se passar uma recta que corta

os prolongamentos de OA e OB, respectiva-
mente, em P e Q. Sendo a o angulo OPQ,
mostrar que §é:

P~Q={a'-""+b"fi’ quando for: tg' a=hja
1077 — Eliminar » entre as equacdes
x=3 cos tp+cos 3?
_y= 3sen o—sen 3a .
1078 — Eliminar x entre 4s equacdes

| senx~tgx=a
| sen x .tgx =b .
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1079—Dados quatro pontos A J3 ,C ,D de
um plano, tais que o quadriladtero que os tem por
vértices ndosejainscritivel (numa circunferéncia),
.tracar uma circunferéncia equidistante désses
quatro pontos.

1080 — Determinar a hipotenusa de um trian-
gulo rectangulo, conhecida a soma dos c”tectose o
comprimento da bissectriz do angulo recto.

1081 — Mostrar que 2'“°", escrito no sistema

decimal, termina em 76 .

1082 — Mostrar que 1000/, escrito no sistema
decimal, termina em 219 zeros.

1083 — Mostrar que 1000/ contém 1943 vezes o
factor 2.

Problemas n."" 1076 a 1083 propostos por A. A. Ferreira
de Macedo.

1084 —Um triangulo rectangulo tem lados cujas
medidas sédo inteiros sem factor comum. Substi-
tuindo cada algarismo por uma letra, essas medi-
das sdo SSWTVU, PTWTS, RRWWQ. Cal-
cule os lados e mostre que a solugdo é Unica.

(W. F.Cheney, American Mathematical Monthly.
Nov. 1937)

1085 — Mostre que a soma dos quadrados das
arestas dum tetraedro isosceles é igual a 4 vezes
0 quadrado do diametro da esfera circunscrita
(um tetraedro é isosceles se as faces sdo con-
gruentes).

J. Rosenbaum, Am. Math. Monthly, June-July 1937

1086 — Resolva a equagdo x~+ 7px*4-147° -v'-t-

Vergil Claudian, Am. Math. Monthly, Mar. 1937

1087 — Demonstrar que o plano

ys sX Xy
corta o cone r 1 1 i’
o—c c—a a—o

7

ratrizes que fazem o angulo — e« Mostrar que o0s

0
parametros directores dessas geratrizes sdo
a—bh, b—oc, a—bhb, b—c.

Aubert et Papelier, Ex. de Géom. Analytique, 11, p. 109
1088 — Sdo dadas 2 circunferéncias Ce O
Uma tangente varidvel a C encontra C em dois
pontos M e N. Lugar do centro da circunferéncia
passando por M ,N e pelo centro do circulo C.

Comberousse, 1,105

X+y-\-s=0

0 segundo 2 ge-

c—a e Cc—a,

1089 — O ortocentro dum triangulo circuns-
crito a uma parabola estd sobre a directriz.
Idem, I, 301
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1090 — Achar os maximos e minimos de

a = \UX- +y" + 3
Idem, 751
Problemas n.° 1084 a 1090 propostos por M. Alenquer.

Solugdes recebidas

883 — Seja P o perimetro constante dado ; fa-
zendo r o raio e a o0 comprimento do arco do
ra
sector, a area S & dada por S = ;. como

2r4-a, a= P —2r, substituindo em S vem

r(P-2r) Pr ds P
— = r*  donde = —-2r
2 dr 2
d- s R B
dr? —2; a  condigdo = 0 conduz a r
dr =S
que corresponde a um maximo, por ser ., < 0.
Vé-se  imediatamente da solucéo, que satisfaz ao
problema o sector de abertura igual a 2 radianos.
887 —Sejam a.’', 8", y o0s vectores unitarios de
OA , OB, OC . Tomemos um sistema cartesiano
ortogonal Ox' x*x* em que Ox'x- é o plano OAB
Ox' coincide com OA nesse sistema g {discrimi-
nante de forma  métrica  fundamental ds®) é igual
a 1. Seja agora um  sistema Ox'x*x' em que
>3 >Y ‘0o os vectores  unitarios fundamentais
i x"=x»
X' = x'cos i + X" sen - donde
X' = x'cos 8+ x"cos a.sen 74-x'sen a
v(x' 0) 1 0 0
$(X>,X2,X") cos7 sen-j 0

cos8 cosasen7 seno

2
rHx',x*,x")T
Lo(x"',x",x")J

por outro lado vc-se

sen’7.sen’o

que 0s g, sdo

g 1 cos 7 cos 8
cos 7 1 cos a donde
cos 8 cos a 1
1 cos 7 €Cos 8 =g=sen’"7.sen’¢.
cos - cos a
cos | COSo. 1

Solucdes dos n.* 833 e 837 de M. Alenquer.

1012 — Sabemos que
D(aia, ***a,)= (a,—ai)(a,—aj) e (a,, —ai) (a, —a,) ***
ees (a,,—a2> e (a,,—a,_,) ; N0 nosso caso € a,—aj =
=(n-1)r, logo D=r.2r - (n—I)r -r - (n—2)r --
cer=(n-1.0r"-"(n-2)1r"-" e 31/~ 2121~ =
=(n-1)! (n-2)1 eee3 121111 -w

—(n—1)1 (n—2)1 « 31211 'r - , c. g. p.
Solugdo do n.° 1012 de Manuel C. Guerra dos Santos.
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i0O QUE PENSA DA «GAZETA DE MATEMATICA»?

UM INQUERITO

No nimero 10 da Gazeta de Matematica pedia-
mos que nos comunicassem o0 que pensavam da
revista e nos dissessem em que medida podiam
nela colaborar.

Damos a seguir extractos de algumas respostas,

cujo interésse é desnecessario encarecer :

«Parabéns pelos  melhoramentos introduzidos na
Gazeta. As seccdes pedagdgica e movimento mate-
matico sd0  muitissimo Gteis.  Parece-me interes-
sante  publicar mais  artigos sobre a ligacéo da
matematica com todas as outras  actividades cien-
tificas e sociais e as suas aplicacdes aos problemas
importantes e gerais das outras  ciéncias, deixando
0s artigos de cardcter  mais  restricto e técnico para
segundo plano». Jorge Delgado Oliveira — Porto

" ... Consultdmos varios  colegas  que manifesta-
ram o desejo de que se publicassem alguns artigos

sobre a Histéria do Pensamento Mateméatico e

neles se procurasse frisar, sempre  que fosse possi-
vel, a influéncia do meio social. Também houve
quem  mostrasse interésse  pela publicacdo de artigos
sobre os métodos da mateméatica.. .».

Laureano Moreira da Cunha Barros

José Cardoso Morgado Junior

Fernando Soares David — Porto

Este grupo levou o seu interésse pela Gazeta

ao ponto de remeter-nos uma lista com 55 novos
assinantes, estudantes da Faculdade de Ciéncias
do Po6rto. Os nossos agradecimentos.

*Hd uma lacuna por preencher. A Gazeta, a nossa

Gazeta, e deixem-me que lhe chame assim, também
minha, porque a leio com toda a simpatia e porque
justamente por a apreciar assim falo, consagra-se
excessivamente, parece-me, a transcricdo de pontos
de exame, desde o de aptiddo aos de andlise e de
mecanica e de fisica matematica. Mas... estara
essa  publicagdo bem  colocada ai ? Nao provira
desse  facto a escassez de espaco para estudos de
muito  interésse  para nés?  Talvez vocés néo pensem
em certo plblico que, um pouco mais abaixo do da
Portugaliae Mathematica e mais acima da popula-
cdo estudantil que s6 procura 0 que saiu no exame,
gostaria, e precisaria, duma revista de informacéo,
de divulgacao sui generis. N&o haverd  nesse puablico
gente, digamos obscura, cujo trabalho  embora extre-
mamente modesto, mereca  certo apoio que porven-

a perseverar Pe»
Lobo de Miranda — Sintra

tura os ajude

As respostas recebidas, pelos alvitres e indica-
cdes que contém, constituem um indicador pre-

AOS LEITORES

cioso da orientacdo a imprimir a transformacéo
gque, de numero para nUumero, a Gazeta esta a
sofrer. Mais : os resultados ja obtidos pela inter-
feréncia dos leitores na vida da revista impelem-
-nos a iniciar um amplo inquérito.

E seu objectivo fundamental obter dos leitores
a indicagdo dos defeitos, das falhas, das deficién-
cias que a revista, como elemento de trabalho
ainda apresenta. Mas, ndo s6 a indicacdo séca dos
defeitos, a redaccdo pede mais — todos os alvitres
serdo acolhidos com simpatia, espirito de compre-
ensdo e, quando ndo pareca que devam ser adopta-
dos, gratiddo pela boa vontade que representam.

Em resumo : os resultados do inquérito que tem
inicio agora dependem grandemente da sinceri-
dade, da atencdo, da boa vontade e da disposigcdo
de colaborar com que os leitores o considerarem.
Quem diz resultados do inquérito, deve dizer
futuro préximo da Gazeta de Matematica.

Basta redigir e remeter as res-
postas com a indicagdo do nimero das preguntas
a que correspondem, para Gazeta de Matemética,
Faculdade de Ciéncias, Rua da Escola Politécnica,
Lisboa.

1. i Quais sdo os defeitos que encontra na Ga-
zeta ?

2. i Como julga que ésses defeitos poderiam ser
atenuados ou eliminados?

3. £Das actuais seccdes da Gazeta,
mais lhe interessa ?

4. i Gostaria de ver criadas na Gazeta quaisquer
outras secgdes? £ Quais? £Com que orientagdo?

5. i Parece-lhe equilibrada a actual distribuicao
do espaco pelas diferentes sec¢cdes? 4Que secgdes
deveriam ser ampliadas?

6. i Serd de adoptar o critério de que cada
seccdo permanente deve apresentar como con-
teddo normal um artigo de caracter didactico,
pontos de exames, resolugdes déstes ?

7. i E de parecer que, além dos pontos de exa-
mes resolvidos, devem publicar-setambém pontos
de exames sem resolucdes ou que o espac¢co des-
tinado a estes deve ser consagrado a maior nimero
daqueles ?

8. i Porque nédo utiliza a seccdo de consultas da
Gazeta ?

9. i Porque nédo nos tem enviado resolu¢gdes dos
problemas propostos ?

10. iEst4 disposto a colaborar na Gazeta? jComo
e em que medida poderd prestar colaboragédo?

Questionario.

qual é a que
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A SITUACAO FINANCEIRA DA «GAZETA DE
AP EL O A O S

no N.° 10 da «Gazeta de
Matematica», as contas que traduziam a situacdo
financeira da revista dissemos: «Sem esperar
pela consolidacdo da actual (1 de Abril de 1942)
situacdo financeira, deliberou-se ampliar para 24
ou 32 paginas o texto da «Gazeta de Matematica».

Ao apresentarmos,

Tal deliberacdo implicaria—ja o previramos ao
toma-la—o aparecimento, dentro de curto prazo,
dum problema agudo, cuja resolucdo s6 poderd
conseguir-se com acolaboracédo activa dos actuais
leitores, da revista.

Eis o problema:

O custo duma tiragem de 800 exemplares dum

nimero de 32 paginas é, aproximadamente de
Esc. 2.600:5100. A parte das despezas gerais
(cobranga, propaganda, expediente, etc.) a impu-

tar a cada nUimero é cérca de Esc. 500000. A des-
peza total, portanto, or¢ga por Esc. 3.100000.

Para fazer face a tal despeza, dispomos de 800
exemplares, dos quais 100 se destinam a ofertas,
propaganda e trocas. Neste momento, consegui-
mos uma receita efectiva de Esc. 2.200000, apro-
ximadamente, pela venda a assinantes e avulso
de pouco mais de 500 exemplares. Se conseguis-
semos vender todos os 700 exemplares disponi-
veis, obterfamos uma receita que escassamente
igualaria a despeza.

Quatro vias se nos oferecem para

sair desta

GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICA»
L E I T O R E S

1. Reducdo  de despesas.
cunstancias actuais.

2! Reducdo do nimero de péginas. Nao é de
seguir porque impede arealizacdo do nosso plano
de progresso da «Gazeta» e proibe-nos de atender
as sugestdes dos leitores.

3. Aumento de preco. N&adoenveredamos por éle,
porgque reconhecemos que a maioriados nossos es-
tudantes suportajacomdificuldade o encargo anual
de Esc. 18000, preco actual da assinatura da Gaseta.

4! Aumento de tiragem.

E pouco viavel nas cir-

E éste o caminho que
nos dispomos a seguir. Mas, para que esta deci-
sdo represente, ejectivamente, a resolucdo do
problema posto, éindispensavel obterum aumento
notavel donimero de assinantes e da venda avulsa
da «Gazeta de Matemética».

| Como alcangar éste objectivo?

Da parte da Gaseta, por constante melhoramento
do seu texto e novas campanhas de propaganda.

Da parte dos leitores —nisto consiste 0o nosso
apélo—por permanente auxilio nas campanhas
de propaganda e angariacdo de novos assinantes.

Esta tarefa poderad parecer facilitada, uma vez

que se analise o movimento de assinantes da
«Gazeta» nos UGltimos meses e se reconheca, no
seu rapido crescimento, o facto de que a revista

corresponde a uma necessidade.
Transcrevem-se a seguir os elementos que ser-

situacdo: vem de base a éste apélo.
CONTA DO N." 10 DA «GAZETA DE MATEMATICA»
Receita Despeza
Receita da venda avulso e por assi- Composigdo, impressdo, papel e bro-
natura de 518 numeros 2.228025 chura 2.592050
Existéncia de 235 nUmeros ao prego Sua quota nas despezas gerais reali-
do custo 761040 zadas até 30 de Junho de 1942 494080
30-V1-1942, Deficit 97065
3.087 #30 3.087030
CONTA DE RECEITA E DESPEZA
1942 Receita da venda avulso e por 1942 Deficit em 1941 1.072070
assinatura dos N.°"1a 13 9.526045 Composigcdo, impressdo, papel e
brochura do N.° 9 1.410000
Idem, idem do N.° 10 2.592050
Despezas de expedicdo, cobranca,
propaganda, etc. 1.979010
Junto, 30— Saldo 2.472015
9.526045 9.526045
1942 JULHO, 1 —Saldo 2.472015

A.S.C.e O. M. R.
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DISTRreUTCAO GEOGRAFICA DOS ASSINANTES DA «GAZETA DE MATEMATICA»

Na data da publicacdo do
N.°10 N.°11
Agueda 1
Alhandra 1
Amadora 1
Aveiro —
Beja —
Bombarral 1
Braga 1
Campanhd —
Caramulo 1
Carcavelos 1
1
1

Localidades

Cascais

Castelo Branco

Cete —
Chaves 1
Coimbra 8
Crato —
Cruz Quebrada 1
Ermezinde —
Evora —
Fafe —
Famalicédo —
Figueira da Foz 2
Gaia

A NP PRPPRPRPPORPRPNRPRRPRRPRPRERNRERRENPR

Rectificacdes

952 — O enunciado do problema publicado sob
éste nidmero no n.° 10 saiu truncado, deve ler-se:
«Deduza a equacdo da perpendicular baixada do
centro da circunferéncia 2= 2 (X+y)—Sx—2y —
—3=0 sbbre a recta r=x + 2y—3=0 e calcule a
drea do triangulo definido pelos pontos de inter-
seccdo da recta r com a circunferéncia e pelo
centro desta».

987 — Na ante-pendltima linha da resolucéo
déste problema, publicado no n.° 10, onde esta e
deve ler-se ou.

989-

AN
.

um érro. Devem substituir as trés dltimas linhas da

resolugdo por: Em coorde?tadas polares escreve-se

No calculo do integral
4- VIANTZ*T ™

dXdz cometeu-se

1= J/'(')“d,J/'(') "V'(4-,)"'do = 2*Jr‘J)"”(‘4—,) "rdfl = i
A. S. C.
Referéncias
A Gazeta de Matematica agradece muito reconhe-
cida as referéncias feitas por: Diario de Lisboa,
Diario de Noticias, Jornal do Comércio e das Col6-
nias, Diario da Manhd, O Século, Jornal de Noticias,

Primeiro  de Janeiro e Horizonte.

Localidades Na data da publicacdo do

N.°10 N 11

Leiria 3 r!
Lisboa 192 270
Mangualde — 1
Mont'Estoril — 1
Moscavide — 2
Paco d'Arcos 1 1
Parede. 1 2
Ponte da Barca .. .. — 1
Portalegre 1 1
Porto 14 75
Povoa — I
Queluz 2 3
Ribeira de Santarém. 1 1
Sangalhos 1 —
Santarém 3 5
Sintra 1 1
S. Jodo do Estoril. — 1
Trofa 2 2
Urros — 1
Vendas Novas 1 1
Viana do Castelo . . . — 1
Vila Franca de Xira 1 g
Totais . . 248 408

Publicagdes periddicas

Agros — Boletim dos estudantes de Agronomia.

Ano 25,n.°" 1-2, Janeiro-Abril.
Boletin Matemdatico — (Buenos Aires). Revista
argentina de Mateméatica, Ano XIV,n."" 15a 18.
Horizonte — Quinzendario cultural. Ano 1 —
N.°" 5 a 9.

Técnica — Revista de engenharia dos alunos do
LS. T.,,n.° 128 (Abril de 1942), n.°© 129 (Maio de
1942) e n.° 130 (Junho de 1942). Este dltimo nd-
mero contém, sob o titulo «A Matemética e a
Técnica-», a traducdo portuguesa do relatério pu-
blicado por Thornton C. Fry, director do Labo-
ratério de Pesquizas dos Telefones Bell.

Compram-se nimeros atrazados
da «Gazeta de Matematica»

A Administracdo da «Gazeta de Mateméatica»
compra, ao pre¢go de capa, exemplares em bom
estado dos numeros abaixo designados, até as
gquantidades indicadas.

N.o 1 até 77 N.° 5 até 14
N." 2 até 31 N.° 9 até 35
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ULTIMAS NOTICIAS

O PRIMEIRO CLUBE PORTUGUES DE MATEMATICA!

A ideia da fundag¢do em Portugal de clubes de
matematica tem sido muito debatida nos Gltimos
tempos, em particular, a partir da fundacdo da So-
ciedade Portuguesa de Matematica. A Comissdo Pe-
dagdégica desta Sociedade, no seu plano de trabalhos
de 26 de Junho de 1941, chamou a ateng¢do para o
problema (veja-se o n.° 8 da «Gazeta», pag. 10).
Mas, até ha& pouco, a criacdo de clubes dc matema-
tica ndo passava dum desejo. A Gazeta de Matema-
tica tem acompanhado atentamente a evolugdo désse
problema, como a de todos aqueles que interessam
directamente aos estudantes de matematica das nossas
escolas, e resolveu iniciar no presente nimero, com
o artigo «Clubes de Mateméatica» de Anténio Mon-
teiro, uma campanha com o objectivo de promover
a fundacdo de clubes de matematica nas nossas es-
colas. A necessidade e a oportunidade da criacdo
desses clubes é tdo grande que um certo nimero de
estudantes, tendo tomado conhecimento do inicio
desta campanhadeliberou enveredar pelas realizacdes.

Podemos anunciar, desde ja, aos nossos leitores
que os estudantes da Faculdade de Letras de Lisboa
— talvez a escola em que mais se fazia sentir a falta
dum clube de mateméatica—fundaram no dia 7 de
Julho o primeiro clube de matematica portugués!

Por iniciativa de um outro grupo de estudantes
deve fundar-se em 13 de Julho o clube de matema-
tica do Instituto Superior de Agronomia!

A Gazeta acompanhard com todo o carinho éste
movimento e coloca as suas colunas a inteira disposi-
cdo dos actuais e dos futuros clubes de matematica.

A seguir transcrevemos a resolucdo tomada no
acto da fundacdo do Clube de Matematica da Fa-
culdade de Letras de Lishoa:

Um grupo de estudantes da Faculdade de Letras
de Lisboa, tendo reconhecido numa reunido realizada
no dia 7 de Julho de 1942, a necessidade de promover
o desenvolvimento dos estudos de Matematica entre
os estudantes desta Faculdade, resolveu, depois de
autorizados pelo Dr. Oliveira Guimardes, director
desta faculdade, fundar um clube de Matemaética que
tem o nome de Clube de Matematica da Faculdade
de Letras dc Lishoa, e procurar realizar no préximo
ano lectivo o seguinte programa de trabalhos:

1) Resolucdo e discussdo de problemas sébre a ma-
téria das cadeiras de Psicologia Experimental e Es-
colar, de Pedagogia, de Ldgica em que intervenham
conhecimentos de Matematica. 2) Alargamento da

preparacdo Matemaéatica dos estudantes da Faculdade
de Letras com o objectivo de poderem abordar com
maior facilidade o estudo dos capitulos da Filosofia,
da Logica, da Histéria, da Ciéncia, da Psicologia e
da Pedagogia em que a Matematica desempenha um
papel importante.

1l

Palestras realizadas por estudantes ou professores
desta ou de outra faculdade, sobre Histéria e Filoso-
fia da Matematica, cr) relagdes entre a Matematica e
outras ciéncias (a técnica, a biologia, a fisica, a
guimica, a psicologia, a medicina, a pedagogia, etc.),
organizagdo racional do trabalho, etc. b) biografias
de matematicos ilustres, c) curiosidades matematicas.

Formas de trabalho — 1) Discussdo preparada pré-
via e individualmente s6bre assuntos gerais mais di-
rectamente ligados ao programa. 2) Pequenas comu-
nicacdes sodbre leituras feitas individualmente sbbre
assuntos relativos a alinea anterior. 3) Leitura e
comentario critico de algumas obras de interésse.
4) Notulas expositivas e criticas soébre conferéncias
de interésse.

11

Relacbes  exteriores— 1) Colaboracdo com a revista
«Gazeta de Matematica», 0) organizacdo de biblio-
grafias, b) fornecimento de problemas de Loégica e
Estatistica, c) publicagdo de comunicacdes julgadas
de interésse e noticia da actividade do clube. 2) Cola-
boragdo com outros clubes, 0) organizacdo coorde-
nada das bibliotecas dos respectivos clubes. 6) tra-
balhos estatisticos originais realizados em comum.

A iniciativa da fundacdo déste clube pertenceu aos
estudantes : Candida Ventura, Joel Serrdo, Rui Gra-
cio e Jorge de Macedo, que redigiram a resolucédo
anterior e a apresentaram numa reunido realizaria
no dia 8, para a qual foram convocados os estudan-
tes da Faculdade de Letras. A resolucdo foi aprovada
por unanimidade, tendo-se inscritos como sécios to-
dos o0s estudantes presentes: Maria Gabriela Rosa,
Maria Margarida Pereira Bastos, Maria Margarida
Brandao, Olinda Fernandes, Fernando Bandeira Fer-
reira, Fernando Santos, Francisco Janeiro, Joaquim
Barradas de Carvalho, Joaquim Maia de Jesus, José
Gentil e Rui Telmo Dias. Também por unanimidade
foi fixada a quota mensal de Esc. 1$50 para a aqui-

sicdo de livres destinados a biblioteca do clube.

A Gazeta de Matematica felicita vivamente os es-
tudantes da Faculdade de Letras de Lisboa por esta
realizagéo.



COLABORADORES

Anténio Monteiro, A. de Mira Fernandes, A. Quintanilha,
A. S& cia Costa, Bento Caraga, Hugo Ribeiro, Jaime Rios
de Sousa, José Sebastido e Silva, José Silva Paulo, W. L.
Stevens, Manuel Valadares, Manuel Zaluar, Ruy Luis Gomes

CEDERAM PONTOS OU RESOLUCOES

A. A. Ferreira de Macedo, A. Cortesdo Pais, A. de Mira
Fernandes, A. S& da Costa, Bento Caraca, F. V. A. de
Veiga de Oliveira, O. Ramos de Castro, Hugo Ribeiro,
J. Rios de Sousa, J. F. Ramos e Costa, J. Vicente Gongalves,
J. Calado, J. César Oom, J. Pais Morais, M- Esparteiro,
M. Gongalves Miranda, Madureira e Sousa, Maria do Pilar
Ribeiro, M. Zaluar, 0. Morbey Rodrigues, Pinto de Almeida,
R. Sarmento Beires, Vitor Hugo de Lemos, Virgilio Barroso

A PUBLICAR NOS PROXIMOS NUMEROS

«H. Lebesgue» — J. Vicente Gongalves. «Jean Perrin» —
Manuel Valadares. <Uma maneira de encarar o sistema de
projeccdes de Monge»—Luis Passos. «A construgdo de
tdbuas logaritmicas e o ensino liceal» —J. Sebastido e Silva

COLABORARAM GRAFICAMENTE NESTE NUMERO

José Soares Vieira que desenhou os retratos dé Galileo e
Newton, Ruben Soares, A. Amadeu Domingues e Anténio
Teixeira, cojaipositores e Joaquim de J. Fidalgo, impressor

«PORTUGAL! AE MATHEMATfCA»
Revista trimestral de colaboragdo internacional, editada por A. Monteiro
t a Unica revista portuguesa que publica exclusivamente trabalhos originais de Maternat
Volume 1: 1938-1940 6 Fasciculos — 200$00
Volume 2: 1941 4 Fasciculos — 150$00
Volume 3: 1942 em publicagcdo - 150%$00

Para os s6cios da Sociedade Portuguesa de Matematica :

Volume 1 - 100%00, volume 2 e seguintes 50$00

Toda a correspondéncia deve ser dirigida a
«Portugaliae Mathematical Faculdade de Ciéncias
LfSBOA (PORTUGAL)
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A aGazéta de Matematica» publica quatro nimeros por ano, em Janeiro, Abril,
Julho e Outubro. Cada numero terd um minimo de 16 paginas e o pre¢o de Esc. 5«>00,

Pontos de Exame. Uma das sec¢Bes permanentes da «Gazeta de Matematica» €
constituida pelos pontos de exame de aptiddo as universidades e pontos de exame de
frequéncia e finais das cadeiras de matematica das escolas superiores. A distribuicdo
normal destes pontos, pelos diferentes nimeros da «Gazeta de Matemética» € a
seguinte: nimero de Janeiro — pontos do i.° exame de frequéncia; numero de
Abril-—pontos do 2. exame de frequéncia; nimero de Julho—pontos de exames
de aptiddo e finais; nimero de Outubro— pontos de exames de aptiddo e finais.
Como jaesta dito, esta é a distribuicdo normal dos referidos pontos, por consequéncia,
cada um déstes nameros poderd publicar e publicara, em geral, outros pontos além
dos indicados.

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A administragdo da «Gazeta de Matematica» aceita assinaturas de quatro nimeros, ao pre¢co de

Esc. 18%$00, para o que bastara dar a indicacdo do nome, morada, local da cobranca e do numero

em que deve ter inicio. A assinatura sera renovada automaficamente no seu térmo, salvo aviso

prévio em contrario. Para simplificar o trabalho de cobranca, tddas as assinaturas serdo acertadas

de modo tal que passem a ter inicio com o numero de Janeiro de cada ano, pelo que, a

primeira cobranca, das assinaturas com inicio em qualquer outro nimero, sera de Esc. 4$50,
Esc. 9$00 ou Esc. 13%$50, correspondendo a 1, 2 ou 3 numeros.

NUmeros atrasados. Ern virtude da sua reduzida existéncia reservam-se aos compradores das
coleccbes os seguintes N.°* 1, 2, 4, 5 e 9. Os restantes sdo ainda vendidos avulsatnente ao preco
de capa N.° 3 Esc. 6$50, N." 6 Esc. 4500, N.° 7 Esc. 6$00, N.° 8 Esc. 4$00, N.° 10 Esc. 5%$00.

Coleccbes completas. Anualmente a administracdo da «Gazeta de Matematica» pora a venda um

nimero reduzido de coleccbes completas da sua pequena reserva. Assim, para serem vendidas

até Dezembro de 1942, dispbe-se de dez colecgbes completas”. S6 em Janeiro de 1943 e até

Dezembro de 1943 um novo grupo de colecgdes ficard a disposicdo dos interessados.
Preg¢o: cada colec¢do dos N.°* 1 a 10 Esc. 50$00.

Inscreva-se desde ja como assinante da «Gazeta de Matematica» ; assim, concorrera
para o futuro melhoramento da revista, que nédo constitui, de modo algum, um
empreendimento comercial.



