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MANUEL AUGUSTO ZALUAK NUNES

A'o dia 30 de Outubro de 1967 faleceu, em Lisboa, 0 nosso companheiro de trabalho,
0 Professor Dr. Manuel Augusto Zaluar Nunes.

Natural de Lisboa, onde nasceu em 29 de Abril de 1907, desde muito novo deu provas
das suas grandes capacidades e se mostrou trabalhador incansavel, professor notavel e homem
honesto e coerente.

De 1918 a 1924 frequenta 0 Liceu de Pedro Nunes, em Lisboa. Em 1924
matricula-se  na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lishoa onde conclui, em 1929,
a licenciatura em Ciéncias  Matematicas. A sua carreira de professor cedo  comeca.
Quando ainda aluno da Universidade, em 31-X-1928 ¢é nomeado 2." assistente do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras tendo ai regido cursos praticos da 1" e 2."
cadeiras. Em 1930 concorre ao lugar de 2." assistente do 2." grupo da l* sec¢do da Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Lisboa, e foi nomeado assistente livre. Em 1931-32  presta
servico nos cursos praticos de Analise Superior, Geometria Projectiva, Geometria  Superior e
Complementos de Algebra. Em Novembro de 1933 obteve da Junta Nacional de Educacdo uma
bolsa de estudo que lhe permite frequentar a Faculdade de Ciéncias de Paris, até fins de Agosto



de 1937. Ai trabalha sob a orientacdo dos professores  Maurice  Fréchet e Darmois, nos
Instituto ~ Henri  Poincaré e Instituto de Estatistica da Universidade de Paris. Estes estagios
vao influenciar  decisivamente  toda a sua actividade futura como professor de Estatistica. Logo
°no seu regresso a Portugal retoma as suas actividades como professor na Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa e no Instituto  Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras.

No periodo de 1937 a 1940, Manuel Zaluar juntamente com A. Monteiro, que também
como bolseiro tinha sido seu companheiro em Paris, com Bento Caraca e outros  consegue
reunir um grupo de professores jovens e de recem-licenciados que vai trabalhar para o renova-
mento e expansdao dos estudos da matematica em Portugal. Influenciados pelo movimento
Bourbalii que entdo se desenhava em Franca (J. Dieudonné fora contemporaneo de Zaluar e
Monteiro na Universidade de Paris) promovem na Universidade de Lisboa, e depois na do

Porto cursos de modernisagdo do estudo da matematica e procuram  formar investigadores.
Criam-se as duas revistas «Portugaliae Mathematical) e «Gazeta de Matematica», a que
Zaluar  Nunes se vai dedicar intensamente. Pode mesmo afirmar-se que a continuidade das

duas revistai, em especial de « Portugaliae  Mathematical), se deve, a partir de 1944, inteiramente
a Zaluar Nunes. Sem éle as duas revistas nao teriam sobrevivido a saida, de Portugal, de
A. Monteiro. A partir do n.° 4 de «.Gazeta de MatemdticaD ¢ Zaluar Nunes quem toma conta de
toda a sua direccdo e organizagdo ; quanto a «Portugaliae ~ Mathematical  foi seu editor desde
inicio e chamou a si, mesmo quando foi forcado a aceitar no estrangeiro o trabalho que, como
professor, lhe era negado em Portugal, toda a organizagdo que permitiu a continuacdo da vida
de «Portugaliae Mathematical).

Foi também um dos fundadores da Sociedade Portuguesa de Matematica e seu presi-
dente em 1947, sendo também fundador do Instituto de Actuarios Portugueses.

Em 1939 ¢é nomeado professor auxiliar contratado da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa e professor catedratico do Instituto  Superior de Agronomia, onde continua como pro-
fessor até 1947, ano em que foi desligado do servico, por motivos politicos, conjuntamente  com
outros vinte professores universitarios.

Afastado  do professorado em Portugal, o Governo francés, por convite do  Ministério
dos Negocios Estrangeiros,  concede-lhe uma bolsa nos anos de  1948-1949.

Em 1949, o prof. Zaluar Nunes €é nomeado «attaché de recherches» fungbes  que
desempenha no «Centre National de Recherches  Scientifiques» nos anos de 1949 e 1950.

Em 1903 a Universidade do Recife convida-o a ingressar no Corpo Docente da sua
Faculdade de Filosofia e na Escola de Engenharia, e ai se conserva até ao fim, desenvolvendo
como professor grande actividade que leva mesmo a vérias cidades do Brasil onde regeu cursos
de férias em especial em Fortaleza, Curitiba, Campina Grande e Sdo José dos Campos.

Na Universidade do Recife impulsionou a renovagdo dos estudos de matematica no
movimento iniciado pelos professores  brasileiros Newton Maia, Siqueira Neto e Luis Freire.

Contribue poderosamente  para a criagdo do Instituto de Fisica e. Matematica, de
que veio a ser director, lutando pela fundacdo do Centro de Computacdo, a que a Univer-
sidade do Recife, como preito de homenagem as suas qualidades de grande professor, decidiu
dar 0 seu nome.

A sua actividade prodigiosa de professor e em especial a de Director das revistas de
matematica pouco tempo lhe deixavam para outros escritos além dos artigos que deixou nas duas
revistas e a colaboragdo esclarecida que prestou a «Grande Enciclopédia Luso-Brasileira».
Publicou ainda em 1931, «Exercicios de Algebra  Superior» vol. 1, em colaboragdo  com
A. Monteiro e C. F. Carvalho, em 1933 «Elementos das Probabilidades e de Estatistica
Mateméatica»  em colaboracdo com Mario Santos, e no Brasil em 1956 «Elementos de Calculo
das Probabilidades».
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Sobre os ideais
finita

por M. Euldlia

da soma directa

Coutinho

de uma familia

de anéis

e José Morgado

Instituto de Matematica, Universidade Federal da Pernambuco, Brasil

1. Introducdo

Sabe-se que, se S = 5,05, © ¢+ ©S,, é a
soma directa dosanéis 8(t = 1,2, ¢¢¢ »),
cada um dos quais com elemento um, entéo
os ideais direitos (esquerdos, bilaterais) de S
sdo precisamente os ideais direitos (resp. es-
querdos, bilaterais) daforma J, ®J®- «+@J,,,
onde Ji 6 um ideal direito (resp. esquerdo,
bilateral) de Si (ver, por exemplo, [1], p. 57,
ex. 1).

No entanto, acondicdo de que cada St tenha
elemento um nao é necessaria para que cada
ideal J de S seja soma directa deideais Ji
de Si.

Assim, por exemplo, seja S= S(B % e
suponhamos que S, possui a seguinte pro-
priedade : para cada elemento ae S,, existe
unidade direita local, isto, €, existe um
elemento e,e<5? tal que ae,—a. Seja J
um ideal de S e seja (a,b)ed. Como

a,0) = (a, b).(e.0)
e (0,e)= (a,6)-(a,0),

conclui-se que (a,0) e (0, 0) estdao em J .
Se J, designa o conjunto doselementos
a e«S, tais que setem (a,b)e J para algum

beS, e «7,designa o conjunto dos elemen-
tos be S, tais que (a,b)e J para algum
aeSi, vé-se que J e </, sdoideais direi-
tos de Si e S,, respectivamente, e que,
além disso, «7=J\©J, «

Surge naturalmente o problema de formu-
lar uma condicdo necessaria e suficiente
sbbre os anéis S, para que todo idealdi-
reito (esquerdo, bilateral) de S seja soma di-
recta de ideais direitos (resp. esquerdos,
bilaterais) dosanéis AS .

O objectivo desta nota é precisamente for-
mular uma tal condigé&o.

Limitamo-nos a considerar somas directas
com dois somandos ; a extensdo dos resulta-
dos obtidos ao caso de n somandos € ime-
diata.

1. Comecemos por estabelecer o seguinte

Lewma Se 3 é um ideal direito (esquerdo,
bilateral) da somadirecta E© S dosanéis Re S,
entdo existem ideais direitos (resp.  esquerdos,

bilaterais)
tais que

J]leJd.deR e S, respectivamente,

1=1JjoJ.,



se e somente se J possui a seguinte propriedade

(@) (a,b) e J implica (a,0) e J.
DEM. : A condi¢do € necessaria, porque,
de (a,b)e N ©J, , resulta aeJ\ e, como

0eJ,, tem-se [a,0)eJjOJ, = J-

Para mostrarmos que a condicdo é tam-
bém suficiente, consideremos os epimorfismos

0,:i?70£-A" e 9,: R®S -* §,

definidos por
{sc,y)B=x e («,y)9, —V

e sejam Jj e J,
respectivamente, defi-

para todo (x ,y)e R®S,
0s ideais de R e
nidos por

A,=(jn (ifejo)o,

e ./,= (./n(]0©8S))8..

Vejamos que
J=J, ©.7,.

Com efeito, se (a,0)e.7i©J,, entdo aeldj
e da definicdo de Jy resulta que (a,0)e J.
De modo andalogo se vé que (0,b)eJ e, por
consequéncia, (a,b)eJ, ie., J~JjC J.
Inversamente, se (a,b)eJ, entdo (a,0)e.7,
em virtude da condigdo (1); como (0,b) =
= (a,b)—(a, 0), tem-se também (O, b)e .7.
Ora

a= (a,0)0,e(Jd'n(™e|0O]))9.

(0,6)e.,e(Jdn (|0|©£))9,

J.
0 J.,
donde (a,b)e«®©./,, i.e.,
que completa a demonstracao.

JcJ,®./,, 0

2. Suponhamos agora que a condicao (1)
¢ valida para todo ideal direito de R®S.
Entdo, em particular, é valida para todo
ideal principal direito de R®S.
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Inversamente, se a condi¢do (1) é valida
para todo ideal principal direito de A © <S,
entdo é valida para todo ideal direito deA© S.
Na verdade, se (a,b)e J, entdo como
(o,b)e((a,b)), onde por ((ab)) designa-

mos o ideal principal direito gerado por (a,b),
resulta que se tem (a,0)e((a,b))c ./.
Conclusdo analoga se obtém para ideais

esquerdos e para ideais bilaterais.

Por consequéncia, os ideais direitos de
A©& sdo somas directas de ideais direitos
de R e S, respectivamente, se e somente
se R e «& sao tais que, para todo
(a,b)eR®S, se tem (a,0)e ((a,&)),
quer dizer, se e somente se existem elemen-
tos xeR e yeS e um inteiro n tais que

fax + na= a
I by + nb= 0.

Vamos mostrar que o sistema (2) é solu-
vel em xe R,y eS e n inteiro, se e so-
mente se existem inteiros p e g primos entre
si tais que

3 paeaR e gbebs.

Com efeito, se o sistema (2) é sollvel,
entdo a condicdao (3) é satisfeita pondo
p=n—1e g=n.

Reciprocamente, se existem inteiros p e q
primos entre si tais que a condicdo (3) se
verifica e se p' e ¢ sdao inteiros tais que

PP + 2'2= 1,
entdo, pondo n= q'q, vem

(?l—1la= —p'pae aR
nb = q'gbebS .

Isto significa que existem zeR e te S

tais que
(w—i)a = az e nb-=*pt

e, portanto, o sistema (2) é soluvel.
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Analogamente se vé que os ideais esquer-
dos de R®S sdo somas directas de ideais
esquerdos de R e S, respectivamente, se
e somente se, para todo (a,b)e R® S , exis-
tem inteiros p e g primos entre si tais que

pae Ra e qgb eSh

Seja R um anel qualquer e seja a um
elemento de A'. Pode acontecer que exista
algum inteiro ndo nulo m tal que maesa R
(resp. mae Ra). Se um tal inteiro m existe,
entdo existe pelo menos um inteiro positivo
m'(m = m ou m!=—m) talque m'aeaR
(resp. m'aeRa); ao menor inteiro positivo
n, talque n,aeaR (resp.n, ae Ra), cha-
maremos semiordem direita (resp. semiordem
esquerda) do elemento a. Se um tal inteiro
ndo nulo m n&do existe, diremos que a se-
miordem direita n, (resp. semiordem esquer-
da) do elemento a ¢é zero.

E imediato que, se maeaR,
divide m.

Na verdade, se »,,= 0,
o resultado é trivial.

Se n,=f=0, entdo de

entdo n,

entdo m— O e

m=ng +r com o™ r<n,,

resulta

ma —n gqa= ra

e, portanto, rae a R

Daqui resulta, pela minimalidade de n,
que r= 0, como pretendiamos.

Conclusdo analoga para a semiordem es-
querda.

E agora facil estabelecer o seguinte

reorema. 11 E condigdo necessaria e su-
ficiente para que todo ideal direito de RffiS
seja soma directa de um ideal direito de R e

um ideal direito de S, que todo elemento de
R©S tenha componentes  cujas semiordens
direitas sejam primas entre si.

DEM. : A condicdo € suficiente. Na ver-
dade, se, para todo elemento (a,b)eR®S,
as semiordens direitas n,, e n, sao inteiros

primos entre si, entdo a condi¢do (3) é satis-
feita pondo p=n, e g= n, quer dizer, o0
sistema (2) é solavel.

A condicdo é necessaria. Na verdade, su-
ponhamos que existem inteiros p e g pri-
mos entre si tais que

paeaR e (beb S.

Entdo p e g ndo sdo ambos nulos e,
segundo o0 que anteriormente demonstramos,
n, divide p e n, divide g, donde o ma-
ximo divisor comum de i>, e n, divide o
maximo divisor comum de p e g, quer
dizer, as semiordens direitas ?i,e n, sao
inteiros primos entre si, como queriamos
mostrar.

Deste teorema
seguinte

resulta imediatamente o

cCoroOLARIO E condigdo necessaria e su-
ficiente para que todo ideal direito de RffiR
seja soma direta de dois ideais direito* de R,
que para cada elemento de R, exista alguma
unidade direita  local.

DEM. Suponhamos, com efeito, que todo
ideal direito de R®R é soma directa de dois
ideais direitos de R. Como, para todo  aeR,
se tem (a,a)eR®R, do terema 1 resulta
que todo elemento aeR tem semiordem

direita n, = 1, o que significaque, para todo
elemento aeR, existe alguma unidade di-
direita local.

Inversamente, se para cada aeR existe
alguma unidade direita local, entdo todo ele-
mento de R tem semiordem direita igual
a 1, quer dizer, todo elemento de R® R
satisfaz a condicdo do teorema 1, donde
resulta que todo ideal direito de R®R ¢é
soma directa de dois ideais direitos de R.

Conclusdes analogas para ideais esquerdos.



3. O caso de ideais bilaterais de  R®S
pode ser tratado de modo semelhante ao
caso dos ideais direitos.

Seja R um anel qualquer e seja a um
elemento de R. Se existe um inteiro néo
nulo m tal que

maeaR + Ra-j-yRaR,

(onde por ZRaR designamos uma soma de
um numero finito de elementos da forma
xay, com xyeR), chamaremos  semior-
dem do elemento a ao menor inteiro posi-
tivo p, tal que que

p.aeaR + Ra + 2 RaR

Se nao existe um tal inteiro ndo nulo m,
diremos que a semiordem de a é zero.

Sobre espacos

por Menue/ Arale

Temos essencialmente em vista com este
artigo apresentar uma demonstracao «ele-
mentar» do seguinte resultado classico
— num espaco vectorial real de dimensdo fi-
nita todas as normas sdo equivalentes — e
ainda indicar algumas consequéncias impor-
tantes deste resultado.

Normalmente, num curso ou tratado de
Analise estes resultados surgem apo6s desen-
volvimentos que tornam possivel uma de-
monstracdo mais curta do que a que apre-
sentamos (cf., p. ex., [1—5.9.1]). No
entanto, atendendo ao condicionalismo actual
das nossas licenciaturas, pareceu-nos de in-
teresse redigir uma demonstracdo do resul-
tado indicado que se torne acessivel a um
leitor com preparacdo equivalente a dada na
cadeira de Matematicas Gerais. E neste sen-
tido mais preciso que entendemos o qualifi-

normados

GAZETA DE MATEMATICA

Mostra-se que, se
maeaR + A'a-f 2Ra R,

entdo a semiordem de a divide m.
De um modo inteiramente andlogo ao visto
anteriormente se estabelece o seguinte

reorema 2. E condicdo necessaria e su-
ficiente para que todo ideal bilateral de R©S
seja soma directa de um ideal bilateral de R
e um ideal bilateral de S, que todo elemento
de R © Stenha componentes cujas semiordens
sejam primas entre si.

BIBLIOGRAFIA

[1] NEAL MCCOY, The Theory of Rings, MacMillan

Mathematics Paperbacks, 1965.

de dimenséo finita
Chaves (%)
cativo de «elementar» que acima demos a

demonstracdo apresentada. Ainda com o
objectivo de nada pressupormos do leitor,
além do que é tratado na cadeira de Mate-
maticas Gerais, comeg¢amos por indicar al-
gumas defini¢cdes e propriedades de que ne-
cessitamos.

normados,
normas

convergéncia,
equivalentes

§ 1. Espagos
continuidade,

(1) Uma norma sobre um espaco vectorial
real(*) E é uma funcdo real de dominio
E ,x — dx Il com as seguintes propriedades:

(1) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura.
() E possivel definir, mais geralmente, norma em
espacos vectoriais sobre outros corpos.



GAZETA DE MATEMATICA

)] para todoo xeE, [[x I~ 0;

1) para todo o xeE\\\\ — 0 se e sb
se X — @O ;

) para todo o (x ,y)e E* \W -yl Z
MU o+ ilylf;

IV) para todo o xeE e todoo Ae li,
[Ix.*||-]|Xf. 11*11.

O espaco E, munido da norma x -* \\x\\

diz-se um espa¢o normado (notacdo: (E , || [])).

(2) exemrros Sobre 7?" qualquer das
trés seguintes funcdes é uma norma:

(roceee %) Fsup IXid s (%, e x) -+

7 [t + v+ x|
(*.’ooo ’a?«)_ o*?+ooo+ |é .

Sobre o espaco vectorial real C([0,1], T
das fungdes reais continuas de dominio [0 ,1],
a aplicacdo / » sup |[/(») |, x 6[0,1] , é uma
norma.

(3) Diz-se que uma sucessdao (x), . _.,
em (72,11, converge para X, e E ou que tem
limite X, (notacdo: (x,),., »a? ou
lim(x), ,y= a*) se a sucessao real
(||tf,— a?oll)pe-v convergir para o namero
real 0. Toda a sucessdao parcial de uma
sucessdo convergente ainda é convergente
(e para 0 mesmo limite).

(4) Uma sucessao (x), .. diz-se de
Caucky, se, para todo o numero real £> 0,
existir um ndmero natural q, tal que,

maiores que (q,
n diz-se limitada

quaisquer que sejam r e s
seja IIx, —x, y< £ (xp),.
se (Il #p |)p. V for limitada.

(6) Se (a), .x,(bp).y sd@o sucessdes
reais convergentes respectivamente para a
e b ese {x) .. e {y) Vv sdo sucessbes
convergentes (em £,]||||) respectivamente
para x e y, ontdo (a x, -(-by), .. é uma
sucessao convergente para ax + by. (Basta
utilizar as propriedades (1)-HI e (1)-1V).

(6) Se (x,),.-+x , tambem (|[a?, [|).A- -

y x Il. (Atenda-se a que de (I)-1LI resulta
<] = W + (x,-x)\\A\Ax\\ + \\x-x\\
oA MK

(7) Diz-se que f € continua no ponto
X, e E (sendo / uma aplicacdo do espaco
vectorial normado (E ,||||) no espa¢o vecto-
rial normado (F, ||||*)) Be, para todo o nimero
real £> 0, existir um namero real 3>0,

de tal modo que, para todo o xe E que sa-

tisfaca a lIx —x, d< 5 se tenha |[|/(a?) —
—/(a?0)ll*<*- E f diz-se continua se for
continua em todos os pontos de E.

(8 Uma bijeccdo do espaco vectorial
normado (E, |||]) sobre o espago vectorial
normado (/", ||||*) diz-se bicontinua se for

uma aplicacdo continua e se a sua aplicacéo
inversa também for uma aplicacdo continua
(de  (/7,][II*) sobre (2S,]l[]). _

Seguindo raciocinios idénticos aos utili-
zados para funcgdes reais de variavel real
conclui-se imediatamente que:

(99 A composta de duas aplicacbes / e
g, a primeira continua em x, e a segunda

continua em f(x,), ¢ uma funcdo g of con-
tinua em x,
(10) Se (a?p),.v *x, e se fE-*F 0

entdo (f(x,))..x-*f(x.).

(11) Duas normas ||| e |l||* sobre um
mesmo espac¢o vectorial E dizem-se equiva-
lentes®)  se existirem dois nlimeros reais k
e’ K tais que, para todo o xeF ,

continua em X,

0\ £\ x [1F e [j* |»~ JTD*>y .

(*) E féacil provar que a relagdo assim definida no
conjunto das normas sobre um espago vectorial E ¢
uma relagdo de equivaléncia, isto é, provar que: 1)
uma norma é equivalente a si propria; 2) se | |li é
equivalente a |||, também || ||, é equivalente a (IH!;
3) se HJ|i é equivalente a || ||; e se | j|.é equiva-
lente a Il||i também || ||, é equivalente a |[l]||s.



O significado desta definicAo pode ser
melhor compreendido a partir das seguintes
duas proposicdes ((12) e (13)):

(12) Asnormas ||| e ||||*, sobre E, s&o
equivalentes se e s6 se a aplicagdo | de
OE,.||||]) sobre (E, ||»), definida por
1(X)="*x, for bicontinua.

A demonstracdo de que 1 é bicontinua se
as normas forem equivalentes é imediata.
Provemos entdo o reciproco. A ndo exis-
téncia de um numero K nas condigles de
(11) implica a existéncia, para cada peN,
de um vector x, diferente de 07, com
P I1* > P* «lI"P Il « (Se n&o existisse um tal
X, para um certo peN, seria, para todo o
XeE,\\\\* ANp ot - A sucessdo (y)el =
converge para 0. , relati-
porque, para todo o

(VPIP\VP\)P*X
vamente a'norma |||,
pe- illzrll=1l% wp .lle I = 1/>5 mas
d/p)pe\ n&o converge relativamente a norma
HIl* , visto que, para todo o pe N\y, ||*=
= \A\V'PAAV*IP-\\V"P\\>P-

A existéncia de uma sucessdo em E, nas
condi¢cOes indicadas, permite afirmar que |
ndo é continua (se atendermos a (10)). Ana-
logamente se mostraria que a ndo-existéncia
de um /e nas condi¢Oes de (11) implica que
J-' n&o é continua.

De (10) e da demonstracdo de (12)resulta
imediatamente que :

(13) Dadas duas normas ||| e || ||* sobre
E, o0 conjunto das sucessdes convergentes
em (E.|||) ¢ igual ao conjunto das su-
cessdes convergentes em (E ,||||*) se e so6
se as duas normas forem equivalentes ; se
esta condicdo for satisfeita, cada sucessao
convergente tem o mesmo limite em (Z7?,]|||)
e em (J?7[[I[*).

(14) Dadas duas normas equivalentes
Iy, e II'||, sobre E e duas normas equiva-
lentes II1I* e |4 sobre F, uma aplicacdo
f:E -*F é continua em ae E relativamente
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i ° n|li*° e s6 se o for relativamente

y s « IS @
Isto resulta imediatamente de (9)e (12).

OliS. 1 — Dados um espago vectorial E de
dimenséo finita (ndonula) — m —, uma base
(ei, e*+,e,) de E e uma fungdo f tomando
valores em E (e de dominio X), existem
m funcles reais —/i,esee,f,,— (de dominio
A") tais que, para todo o x(t X) ,f(x)=

m

2 /' (") ™"+ Chamar-lhes-emos as «funcdes
>=|
coordenadas» do /
xada. Note-se que a aplicagdo f -*(f\
é linear.

relativamente a base fi-
-* *,fm)

Ous. 2 — Salvo indicagdo em contrario su-
poremos em R" definida a norma indicada
no 1.° exemplo de (2).

(15) Dado um espaco vectorial normado
e uma aplicagdo fiE-"R™, f e
continua no ponto a de E se e sO se as
suas »i funcbes coordenadas f* (relativa-
mente a base candnica de it?") o forem.
(Sobre a norma de R" cf. OBS. 2). A de-
monstracdo faz UGnicamente intervir as defi-
nicbes de continuidade e da norma de R".

(1G) Uma sucessdao (a, ©*°°,a),s- em
R" é convergente (resp. limitada) se e so6
se, para todo o j = 1, eee,m, a sucessao
numérica (a,),., for convergente (resp. limi-
tada). E, se para todo oj, (a). -*a ,
entdo ((@,,°°°,ap))...Y -* (@, ,a"). (Basta
atender as definicdes).

(17) Toda a sucessdo limitada de R™
(cf. Obs. 2) admite uma sucessdo parcial
convergente.

Vamos reduzir a demonstra¢do desta pro-
posicdo a do caso particular m = 1 (esta
ultima feita em Matematicas Gerais). Para
provarmos a existéncia de uma funcéo estric-
tamente crescente @ :N -* N tal que, para
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todo o j = 1, e . m, a sucessdo real
(<p(;)))p6.v seja uma sucessdo parcial conver-
gente de (a),s-, podemos, por recorréncia,

(C) — ProvemoB agora que n e || sao
equivalentes. Notemos que, pelas proprieda-

provar a existéncia de m fungdes <t>\,6 eee <?m

estrictamente crescentes, tais que, para todo
0 k”m e todoo j =1, se¢, k,(@” ().ev
seja convergente ; é evidente que podemos
entdo po6r o = <p,. Resta provar a existéncia
de cpi,eee,<p: 1) a existéncia de o\ tal
que (°c¢(p)p«) “7j° convergente decorre da
limitacdo de (a,),..\ —é o0 caso m —1 da
proposi¢cdo a provar ; 2) supondo que existe
<f tal que, para j = 1,.e+,r, (2. )W °
convergente, escolhemos uma sucessdo par-
cial convergente («™ (™ ())P«V da sucessdo
real limitada (OJMJ>V ° pomos op,., =
= f,o<\>.

§ 2. Espacos normados de dimensao finira

vectorial
X > %]

Sejam E um espaco
real de dimensdo finita (ndo nula),

TEOREMA

uma norma definida sobre E e (e)™]......,
uma base de E . Para cada xeE e cada
jejl,---,mj, designe x> a coordenada de

indice j de x naquela base. As funcbes reais
n e St, rfe dominio E , definidas por n(x) =
—«up(Ix Tel8j[]) e 9 (X) = *«pIxJI *30

J J

ambas normas equivalentes a dada.

DEMONSTRAGADO (A) —A verificagcdo de
que n e 91 sdo normas ndo oferece dificul-
dades.

(B) — Comecemos por provar que n e Si
sdo equivalentes entre si. Designando por P

e Q, respectivamente, os nimeros aup || » |

e inflle \\, é evidente que podemos escrever,
i

para todo o x eE , e todo 0 iejl, e, mj
lor'l eyeill ~\x\ -P e portanto n (a?) ~
PooeSHX) e Q. Ix \Z\ X lellel] e, portanto,
S>i(x) * Q- -n ().

des 111 e IV das normas, podemos escrever
2 fee & 2 lle*«H=* 2 X
o=j
2l m e sap (I x =men (¥

A demonstracdo de (C) e, portanto, do teo-
rema, ficard entdo concluida se provarmos
gue existe um numero real A' tal que, para
todoo x e E ,n(x) * K\ \\. Note-se, porém,

que, por definicdo de n(x), serd n (x)
AN KAl xll se e s6 se, para todo o
e é simples de verificar que o que resta

provar é entdo equivalente ao seguinte :

Lema. Para todo o ie jl, e, m\ existe
um namero real A', tal que, para todo o
X*E, AVIM].

Demonstremos o lema por inducao rela-
tivamente a dimensdo m de E.

Para m = 1 a afirmacéo é trivial : basta
tomar A= 1 e atender a propriedade |11
da norma [a%i «l e X

Suponhamos a afirmacéo valida em dimen-

sdo r e seja E um espaco vectorial de
dimensdo r + 1.

i) Se ~ =0, teremos |X |e]e || A'e
ella-1l, qualquer que seja Ki 0 (AT;, a

existir, terd de ser maior que zero).
it) Suponhamos entédo e '~ O. Poderemos

escrever

Vv . e x> .

lle-1l

—r«i + eee H «r+i

X X'

ALl (infllase + .o+at+ne, I,



ou "I «Hd II™ Ki llxy, se provarmos que
aquele infimo é maior que zero. Ora, se 0
infimo deste conjunto de nuUmeros reais
(maiores que zero) fosse nulo, haveria nele
uma sucessdo convergente para zero, i. e,
existiria, para cadaje (\I, o r-f- [j — \i\),
uma sucessdo de numeros reais —(a,),...,
tal que, (pondo a = 1, por comodidade de

de notacdo) a sucessdo real ( 2((>J)

fosse convergente para zero. Seria entao

Ir+1
convergente para 0, ou, por

peV

r+l
1 (5), 2P uma vez que

pe N
r+1 r+1
2 op«>=* 2 3 - °'> portado* por (1. 6),
i-1 i=1
também ( 2«pn- ) - Em parti
J=1

cular. esta U(ltima sucessdo seria limitada.
Deste facto resultaria que, para todo o
j 6\ ,ever + 1\, a sucessdo (a), seria

limitada ; com efeito, o eub-espaco gerado
pelos vectores ej,j e(jl, *oe, r4-11 — {*})
tem dimensdo r e, por hipotese indutiva,
para todo o j=j=i existiria entdo um Kj tal
que, para todo o peN, |aj\e]e-1] Kj o
Mas,

se para cadaj, (aj,)._

2 p3
fosse limitada, poderiamos, por 1. (16) e
1. (17), definir uma funcdo estrictamente
crescente s:N -* N tal que, para todo o j,
a sucessao («a(.,)),.s fosse uma sucessao
parcial de (a), ., convergente para um

1

certo ai. A sucessdo / 2 a?(p)*j§ seria

r+1

entdo convergente para 2 “'°J'e> P°"  outro
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lado, como esta sucessdo seria uma sucessao

0" -

parcial da sucesséo ‘P>) > -

\j=1 /pe.Y
r+1
e, entao 2 "' °J°

Q»i

0 que ¢é absurdo, pois os vectores
sdo linearmente independentes.

giria para 0/.,

o~ aa 1,

Coro/arios do Teorema 7 -

1.°) Num espago vectorial de dimensdo finita
E, quaisquer duas normas s&o equivalentes.
Com efeito, fixada uma base em E,
podemos afirmar que ambas as normas sdo
equivalentes a norma 91 associada a essa
base (as notacdes sdo as do teorema anterior).

2.°) Se f éuma aplicagdo linear do espago
vectorial normado E no espago vectorial  nor-
mado F e se E tem dimensdo finita, f ¢é
continua.

Pelo teorema e por 1. (14) podemos supor
em E definida a norma ®Il associada a uma
base («i, es¢, fi») de E. Designe
norma de F. Serd entao \\f(x)—/(a)
= 11/ (*-a)l|] = 2 O k')l «>
i=l

Am.Sh-aVsupll/teOH ou \Wf(x)-f(a)

ALK - $I(x—a), em que K=m esup ||/(«I) |].
i

Desta desigualdade decorre imediatamente

a continuidade de / no ponto a: para todo

0 numero real s> 0 existe um numero real

0= t/K, tal que xeE e 0l(x —o0)<5
implicam ||/ (x) —f (@) ||< E.

3.°) Qualquer  isomorfismo  (linear) entre
espacos vectoriais normados de mesma  dimen-
sao finita é uma aplicacéo bicontinua.

E consequéncia imediata do corolario ante-
rior. Em particular :
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4.°) Se E é um espago vectorial normado
de dimensdo finita ( >0), (ej,e**,e,) uma
base de E, a aplicagio o0:E -*R"™ definida

por <f(x'ej+ -ee+ x" €)= (X', eee,X")
uma aplicacdo  bicontinua de E sobre R ™.

5.°)  Uma aplicacio f de um espago vec-
torial normado F num espaco vectorial  nor-
mado E de dimensdo finita € continua num
ponto a de F se e sO se as fungBes  coorde-
nadas de f relativamente a uma base

(6i, ¢¢+,e,) de E o forem.
Com efeito, designando v a aplicacao
definida no cor.” 4.°, é imediato concluir

(por 1. (8) e 1. (9)) que / € continua em a
se e sO se mofo for. Oraas funcbes coor-
denadas de / (relativamente a («i,***, €))
e de <of (relativamente a base canénica
de R™) sdo as mesmas. Entdo a afirmacéo
a provar resulta de 1. (15).

6.°)  Num espago
de dimensdo finita,
é  convergente.

vectorial normado E ,
toda a sucessdao de

CAUCHY

Comecemos
sucessao

por observar que se uma
num espaco vectorial E é de
(resp. convergente) relativamente a
uma norma |[||| sobre E, também 6 uma
sucessdo de (resp. uma sucessdo
convergente) relativamente a qualquer outra
norma equivalente a primeira. Podemos
ontdo supor, pelo teorema, que sobre E esta
definida a norma sv associada a uma base
(«i, e*e,e). Entdo, se (x,),., € de
¢ imediata a verificacdo de que, para todo o
jejl,eee, mj (x,),.. & uma sucessdo real
de crveuv € como tal, convergente para

um certo a>. De 1. (5) resultard entdo a
m

para 2 .

CAUCHY

CAUCHY

CAUCHY,

convergéncia de (x,)

penN

Um espaco vectorial nor-
mado diz se completo precisamente se todas
as sucessBes de c.uvcuv forem convergentes

DEFINIGOES

e neste caso coincide o conjunto das suces-
sfes de caucwy com o das sucessdes conver-
gentes, visto que uma sucessdo convergente
60 sempre de cavcuvy. Cbama-se espaco de

Banach a um espaco vectorial normado
completo.
Com estas definicdbes podemos indicar

duas afirmagbes equivalentes a do cor." 6.°:

6") Todo o espaco vectorial normado de
dimensao finita € completo.
G") Todo o espago vectorial normado de

dimensdo finita € um espago de Banach.

7.°)  Num espaco vectorial normado de
dimensdao  finita toda a sucessdo limitada
(xp)peN admite uma sucessao parcial conver-
gente.

Notemos primeiro que uma sucessdo defi-
nida num espaco vectorial E é limitada
relativamente a uma norma, se e sO se O
for relativamente a qualquer norma equiva-
lente. Podemos entdo, atendendo a 1. (13)
supor definida sobre E a norma 8! asso-

ciada (cf. teorema) a uma base qualquer
(e\, ¢*e, e,) de E. Para cadaj — \,~-,m,
(xp).e\ serd entdo uma sucessdo real limi-

tada. Por 1. (16) e 1. (17), existird < tal
que, para j ==1, eee . m (a%¢(p)),v € uma
sucessdo parcial convergente de (xp),...
Entdo, por 1. (5), a sucessdo (X<?)).. —

= (2 "iwn
V-i | Pek
(fip))peN € uma sucessao parcial de (x,)

convergira também. Ora

pen

Designando,
mado (E ,II'Il),

num espago vectorial nor-
para cada r> 0, por B,
(resp. S) o conjunto dos XxeE, tais que
IxyZr (resp.tais que ||or||=r), podemos
afirmar que

8.°) Se E
funcdo real
S.) é

toda a
(resp.

tem dimensdo finita,
continua f definida em B,
limitada.
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Com efeito, se f néo fosso limitada, exis-
tiria em B, (resp. S) uma sucessdo (ar,),.v,
tal que, para todo o pe N, P<|/(a?,)]|.
Ora (x,),.. admitiria, pelo cor.’ anterior,
uma sucessdo parcial {xm,))eN convergente
para um ponto a, necessariamente perten-

cente a B, (resp. S.,), porque, para todo o

peN, \xWur (resp. |lar,||= r). Entéo

I1/(*?(?))IUA- convergiria para |[|/(a)||], ©

que é absurdo.

§ 3. Espacos normados de dimenséo
infinita

No 8 2 supusemos o0s espa¢os normados
de dimensdo finita ; vejamos agora se algum
doa resultados desse parédgrafo ainda ¢é
valido sem essa hipdtese.

Em [2— 3.5], utilizando o teorema itodo
0 espaco vectorial tem uma base», demons-
tra-se ndo sO6 a impossibilidade de genera-
lizar o cor.” 1 a espac¢os vectoriais normados
de dimensdo infinita, como ainda se prova
que, para qualquer espaco vectorial real de
dimensao infinita, existe um conjunto infinito
de normas néo equivalentes duas a duas.

Se 75 tem dimensdo infinita, por [2— 3.5],
existem pois, duas normas nao equivalentes
I'1le I11I*em E . A aplicagdo | de C£,|]|]])
em (75,1111%) definida por 7(ss)= ar n&o é
bicontinua, por 1. (12); isto é, pelo menos
um dos isomorfismos lineares, | de (75, ||)
em (75,[[[I*) ou 7" de (75,[[|[*) em (75,[[I).
nao é continuo, o que mostra que sao falsas
as generalizagBes a dimensdo infinita dos
corolarios 2.° e 3.°.

Em relacdo com o cor.” 6.° (¢ &, &"),
podemos afirmar que existem espacoB vecto-
riais normados de dimensdo infinita que sédo
completos e outros que néosao.

exewrio 1. O espago normado de dimen-
sdo infinita considerado no &ltimo exemplo
de 1. (2) é completo. Com efeito, notemos
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que afirmar que nesse espaco uma sucessao
de funcdes (f,),.né de cauvcwr equivale a
afirmar que

(Ci) para todo o s>0, existe um numero
natural q, tal que, para quaisquer nUmeros
naturais r e s maiores que ¢, e para qual-
quer x e[0,1]N If, (xX) —/, (@)|< e. Ora
prova-se — e a demonstragdo é feita em cer-
tos cursos de Matematicas Gerais—.que

(P) se (f.).eN satisfaz a (C,), existe
uma funcdo continua / para a qual (f.),.N
converge uniformemente ;

e dizer que (f,),.x converge uniforme-
mente para / equivale precisamente a dizer
que (fp),eNn-~f NO espaco normado que
estamos a considerar. Portanto (P) traduz
precisamente que este espaco normado é
completo.

exemero 2. Designando por S o sub-
-e5pagoC) de e([0,1]1,i?) constituido pelas
funcdes cujos graficos sdo reunifes de um
numero finito de segmentos de recta, consi-
dere-se sobre S a norma-restricdo d a defi-
nida sobre e([0,1],7?). E possivel provar
(a demonstragdo € deixada ao leitor como
exercicio) que existe em S uma sucessdo
— (fp)peN — que converge (uniformemente)
para o elemento g de <2([0,1], 7?), definido
por g@)= x . Ora g$S; a sucessdo
(fp)peN € de cavcuy e nao CONVErge para
nenhum elemento de S. Logo S ¢ um
£50a¢0 normado n&o completo.

Quanto ao corolario 7.°, ndo sé é impos-
sivel generalizar as suas conclusbes ao caso
de dimensdo infinita, como podemos provar
mesmo o seguinte :

(¢) Como exercicio, poder-se-4& provar directa-
mente que S é um sub-espaco vectorial de dimenséo
infinita de <§([0,1],B) . Alias, também se pode con-
cluir a posteriori que a sua dimensdo é infinita,
notando que, se fosse finita, pelo teorema do 8 2, S
seria completo.
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reorena - EM qualquer
real normado de dimensdo infinita existe uma
sucessdo  (Xp)p.. tal que: i.°) para todo o
peN,yx, ||=1; 2.") (x,),.. ndo tem nenhuma
sucessdo parcial convergente.

espaco  vectorial

DEMONSTRAGAO Designe S o0 conjunto
dos elementos de E de norma 1. Vamos
mostrar a existéncia de uma sucessao
(&p)peN em S tal que, para quaisquer dois
ndmeros naturais r e s (r=f=s), seja
Ix, —x, Il 1/2. E evidente que uma su-
cessdo com esta propriedade n&do admite
nenhuma sucesssao parcial convergente e a
demonstragdo do teorema ficard feita.

Definamos (x,),.y por recorréncia. Seja
a? um elemento qualquer de S. Sejam
X\, eee X elementos de S, tais que, para
quaisquer i e j satisfazendo a 17Li<Cj " r,

seja lldk—xj ||\*1/2 . Vamos mostrar que
existe x, +1(S) por forma que, para todo
o i™r yxe—x . I~ 1/2. Para tal, de-
signemos por V., o0 espaco vectorial (de di-
mensdo finita) gerado por x\, Como
por umlado S gera E, e por outro E tem
dimensdo infinita, S n&oest4 contido em V, ;
seja t/r um elemento de S, nao perten-
cente a V,. Ponhamos o, = inf\lly —v ||

oo X,

E a>0, pois se fosse a = 0, existiria
em V, uma sucessdo (v)ex tal que
(Hy* —~"P\W)p» convergisse para 0. Como
para todo o peN €é |[|v\\ ly, —v, || +
+ IIV* 1l» (p)pen seria uma sucessado limi-
tada de V. e, visto que V, tem di-
mensao finita, essa sucessdo admitiria uma
sucessdo parcial (f<p(>)pev convergente em
V., (por 2+7°). Ora isto é absurdo, pois
(up)p6A- converge para Y8 V,; portanto
a > 0. Mas entdo, por definicdo de a,,
existirh um u, e V, tal que a, "y, —u || <
< 3a/2 . Ponhamos

x+ 1= (#r — U.)/|#— U, \6S .

Para todo o »e V,,

[lar,.,-«[[-([[y,~u.[])ri.

c\(y, —u. -\\y -u \\-n)]|
2

> T—\T -
a a

U -\-\\yy, —u\\ ¢vG\\ e, portanto :

(U, + \ly, —U, \-V)\\; Ila»

2 2 1
K, i-u|!>-—*"=">~n_
0 a, a 6]
Em particular, ser4, para todo o
t-ar,l1+!'— D> —.
N. B. Na demonstracdo que acabamos de

indicar servimo-nos da ideia da demonstracéo
do teorema de ei1esz, dada em [1 —5.9.4].

Finalmente, também n&o O possivel es-
tender o coroldrio 8° a espacos normados
de dimensdo infinita. Vamos até mostrar que,
designando por B (resp. S) o conjunto dos
vectores de um espag¢o vectorial normado
qualquer de dimensdo infinita E, que tém
norma Z. 1 (resp. = 1), existe sempre uma
funcdo real continua ndo majorada de do-
minio B (resp. S).

Seja  (x),x uma sucessao construida pelo
modo indicado na demonstracdo precedente
e, para cada p e N, designe U, o conjunto
dos vectores x de B (resp. S) tais que
la;—x, y”~1/8. A funcdo real de dominio
B, (respectivamente 8) definida por f(x) =
— — 8p lIIx —x (I se xeU, e/ xX)=0
se x$(J Up> 3 continua e n&do majorada.

peN
(Deixa-se como exercicio ao leitor a demons-
tracdo de que / O continua).
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NOTA DE AULA

Sobre semigrupos

por José

regulares

GAZETA DE MATEMATICA

Instituto de Matematica, Universidade Federal de Pernambuce, Brasil

1- Introducéo

<S é regular a
existe algum

Diz-se que o semigrupo
esquerda, se, para todo ae S,
x e S tal que

(1) Xxaa = a.

Diz-se que S ¢é regular a direita, se, para
todo ae S, existe algum ye S tal que

@) aay = a.

Na revista The American Mathematical

Monthly,  vol 72 (1965), p. 1021, foi pro-
posto por M1 CHAEL QEMIGNANI o Seguinte
exercicio :

Seja S um semigrupo regular a esquerda
e a direita. Mostre que :

(i) Todo elemento ae S tem pelo menos
uma identidade local, i.e., para todo aeS
existe algum elemento eeS  tal que

e, a=ae, —a\

(ify Para todo elemento ae S existe pelo
menos um elemento inverso, i.e., para todo
ae S existe algum be S tal que

b, a= ab,— e,

onde e, identidade local
de a.
Na mesma revista, vol. 74 (1967), p. 325,

é publicada a seguinte solucdo de D.oawson

designa alguma

a esquerda e a direita
Morgado
(t) Fazendo
e/'=xa = Xaay=aay,
vem S
ea =*x aa —a = aay — ae,
(u) Fazendo
b— xx a—xay = ayy,
vem
ba —xxaa = xa =e —ay —aayy= ab,.

Nesta nota daremos condi¢les necessarias
e suficientes para que um semigrupo regular
a esquerda e a direita seja um grupo.

2. Observacgdes

1) E interessante notar que as condigdes (i)
e (tt) sdo suficientes para que um semigrupo S
seja regular a esquerda e a direita.

Na verdade, se S satisfaz as condicdes
(i) e (tV), tem-se

ba a=ea = a= ae, = aahb,,,

0 que prova (1) e (2) com x =y = b,

2) Num semigrupo regular a esquerda e
a direita *S, pode acontecer que ndo exista
inverso do elemento a com respeito a uma dada
identidade local e, de a.



GAZETA DE MATEMATICA

Seja, por exemplo, $—]0,2,4J e seja
a operagdo definida em S o produto de
inteiros médulo 6. Como se tem

aaa = a para todo ae S,

0 semigrupo S é regular a esquerda e a
direita. Verifica-se que 4 é identidade local
de 0 e, no entanto, néo existe inverso de 0
com respeito a 4.

3) Num semigrupo regular a esquerda e
a direita, pode acontecer que uma identidade
Ipcal nado seja  idempotente.

Assim, no exemplo anterior, o elemento 2
6 uma identidade local de 0 e né&o é idem-
potente.

A este respeito podemos estabelecer o
seguinte

reorema 11 Se S €& umsemigrupo regular
a esquerda e a direita e se o elemento e6S
é uma identidade local, entdo e € idempotente
se e sO se existem em S elementos a e X
tais que

(3) ea=ae=a, e= xa.

DEM. Com efeito, se e é idempotente,
entdo as condi¢bes (3) sdo satisfeitas, pondo
a= &= e. Inversamente, se as condi¢des
(3) sao satisfeitas, entdo tem-se

ee —Xae = Xa — e,

como se pretendia mostrar.

Em particular, se x e y sao tais que
Xxaa = a = aay , entdo a identidade local
de a dada por e,,—xa = ay é idempotente.

3. Grupos encarados como semigrupos
regulares a esquerda e a direita

Ha semigrupos regulares a esquerda e a
direita que possuem elemento neutro e, no
entanto, n&do sdo grupos. O semigrupo
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S = jO,2,4) acima considerado é um exem-
plo de um tal semigrupo ; o elemento neutro
¢ 4. Este semigrupo tem dois elementos
idempotentes, 0 e 4.

Do teorema anterior resulta imediatamente
0 seguinte

COROLARIO Um semigrupo  regular a
esquerda e a direita € um grupo, se e SO
se conttm um Unico  idempotente.

Uma outra caracterizagdo de um grupo
como semigrupo regular a esquerda e a
direita é dada pelo seguinte

reorema 2. E condigdo necessaria e sufi-
ciente para que um semigrupo regular a
esquerda e a direita S seja um grupo que

(I) Para cada aeS, se e, éuma identi-
dade local de a e i é uma identidade local
de e,,, entdo exista inverso de e, relativo a i;

(I) Se a,beS e e« e e, sdo identida-
des locais de a e b, respectivamente, entao

eaet = e, et .

DEM. As condi¢gbes (1) e (I1)sé&o eviden-
temente necessarias. Vejamos que sdo tam-
bém suficientes.

Seja, com efeito, a um elemento qualquer
de S e sejam x e y elementos de S
tais que

Xaa = a —aay

Entdo sabemos que o elemento e, = xa—
= ay € uma identidade local de a. Se i
designa também uma identidade local de a,
tem-se

ie, = fay = ay = e,—xa= xai== ej,

0 que mostra que i 0 também uma identi-
dade local de e,
Daqui resulta, pela condi¢do (I1), que

existe algum elemento ze S tal que

(4) i=

ze, =  zxa.
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Pelo teorema 1, concluimos que i é um
idempotente e, por consequéncia, tem-se, em
virtude de (4),

i= il = zxazxa — zayzay —
=>ze ayzeay = iayiay~
= ay ay = ege, = e.

Isto significa que, para cada elemento,
existe uma Unica identidade local, e tal iden-
tidade ¢ idempotente.

Sejam agora e, e e, as identidades locais
de a e b, respectivamente.

Entdo, em virtude da condigdo (11), tem-se,
atendendo a idempoténcia de e, e e,

C. 6, € e, &b e e,
«@«@fi*= e, e = e € —ee € = €6 ¢,

e aéaj

quer dizer, e, e e, sao identidades locais
do elemento eg, sendo, por consequéncia,

e, = e,
Concluimos assim que existe em S um

elemento neutro e— e, = e,

Ora, de (it) resulta que, para cada a

Regularidade
e regularidade a esquerda

segundo
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existe um elemento a'= b, tal que aal =
= ala=1¢e, isto § S & um grupo, como
gueriamos provar.

E facil ver que as condi¢des (1) e (Il
sdo independentes em semigrupos regulares
a esquerda e a direita.

Assim, seja 5=10,2,41 o semigrupo
acima considerado e seja T um semigrupo
com mais de um elemento, em que a ope-
racdo é definida por

Xy =y quaisquer que sejam X,yeT.

Tanto S como T sdo semigrupos regu-
lares a esquerda e a direita e, além disso,
S verifica a condi¢do (11) e ndo a condi¢do
(/), enquanto que T verifica a condicdo (7)
e ndo a condicdo (II) .
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por Maria Eulalia Coutinho (*)

1. Introducao

Seja S um semigrupo.

Diz-se que S ¢é regular (no sentido de
von nNeumann) Se, para todo ae S, existe
algum Z6 S tal que

aza = a.

(*) Estudante do Mestrado no Instituto de Mate-
matica da Universidade Federal de Pernambuco.

-12.
\Von Neumann
e a direita em semigrupos
Diz-se que S € regular a direita, se, para

todo ae S, existe algum xe S tal que
aax = a.

Diz-se que £ é regular a esquerda se, para
todo aeS, existe algum yeS tal que

yaa= a.

Em recente seminario realizado no Instituto
de Matematica, o Prof. sose morcano pbS a
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qguestdo de relacionar a regularidade segundo
von neumann+ CcOm aregularidade a esquerda
e a direitaem semigrupos. O objectivo desta
nota é precisamente estudar tais relagdes.

2. Seja (S um semigrupo regular.
Entdo para todo ae S existe ye S tal
que

1) aya = a e yay”"y.
Realmente, supondo axa = a, seja  y”xax-
teremos
aya —axaxa = axa = a
yay — Xxaxaxax = Xaxax = XaX =ey .

Um elemento ye S diz-se um inverso rela-
tivo de a se verifica (1). Para cada ae S,
se X é o conjunto de todos os elementos
xeS tais que axa = a, entdo o conjunto
Y de todos os inversos relativos de a é

Y=XalX.

De facto, se ye Y, Ae aya = a resulta
que yeXede yay =y resultaque ye XaX,
donde Yc XaX.

Por outro lado, seja yeXaX, isto ¢,

y = xax', com ax a—a= ax'a
Tem-se entao

aya— axa Xx'a —ax'a = a

yay = xax'axax' = xaxax' =y,

ou seja, y e Y, donde resulta, como preten-
diamos, XaXg¢Y.

Seja S um semigrupo
lar a esquerda e a direita. Entdo, *

TeoremaA 1. regu-

(i) Para todo elemento aeS existe ume um
sO inverso relativo a' de & que comuta
com a.
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(i) Se D é o conjunto de todos os elementos
xeS tais que aax = a ese E éo0 con-
junto de todos os elementos y6S tais
que yaa= a, entdo oconjunto | de todos
os inversos relativos de a é precisamente

| = D akE .

DEM. :

(t) Como S ¢é regular a esquerda e a

direita, para todo aeS existem x,yeS tais
que
aax —a= yaa
Logo,
ya—yaax = ax,
donde
(2) axa*=y aa= a= aax"ay a.

Pondo a'—yax, tem se, utilizando (2),

aa'a = ayaxa = axa = a

a'aa' = yaxayax = yayax = yax = a'

e ainda, novamente utilizando (2),

aa' —ayax —yaax = yaxa — a'a.

Suponhamos agora que a'" é um inverso
relativo de a que comuta com a, isto &,
tem-se

aa'a—a e a''aa"'=a"
aa" = a"a.

Teremos
a"a= a"aa'a= a'aaa = aa'aa —aa,
e, portanto,

aa"= a"a= aa'= aa,

donde finalmente

1

a"= a"aa" = a'aa" = a'aa' « a.
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Observemos que a' é qualquer elemento
de EaD, e, por isso, ficou demonstrado
que, para cada aeS, 0 conjunto EaD
tem am Unico elemento e que este elemento
¢ precisamente o Unico inverso relativo de a

comutavel com a: EaD = \a'\.

(tiy Seja agora um elemento zeDaE,
isto é,

z= X ay, com aax = a= Yyaa.

Entdo, utilizando (2), vira
aza —axaya —aya = a
zaz  — xayax ay —xax ay = xay = z,
logo, zel, o que prova que DaEcI.

Para mostrar a inclusao inversa, seja t um
elemento qualquer de /, isto é,

ata = a e tat = t;

e consideremos o0s elementos

j-= Ma' e y*=aat .
Teremos entao
aax*=aataa'-=aaa' = aa'a= a =

= a'aa= a'ataa = yaa ,

donde xeD e yeE . Mas
t = tat

= taa'at=taa'aa'at = xay,

0 que prova que te DakE,
diamos.

como preten-

3. Diz-se que um semigrupo regular S
tem a propriedade do inverso se todo ele-
mento a de S tem um e um SO inverso
relativo a'.

GAZETA DE MATEMATICA

Um semigrupo regular a esquerda e a direita
ndo tem necessariamente  a propriedade  do

inverso, em virtude de, em geral, haver con-
juntos da forma D af£ com mais de um
elemento.

Por exemplo, seja S um semigrupo com
mais de um elemento em que o produto é
definido por

Xy — X YXx,yeS.

S ¢ evidentemente regular a esquerda e a
direita, em virtude de ser xxx = x \/x,yeS
e, no entanto, para cada aeS tem-se axa —a
e xax = X para todo xeS, e, portanto,
S nédo tem a propriedade do inverso.

Por outro lado, um semigrupo
priedade do inverso ndo é
regular & esquerda e a direita.

com a pro-
necessariamente

Por exemplo, consideremos as seguintes
aplicacbes do conjunto {0,1,2{ em si
mesmo :

10)=e() =.(2)= 0

«(0) = «(1)= 0, «(2) =1
20) = pa)= 0. (@ =
7(0) = 7(2)= O, 7(1)==1
3(0) = 3(2)= 0, 5(1) =

e seja S o semigrupo formado pelo conjunto
j£,a,(3,y,3) munido da operacdo de com-
posicdo de aplicacoes.

Verifica-se facilmente que este semigrupo
tem a propriedade do inverso ; representando
por ;' o inverso relativo do elemento le S,
tem-se

S=c (5'-{3, /--1, «= 3, 3= «.

No entanto, S nao é regular a esquerda
nem a direita, pois

para todo leS.
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Do teorema 1, resulta que, se um semi-
grupo S com a propriedade do inverso €
regular a esquerda e a direita, entdo todo
ae S comuta com o seu inverso relativo a'«
Por outro lado, se S tem a propriedade
do inverso e se todo elemento de S comuta
com o0 seu inverso relativo, entdo S ¢é
evidentemente regular a esquerda e a direita,
pois

aaa'—a a'a —a e a'aa —aa'a — a.

Podemos resumir as consideracdes feitas
enunciando o seguinte

reorema 2. Um semigrupo regular a es-
querda e adireita tem a propriedade do inverso
se e somente se o conjunto D aE conttm um

Unico  elemento.
Um semigrupo S com a propriedade do
inverso é regular & esquerda e & direita se e

somente se cada elemento de S comuta com
seu inverso  relativo.

4, E claro que todo semigrupo regular a
esquerda e a direita é regular (ver (2)), mas
a reciproca nao é valida. Assim, o semigrupo
de aplicacdes acima considerado é regular e
nao é regular a esquerda nem ¢é regular a
direita. Também o semigrupo multiplicativo
das matrizes 2x2 com elementos num
corpo O regular mas nao 6 regular a esquerda
nem regular a direita (visto que tem elementos
nilpotentes ndo nulos).

Vamos estabelecer o seguinte

reorema 3. Um semigrupo regular S €
regular & esquerda e & direita, see somente se,
para cada a6S, algum dos z6S para o0s
quais se tem aza — a é tal que

azez a’.
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DEM. A condicdo é suficiente, pois se

2

aza = a e az =* ra?,

2

za,

teremos, pondo y

2,

yaa = za = za?a'=aza = a,

e teremos também

2 o2

aaz= az’a’= azeza’'= z’a‘eza’ =

= z’asazea’= z’a-z'a’+a’ =

2

=7a ez'a’ ea=z’a ecaca=zo0?=a

0 que prova ser S regalar a esquerda e a
direita.

A condi¢do € necessaria, pois, se S € re-
gular & esquerda e a direita, entdo, de acordo
com o teorema 1, para cada ae S existe um
ze S que comute com a e para o qual se
tem

Logo

az = za = z- zaa<=za’,

0 que completa a prova.

Uma proposicdo analoga pode ser estabe-
lecida substituindo no teorema 3 a condigdo

az = z'a' por za = a?z.
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Grupos

ciclicos
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efe Jacobi

por Aron Simis i)

I.  Num trabalho recente [1], B. M. PUT-
TASWAMAIAH afirmou que um grupo tem
quando muito um endomorfismo né&o nulo de
JACOBI

Isto ndo é, contudo, verdade, como foi
demonstrado por J. morecano [2], estabele-
cendo que um grupo tem, quando muito, um
automorfismo de sacos1 e mostrando ainda
que um grupo G tem um endomorfismo nédo
nulo de sacos:r se e somente se G é 0 pro-
duto semi-directo de um subgrupo normal
proprio por um subgrupo abeliano com a
propriedade da raiz quadrada unica ([2],

Th. 4).
Num seminario originado dos trabalhos
acima, realizado no Instituto de Matematica

do Recife (Abril, 1967), foi posta a questdo
de se determinar todos os grupos ciclicos
que tém algum endomorfismo né&o nulo de
sacosr € apontar todos os endomorfismos
de sacos: désses grupos.

Nosso objectivo, neste trabalho, € resolver
essa questdo.

Il. Lembramos que um endomorfismo de
Jacobi de um grupo G é um endomorfismo
o de G tal que:

((@ab)® c)°((bc)® a)° ((ca)'b)° = ab ,ce Q.

E imediato que o endomorfismo nulo 6,
definido por
a»= 1, VaeG,
¢ um endomorfismo de sacos:
(") Estudante do Mestrado em Matematica do Ins-

tituto de Matematica da Universidade Federal de
Pernambuco.

Um grupo diz-se de Jacobi se admite pelo
menos um endomorfismo naonulo de sacos:

Verifica-se, facilmente, que o grupo adi-
tivo dos inteiros Z nao é um grupo de JA-
cosBl

Com efeito, os Unicos subgrupos de Z séo
nZ=\nx,xeZ\, com n natural, os quais
ndo possuem a propriedade seguinte:

\/nx,jny:ny + ny— nx

(esta é a «propriedade da raiz quadrada»
traduzida em termos de uma operacdo adi-
tiva).

Analogamente, o grupo ciclico Z(2") dos
inteiros mod 2" n&o possui a propriedade da
raiz quadrada, uma vez que qualquer de seus
subgrupos né&o reduzido a identidade tem
ordem igual a uma poténcia de 2[3].

reorema 1. Os UOnicos grupos ciclicos de
Jacobi s&o os grupos isomorfos a Z (2" (2 m-f-
+ 1)),m e n inteiros, n"O0O,mXI.

DEMONSTRAGAO. Seja 2m+ | =

P\""'P? * decomposicao canoénica de
2wi-t-1 em factores primos; entdo Pic
=f=2,i=l,.-..s.

Tem-se ([4], pg. 148, por exemplo)

Z (2" (2m+1)) - Z(2»)OZ (pf)© +++®Z (4o
= (Z(2») ©Z(/>++)O© ©
©7 (#-.))OF (I>:),

indica soma directa.
possui a propriedade

onde ©
O subgrupo Z(pl")
da raiz quadrada Unica, por ser de ordem
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impar ([2], Corollary to Th. 3). Por outro
lado, o subgrupo Z(2) © Z (pfr)© -. ©
® Z(j>£if) & proéprio e normal; segue-se
([2), Th. 4) que 2(2»(2m + 1)) é um
grupo de sacos:

A seguir veremos uma maneira de
construir, efectivamente, todos os endomor-
fismos de sacosr de Z(2°(2m + 1)).

Como Z(2(2 m+ 1)) 6 ciclico, qualquer
de seus endomorfismos é da forma

a X rx ,re Z.

Por outro lado, a é um endoformismo de
sacosr de Z(2'"(2m - 1)), se e somente se
(2r2 + na?=0, xeZzZ2" 2m+ 1)) ([2],
Lemma 2). Portanto, encontrar todos os
endomorfismos de sacosr de Z(2'(2m + 1))
significa encontrar as solugbes da con-
gruéncia

1) 2r2+ r=0 mod 2" (2m+l),

ou, equivalentemente, as solucdes inteiras r
da equacao

0 r= L£v /1 + 23+»(2»i + |)|*_,
4
para Kk inteiro positivo.

E imediato que 1+ 2 "(2m + Ik _ 25,
para n_0, m_|,&>0; portanto, se
1+ 2°+»(2m+ admite uma raiz qua-
drada inteira, entdo (2) tem uma e uma sO
solucdo inteira. Trata-se, por conseguinte, de
resolver a congruéncia

@) M2= 1 mod 2S+»(20T+1),

a qual tem solucdo, se e somente se sdo Sso-
lGveis as congruéncias

) «2=1 mod 23 +»
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e

(5) u' =1 mod pj<, t>=1 ,, 00, «,
onde 2m + 1= p”eeep®~ € a decomposi¢do
canbnica de 2m+ 1.

Nao ¢é dificil ver que as solucbes de (4)
sdo 1,23 +»—1,22+»+ 1 e 2+»—1 e as
de (8), 1 e p« — 1 (entendendo-se por todas
as solugdes aquelas contidas num conjunto
completo de residuos). As solucdes de (3)
sdo obtidas a partir dessas por meio de com-
binacdes determinadas (v. [5], por exemplo).

Adiante veremos que o numero de endo-
morfismos de sacos:1 do grupo Z(2"(2m + 1))
¢ precisamente 2'. Para o momento, verifi-
caremos que tal numero é ~ 2'. Neste sen-
tido, tem-se o0 seguinte

subgrupos de
de algum
sao 0s pr
destes
4 a

LEMA oS Uinicos
Z (2" (2m + 1)) que sd&o imagens
endomorfismo n&o nulo de sacos:
-subgrupos de Sylow e somas directas
subgrupos, onde 2m+ 1= p* eeep
decomposicdo candnica de 2m f 1.

DEMONSTRAGAO E imediato que 0s pi-
-subgrupos de sv.ow € somas directas arbi-
trarias dos mesmos sao imagens de algum
endomorfismo né&do nulo de sacos: [2]; isto
¢ o0 que, em esséncia, mostrou-se no Teo-
remal .

Suponhamos que existe um primo p que
divide 2m + 1 tal que existe algum ”-sub-
grupo ndaode svLow que é imagem de algum
endomorfismo de sacos: ; ter-se-ia, entéo

Z(2»2m+ 1) » Z(p>-i) © (Z[pi) © G),
0<j<e,
= {Z{p*-*)®Z{p1))®GC,

onde G é um subgrupo de ordem

2»(2m + 1)/p".
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Gomo so6 existe um subgrupo de ordem p',
resulta

2(il=2(r)e2(p),

0 que constitui um absurdo, uma vez que 0s
Unicos subgrupos de Z(p"') séo

2ZXP"R e+ 2 Z(P)B 10}.

O numero de endomorfismos

de JACOBI de Z (2 (@2 m + 1) &~ 25,

COROLARIO.

endomorfismos
precisamente
primos de

TEoOREMA 2. O nUmero de
de sacos: de Z(23(2m+ 1)) é
2", onde s €& o numero de factores
2m + 1.

DEMONSTRAGAO. Vimos acima que onu-
mero de endomorfismos de sacos:r de
Z@2»(2m+ 1)) é ~ 2'. E suficiente mostrar
agora que nédo se pode ter

Z(2»(2i» + 1)y=Z(2»(2fii+ 1)),

com a=£ir,a e r endomorfismos de sacos
de Z(2"(2m+ 1)).
Ponhamos G —Z (2" (2m+ 1)). Tem-se

entdo ([2], Th4):

G = N,@G, N, mm ker a
mm iV, © (?, iV,= kerr~
Como (r é ciclico finito e G" = Cf, re-

sulta N, = N..
Seja areC?; entdo tem-se ([2], Th 4):

2rxeG"
2 sX G,

X = X, — 2rx, x.eN;,

— X, — 28X, xe N,

Das conside-
rx=:sx,\fxeG;

onde a:x-*rx
racbes acima resulta
logo, o= T.

€ T.X-+8X.

I, Resumindo, obtivemos que os Unicos
grupos ciclicos de sacos: sdo os isomorfos
aZ@2»(2m+ 1)), mX 1, n”™ 0; além disso,
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se s é o numero, de primos distintos que
dividem 2m+ 1, entdo Z(2°"Q2w+ 1))
admite 2' endomorfismos de sacosi.

Observemos que o grupo Z(p’>) ,p, impar,
possui exactamente um endomorfismo néo
nulo de (que é um automorfismo).
Com efeito, Z (pf ) tem um e um sé automor-
fismo de sacos1 ([2], Corol. to Th 3). Supo-
nhamos que ff fosse outro endomorfismo
ndo nulo de sacos: ; entdo, como a nao é
um automorfismo, resulta que é sua imagem
um factor directo préprio. Mas, isto é
absurdo, uma vez que Z(p”) € indecom-
ponivel.

Como consequéncia obtemos uma maneira
simples de escrever todos os endomorfismos
de Z(2"(2n» - 1)) a partir do endomorfismo
nao nulo de Z(pf ), i= 1, e+, * e do en-
domorfismo nulo. Com efeito, a aplicacdo

JACOBI

tt:(a?,, *, Teee *#) - (0, »*,eee><") |

onde ffi ou é o automorfismo de sacos: de
Z (pi<) ou o endomorfismo nulo, é evidente-
mente um endomorfismo de sacoe:r de
Z(2»(2m + 1)). Obtemos, por este pro-
cesso, 2' endomorfismos de sacos: distintos
de Z(2»(2m-f 1)). Pelo Teorema 2, estes
sdo realmente todos os endomorfismos de
sacos1 de Z(2»(2m + l))

Convém, talvez, observar que o processo
de construir um endomorfismo de
para o grupo todo a partir de endomorfismos
de sacosr dos factores directos 6 valido para
um grupo decomponivel qualquer. Recipro-
camente, dado um endomorfismo de
ff de um grupo decomponivel, poderiamos
pensar em verificar se ele induz um endo-
morfismo de s;acos1 em cada factor directo.
A resposta é afirmativa para os grupos ci-
clicos (o endomorfismo induzido podendo ser
0 endomorfismo nulo), uma vez que nesse
caso tem-se a(H)"H, onde Il 6 um factor
qualquer. Se a restriccdo & de ff ao factor

JACOBI

JACOBI
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directo H comuta com a projeccdo e sobre
H, entdo 5 é um endomorfismo de sacos:
de H.
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Nota a «Um novo método
da raiz

de extracdo

por Ruy Madsen

Preliminares

Apresentamos no artigo acima, publicado
In «Gazeta de Matematica», 98-99/1965,
um algoritmo e seu ensino, baseado em pro-
priedades das sucessfes de impares e de
pares.

O propoésito desta Nota é apresentar uma
modificagdo do algoritmo, utilizando somente
a sucessdao de impares : soma e impar suces-
sivo ; e, ao final, provar que desta forma se
chega ao algoritmo tradicional.

ModificacGes

Sejam Z impares no primeiro intervalo.
No segundo intervalo separemos a suces-
sdo de impares da seguinte maneira :
2Z + 1, 2Z + 3, 22+ 5,-..
de onde teremos, no segundo intervalo, além
das quantidades fixas 2Z, uma nova suces-

sdao de impares, também iniciando com a
unidade.
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Introduction to the

numeérico
quadrada»

Barbosa

Dividamos a diferenca D (do segundo
intervalo) por 2Z, obtendo-se um numero
q possivel de impares do intervalo, cuja
soma é (.

Desde que D = 2Z «q-{r,
deverad ser maior ou igual a (.

Satisfazendo essa condicdo, a raiz qua-

drada ser& Z+ g eoresto R=r—q.

0 resto r

Em caso contrario, diminue-se o valor
de q.
EXEMPLO
~3351
1 3
50 impares 100 100...
2500 3351
D = 851
851:100 6 3 =8 6 sobra r= 51; mas

g —64 > 51; reduzimos q para 7 e sobra
r=151, e, o resto serd& # =151-49 =102 .
Conclusdo : ~3351 = 50+ 7= 57.
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Algoritmo Modificado

y/3351 50
2500 X 2
851 100x8 =800 100x7 = 700
800 Teste: 8= 64 Teste: 7°=49
51 (ndo serve) Raiz= 50+7=57
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pelo dobro de Z, e ainda faz-se o teste da
nova sucessdo de impares, cuja soma é (,
isto é, q é tal que 2Z +q + g é o maior
numero inferior ao resto N — Z', que é
justamente o que se faz no algoritmo tradi-
cional: 2Z + q)q.

O que se féz foi simplesmente separar o
calculo g° do teste para uma melhor apren-
dizagem.

100+
151
49- EXEMPLO :
R « 102
va'aal 50
) o . ) 2500 X 2
Prova da identificacdo dos algoritmos
851 100 100
.. N 749 8+ 7+
Da exposicdo resulta que para a extracdo
da raiz quadrada de um namero A", sub- 102 108 107
trae-se de A’ o quadrado de Z, procura-se X 8 X 7
um numero ¢ tal que seja o quociente de N 864 749
Ordered  semigroups which contain zeroid elements
by C. W. Leininger
In [1] cLtirrorp and wmiLier show that if 1. Introduction.

a semigroup S has a zeroid element, then
then its kernel is the subgroup K of zeroids
of S. Furthermore K determines a parti-
tion G of S in a certain way. The purpose
of this paper is to consider such a semigroup
under the suppositions that K is a nonde-
generate subset of 8 and there is a compa-
rable pair of elements of S not both in the
same set of G. We find that K incIindes a
subchain Q of S which is o-isomorphic to
the additive group of integers. Some aspects
of the structure of ordered semigroups with
zeroids elements are then investigated.

If z denotes the identity element of K,
then the subsemigroug J such that

J=|»:xeS xz —zx = 2\

is called the core of S and the set J\JK
is called the frame of S. For convenience
we summarize from [1, p. 121] the following
properties pertaining to the gross structure
of S:
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Pl. If Ju) —\:xeS, uekK, ka =
= zx = N1, then the collection of the sets
Jin) is the partition G (note J (z) = J) .

P2. If ael(u) then

abe J{u v).

and beJ{v),

P3. If aeJ(u) then ar =

»0 and «0 =t)B.

and veK,

If *S is ordered, it is apparent that it also
possesses the following properties :

P4. If ae J(it), beJ(v) and M < t?,
then b a.
P5. If aeJ{u), bed(v), u™=v and

a< i, then «< v.

Pe. If a and 0 are in
c< 6, then ce J(u).

«/(u) and a <

2. Semigroups
condition.

with the comparability

It is readily established that no finite semi-
group with zeroid elements has this property.

theorem 1. Suppose S is an ordered
semigroup containing zeroids u and v, and
there is a pair a, b of elements of S such

that a is in J(u), b isin J(v) and a< b.
Then there is an infinite, cyclic and totally
ordered subgroup Q of the kernel K of S
and a subsemigroup T of S such that Q is
the kernel of T.

As the conditions of P 5 are met,
we have u < v. Since u~'=j=v~',z = ul' <
vu'. Let g denote vu-'. Then z<q
implies q< g since g is not idempotent.
It follows that for each positive integer
n,qeK and " < q"'*, and since g <z,
it also follows that g-" 6if and g-(""+D < g-».
If Q denotes the chain generated by g and

PROOF
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T = \X:xeJ(v),veQ\, then by [1, pp. 121-
-123], T is a semigroup with Q its kernel.

An example of a totally ordered semigroug
which is not a group is given by (S, + , <),
where S = J\Jx, [/ is the additive group
of integers with the natural ordering, X + x—
XX + n=n+ x=n for each integer n,
and 0 < X< 1.

3. Structure theorems.

It follows from P 3 that the frameof S is
a subsemigroups of S. Hence if S satisfies
the conditions of Theorem 1 and J is a
subchain of S, it follows from P 6 that
JJ Q is also a suchain of S. Itis known
[1, p. 120, Theorem 3] that the mapping
a-+za(za), aes, is a homomorphism fx
of S onto K. We apply the latter concept
to an ordered semigroup.

tweorem 2. 1f S is anordered semigroup

containing zeroid elements, and if its kernel K
is a subchain Q of S which is generated by
the zeroid ¢, then p is the only o-homomor-

phism of S onto K.

rproor. Denote by Xan o-homomorphism
of S onto K. Since A(z)= z, if ue Q and
aeJ(u), then A(M) = I(za) = zA(a)= A(a).
Furthermore, since Q is o-isomorphic to the
additive group | of integers and the iden-
tity mapping is the only o-automorphism of 1,
it follows that A(a) = za.

We note that in the above example S is
not Archimedean and contains no anomalous
pair as defined by [2,p. 162].

tveorem 3. Suppose S is a totally orde-
red Archimedean semigroup containing zeroid
elements. Then (i) J(z)= z and (ii) ifS ™ K,
then S contains an anamalous pair.
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PROOF (i) If xed(x),x"rz, then by
P2, ®"ed(z")=J(z),n=1,2,3. -. Accor-
ding to P 6 and Theorem 1 no interval of

J(z) contains the generator q of the sub-
group Q of K. But there is an interval of
J@z) which contains z and a?". Hence

X" < q.

(ity Since J(z) = z, P4 implies that a, b
is an anomalous pair if there is a « in A’
such that a6J(u) and 6e J(u).

It may be observed that if K— Q, as in
the example, then Theorem 3 (i) takes the
following stronger form.

theorem 4' Suppose S is a totally orde-
red semigroup containing zeroid elements and
the kernel K of S is cyclic. Then S is
Archimedean if and only if J(2)= z.
Matrices

whose sum is the identity
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PROOF If S is Archimedean, then
J(z) = z according to Theorem 3. Suppose
J@z) = z. 1t follows from Theorem 1 that
K is an infinite subchain of S. Hence if
UGK, M>2 and m is a positive integer,
there is a positive integer 2 such that
u* > i™ . Since if ae J(u), then a"e J(),
it follows from P4 that a"> u". If u< z,

it can be shown similarly that a™ < u~".
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matrix

by G. N. de Oliveira

Coimbra

1. Let Ai(i= 1, ¢s», m) be nxn com-
plex matrices and let n< denote the rank of
Ai.  In [1], p. 68 the following problem is
posed :

If the matrices A(i =1, eee m) are symme-

trie and ~ Ai = E (E denotes the nXn
<—i
identity  matrix), show that the  following
statements are equivalent
a) A = A »>—1,...,m)
by 2 v —»
ee=]

) AAi = Q (=1, m; iz

In [3] it is asked whether it ia possible
to drop the condition that the matrices
Ai (i= 1, ¢»» m) should be symmetric. In the
present note we answer this question in the
affirmative. So we no longer assume that
the matrices A(i= 1,ees ,jn) are symmetric.

We prove first that a) implies b).

If At is idempotent there exists a non-
singular matrix T, such that (see [2],
Vol. I, p. 226)

() Ai = Tidiag(I7T.771, (V-TTO)JT".
This can be proved very easily if we note
that Ai is idempotent if and only if each
diagonal block in its soroan normal form
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is idempotent. Let tr A denote the trace

of A . Then (1)gives

tr At = tr diag (1, *¢¢, 1,0, ¢+, 0)= n.

m
On the other hand we have trE = 2

»=i

trA,

m
and so w= 2 "<e
o=
We show now that b) implies c). This has
been proved by DJOKOVIC, LANGFORD and
others (see [3], where a stronger result due
to R. C. THOMPSON is mentioned). For the
sake of completeness we repeat a proof here.

Let »i", oee, be a basis for the range
of Ai. Letx beany « dimensional vector.
We have

which proves that any x can be expressed
as a linear combination of the vectors
m

XN, eee ai? = 1,c°e,m). As 2 **=7'>
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the nnmber of these vectors is exactly n
and so they must be linearly independent.
It follows that any x can be expressed uni-
>3
quely in the form x= 2
o= |
ging to the range of A, namely x = A X.
Therefore A Ax = 0 (i=f=}, x arbitrary)
and so AjJA = 0 (iFj=)).
Finally we show that c) implies a).
TO
Multiplying 2 -~>= E by A weget

with X, belon-

Al = Aj
and the proof is complete
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Sobre os teoremas de Zorn, de Zermelo

e de

por Constantino

Bernstein-Cantor

M. de Barros

Instituto de Matematica da Universidade Federal Fluminense, Brasil

Os teoremas referidos acima sado deduzidos
facilmente de um bem conhecido lema que
assegura a existéncia de partes bem orde-
nadas compativeis com uma funcdo dada.
De passagem da-se umademonstracdo sim-
plificada désse lema.

I. Sejam E e F conjuntos. Uma relagao
univoca de E para F & um subconjunto /

do produto cartesiano E x F tal que se
{xy), (X" yef e x—x', entdo y =y".
Diz-se que/ ¢é uma funcdo de E para F
se f €& uma relagdo univoca de E para F
verificando a seguinte condi¢do suplementar:
para todo xe E existe pelo menos um y 6 F
tal que (x,y)ef. Se f é umafungdo de
E para F, entdo para todo xe E existe
um unico elemento de /', indicado por
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f(x), tal que (x,f(x))ef. Uma aplicacdo
¢ um terno (F,f,E) tal que f seja uma
funcdo de E para F. Uma funcdo f de E
para F, resp. uma aplicagdo (F,f,E),
é dita bijetiva se para todo ye F existe um
Unico elemento xe E tal que y =/(¥*)

Diz-se que ~ é uma relacdo de ordem
sbbre o conjunto E se ~ é um subcon-
junto 4 E x E satisfazendo os trés seguin-
tes axiomas :

(ROI) Se xeE, entdo x ZLx;

(RO2) Se x”~Ly e y ™z, entao xN.z;

(R0O3) Se x~Ly e y ™, entdo x zly;
onde x Z7y significa (@?,M)e

Seja (E, £) um sistema ordenado, isto
é, ¢ uma relacdo de ordem sdbre i?.

Para cada xe E p0e-se

A = ~\* x]= Ww\toeE e wzLx\ .
Por A indica-se a fun¢do de E para
B3(2?) tal que A@) = A se xeE. Por

(3(2?) nota-se o conjunto formado por todas
as partes de E.

prorosiciao 1. Se  é uma relacdo de
ordem sbbre E, entdo existe uma Unica
fungdo A de £ para @ (E) tal que

(FO1) Se xeE, entao icA,, onde
A*= AX);

(F02) Se (x, yyeEXE e xeA,, entédo
A* c: Aj,;

(FO3) Se (x,y)eEXE e A - A,,
entdo a=vy;

(F 04) Se (xy)eEXE, entdo a; N

se, e somente se a:e A,.

Reciprocamente, se A é uma funcdo de E
para (3(E) satisfazendo (FOI), (F02) e
(F 03), entdo existe uma uUnica relacdo de
ordem ~ sbbre E tal que A@)= A =
= ] <~,x] para todo xeE.
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Seja ae E. Diz-se que a ¢é maximal se
o conjunto |a;|la:6i? e a<a?j é vazio. Seja

X CZE . Diz-se que a € uma cota superior
(resp. inferior) de X se x™a (resp. aZ.x)
para todo xeX. Diz-se que a é primeiro

elemento de X ae ae X e a é cota inferior
de X . Indica-se por X+ o0 conjunto das
cotas superiores de X . Designa-se por Pri
a relacdo Univoca de @B(E) para E tal que
(X, a)e Pri se, e somente se a é primeiro
elemento de X. Diz-se que X possui pri-
meiro elemento se existe ae E tal que
(X,a)ePri. Indica-se por Sup a relagao
univoca de (3(i?) para E talque (A',a)eSup
se, e sO se (A+,a)ePri. Diz-se que X
admite supremo se existe se E tal que
(X, s)eSup. Se X admite supremo indica-
te por SupA o elemento de E tal que
(X, SupX) eSup e diz-se que SupX € o
supremo de X.

Seja K um subconjunto de E. Diz-se
que K é bem ordenado (por ~) se todo o
subconjunto A de A" possui primeiro ele-
mento. Portanto K 6 bem ordenado se, e
s6 se para todo Xd K existe ice X tal
que we () A,.

xeX

Diz-se que (E, ™) ¢é bem ordenado se E
é bem ordenado por ~

Por (3.(E) indica-se a colecdo constituida
por todas as partes nado vazias de E. Uma
funcdo escolha s6bre E é uma funcdo o de
(3. (E) para E tal que a(A) 6 A para todo
Xefi {E).

2. Seja (E,f,~) tal que (E,f, E)
seja uma aplicacdo e (E, Z) seja um sis-
tema ordenado.
verifica

LEmMA 1.

& (x,a)eEXE

(Cf) x~a ou f(a)"x,

entdo (x,a) verifica também a eondicdo :
(Nf)

se a< x, entdo f(a) ™ x.
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Se além do mais a” f(a), entdo

(C) a< x ou x” a.
Reciprocamente, se um par (x,a)eE X E
verifica (N') e (C), entdo (x ,a) satis-
faz (CO-

DEMONSTRACGAO (CS):>(N') Se a<Xx,
entdo x-"a, logo f(a)Z.x por (C-M).

(C-Q=>(C). De facto, se a ™ a, entdo
azZf(a Z x . A reciproca 0 trivial.

tema 2. Se (x,a)e EX E satisfaz a

condicdo (C'), ese x f(x), enido (f(x), a)
também satiisfaz  (C).

DEMONSTRAGAO Se x<a, entdo f(X)Za
pelo lema 1. Se » = a, entdo f{A)"LF(X).

Se f(a)zlx, entdo f(a)zIxZIf(x). Logo
f(»)Na ouf{a)nrf(x).

Seja A' uma parte de £. Para cada sub-
conjunto A de AT se escrevera

CKA = jo?|EceA"™ ese aeA, entdo xZla
ou/(a)ynr>|,

Cx-A = Jg;|laae AT ese aei, entao xZia
ou aZlx\ ,

Ng:A=\x\xeK e se aeA e a<a?,
entdo /(a)™a;j .

Tem-se

CiA=xn cEa e jvid=je"n~iB~-

Do lema 1 resulta: CIA d -2Vij"“*\}) CA.
Se além do mais aZlf(a) para todo aei,
entdo Ci A= #iAf]C. A

Se Ac Kc E, eraiao

LEMA 3.

(Cl) Se ~w é primeiro elemento de K,
entdio w e Cic;
(Cl) Se BcCkA, se B admite  supremo

e se {Sup B)6K, entdo (Sup B)e CkA.

2<

de (C2). De fato, seja

DEMONSTRAGAO

aeK. Se a 0 uma cota superior de B,
entdo (Sup B) Za Se a nd&o é cota supe-
rior de B, entdo existe xeB tal que x “"£fa,

logof(a)Zx. Portanto f(a) Z x Z. SupB .
Consequentemente (Sup E)Za ou f(a) Z.
~SupS. Logo (SapB)eCIA.

Uma parte K de E sera dita uma corrente
em w se (Kjo) satisfazer os trés axiomas
seguintes :

(ch
(C2)
(C3)

f(K)cK;

wekK;
Se A cz K ese A admite supremo,
entdo (SupA) e K.

Se além do mais (K ,w) satisfizer

(C4) Se xeK, entdo w Z x ,
diz-se que K 06 uma corrente de origem w .

Para todo weE tem-se: (i) E € uma
corrente em w; (ii) a intersecdo de todas
as correntes em w € uma corrente em w .

Por K[w] indica-se a interse¢do de todas
as correntes em w e K\w] sera dita a
a corrente gerada por iv.

Da definicdo de K[iv) resulta o seguinte
principio de inducgéo : se Xcz E e se Kw\ f)A'
é¢ uma corrente em w, entdo K[w] ¢ X.

Diz-se que (E,f,Z.) é uma dilatagdo so
(E, zS) 06 um sistema ordenado e f 6 uma
funcdo de £ para £ tal que

(D) Se xeE, entdo x  Z.f(x);

ou equivalentemente
(D) Se weE, entdo [w,>[= WX\ e E
e wZx\ 0 uma corrente em w.

Se (E,f,Z") 6 uma dilatacdo e weE,
entdo K[w~\CZ[w>, -*[, logo w O primeiro
elemento de K[w~\. Portanto E[w] 06 uma
corrente de origem w.
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(E,f, Z) e uma dilatagdo
K[w]d N'K [w], entéo
bem ordenada de (E, Z).

Lema 4. Seja
Se weE e se
K [w] é uma parte

DEMONSTRACGCAO. Seja X <z K [to] tal que
X=fc#, onde 0 é o conjunto vazio. Suponha-
mos que X n&o possui primeiro elemento.
Entdo X~C\X=- 0, onde X" é« parte de
E formada por todas as cotas inferiores
de X.

para todo
«e X.

(et) Seja aeX-~, entdo a<a;
xeX, logo f(a)Zx para todo
Consequentemente /(a) e A'~.

(b) we X~ visto que we- é o primeiro ele-
mento de K [w].

(c) Seja Ac X tal que A admita su-
premo. Entdo para todo x eX se tem
(Sup A) ~ x . Logo (SupA) e X~ .

De (a), (6) e (c) resulta que A~= K[w],
logo A= 0, o que é absurdo.

tema 5. Se (E,f,”) é uma dilatacdo,

entdo K[w]c C'K[w].

DEMONSTRAGAO. Em virtude dos lemas 2
e 3se ae A'[w], entdo o conjunto (A'[w]), =
= \x\xe K[w], xZ.a ou f(a”™x\ 6 uma
corrente em M. Portanto K[w] = (K[w]).

Dos lemas 4 e 5 e do fato de C' K[w] ¢

C Jv~Xfto] resulta

Se (E,f,Z) é umadila-
entdo K[u>] é uma parte
bem ordenada de E. Além do mais w é o
primeiro elemento de K[w] e f(m) = meK[w]
se K[w] admite supremo e m = Sup K[w\

PROPOSIGAO 2.
tacdo e se weE,

cororirio 1 (do ponto fixo para dilata-

coes). Se (E,f,Z) é uma dilatacdo e se
toda parte bom ordenada de E admite
supremo, entdo para cada u>e E existe

me E tal que w”™ m e /(m)=m.
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(1.* forma). Seja
que toda
supremo.
elemento

3. TEOREMA DE ZORN
(E, Z.) um sistema ordenado tal
parte bem ordenada de E admite
Entdo para todo we E existe um
maximal meE tal que wZL m.

DEMONSTRAGAO Seja / a fun(;éo de E
para E definida pela formula:

fa? se ® é maximal,
fOX)— 1
[aQx,

—1[) se x nédo é maximal,

onde o é uma funcdo escolha sbbre E.
O teorema resulta do corolario 1.

4. Seja o uma funcdo escolha sdbre E.
Indica-se por o a func¢do de (3(2?) para
B(E) definida pela seguinte formula: se
X e E, entéo

E se X = E,
XUWa(E —X)\ se

onde E—X = WwWw e E e w$X\ Tem-se
que (3(i?),<r,c) €& wuma dilatacdo Seja
A".[0] a corrente gerada pelo conjunto vazio.
Por A™ se indicard& o conjunto A,[0]—
— \E\ . Se xeE, por A, se indicara a
reunido de todos os conjuntos Ye K* tais
que x$ Y. Emyvirtude de definicdo de A* re-
sulta :

(O*) Se entdo x$ Y se, e so

se 7cAIl.

YeK*,

Para todo xeE existe
indicado por

PROPOSICAO 3.
um anico subconjunto de E,

A%, tal que
(1*1) KeK*;
(1*2) X$A* ;

(1»3) c(E-\) = x

Além do mais se YeK*, entdo r=AJ(,_r).
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DEMONSTRAGCAO. As propriedades (I1*1) e

(I* 2) sdo consequéncias da caracterizacdo de

At por intermédio de (O*) e de defini¢do de

A',[0]. Resta mostrar apenas (1*3). Se
Al (J\<f(E— A%)\ = E, entdo x=a{fE —A¥*)
pois X 4A7T. Se a(At)eK* e x]j S(A*),

entdo o-(A*)cA”, em virtude da definicao
de At ; logo a(E — A*) e At o que é absurdo.

Seja Y tal que YeK; , x$Y e a(E— F) =

= x . Da definicdo de At e de (I*2) resulta
que Y c At. Se Y=f=At, de (1*1) e do
lemma 1 resulta que a(Y) C A*, logo
a(E— Y)eAt, portanto a(E — Y)={=x pois
#NA*, porém isto contraria a hipotese
F) = iC, logo Y=At.

Se YeK* e se »= </(£'— T), entédo

#e Y, logo Y = A* pela unicidade.

COROLARIO 2. Se &,)ye E, entéo

6%
(0.

onde A = AJU .

a-"A* se, e s6 se A*c A*
eceA, se, esébse A, CA,

coroLARIO 3. Seja a uma funcdo escolha
sdbre E. Se a* é a funcdo de A* para £
talque o*(Y) —<JE—Y) se FeA; e A*
é afuncdo de E para A™tal que A*(x)=A,

se X6 E, entdo a* € bijetiva e A* é a
inversa de <r* isto 6, a*A*(x) = x se
XeE e A*G*(Y) = Y se YeK;

TEOREMA DE ZERMELO. Seja a uma fun-
cdo escolha sébre E . Entdo existe uma Unica
relacdo de boa ordem sobre E tal que:
(i) KJ é o conjunto cujos elementos sdo da
forma J«-,x[, onde xeE; ou (ii) c(E—[«-
—,x[)= x para todo xeE. Além do mais
A»(x) = J«-,x[ para todo xeE, a(E—Y)
¢ o primeiro elemento de E —Y se Y eK*

o A*. = 0.
DEMONSTRAGAO. Pondo-se x < y se
X, YyYeEXx E e A*czA*, de A= ser bi-

89

jetiva resulta que ~ ¢é uma relacdo de boa
ordem sébre E.
A unicidade é consequéncia do

abaixo aplicado a A=A _[0] e a

lema 6

A'=A*(0)|J\E\ em ((3(A),T,C).

<Sefa (E,”2) um sistema orde-
nado tal que tdda a parte bem ordenada
admita supremo. Seja f uma funcdo de E
para E . Se weE , entdo existe no maximo
um subconjunto K de E tal que

LEMA 6.

(1) K é uma corrente de origem em w.

(2) Se xeK, entlo x™N f(x); se
(x,y)eKxK e x~y~f(x), entdo x=y
ou y= f(x);

(3) K é bem ordenado ;

(4) Se peK « p= f(p), entdio x"p
~>ara todo xe K .

Se além do mais x~f(x) para todo xeE,
entdlo K [w] ~ a Onica parte de E verifi-

cando as condigbes (1), (2), (3) e (4) acima.

DEMONSTRAGCAO. Seja A" uma outra
corrente de origem to. Tem-se Kc¢ K"
De fato, em caso contrario K—K'=f=$.

Néste caso seja q 0 primeiro elemento de
A—K"', o qual existe visto que K ¢é bem
ordenado. Seja A\(K)=\xeK e x< qg\.
Da definicdo de g resulta A£(A)cz KCK'.
Seja s= SupA, (A"). Das duas uma: s<q
ou *= (.

Caso 1. Seja «< . Como «<?</(»)
é impossivel, e nt @ o pois q,f(s)eK
e A 6 bem ordenado. Ora/(s) < implica

/(«) = * em virtude da definicdo de * e de

(2). Se/ («¢y= q, entdo o;=/(s)eA", pois
se K, o0 que também ¢ absurdo pois

Coao 2. Seja s=g. Ora A*(A)C A"
e K' é uma corrente, logo ge K, pois
g«=»s, mas qgeK—A". Portanto éste

segundo caso é impossivel.
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Conseqléntemente K— A" = 0. Portanto
K a K'. Pelas mesmas razfes K'a K.

Das proposi¢des 1, 2 e do lema 5 resulta
que K = K[w] satisfaz (1), (2) e (3). Resta
apenas demonstrar (4). Se peK[w] e
p=f{p), entdo [to, p] é uma corrente em
w, logo K[u>]a [io ,p].

5. Diz-se que (A,/,”) €é um sistema
crescente se (A, 1) é um sistema ordenado
e / é uma funcdo de A para E tal que

(FC) entao

Se (x,y)eEXE e XxZ.y,

LEMA 7 (do ponto fixo para fung¢des cres-
centes). Se (E,f, ) éumsistema crescente
e tdbda parte bem ordenada de E admite su-
premo, entdo existe mMG6E tal que m= f (m).

DEMONSTRAGAO. Seja W = WX\xeE e
XN FOO\ O conjunto W é uma corrente
de origem O «=SupO0. Aplicando o coro-
lario 1 a {W,f A TN), onde f,(*)=/(«)
para todo xeE e ~, —(Wx W)fl ~,
resulta que existe um elemento meW tal

que m= f (wi) .
TEOREMA DE BERNSTEIN-CANTOR. Sejam
(F,g,E) e (E,h,F) aplicacbes injetivas,

i. e,se x,x'eE, sey,y'eF ese g(x) =
=g e h(y)= h(y"), entdo x = X' e
uma fun¢do bijetiva f

y = y'. Entdo existe
de E jsara F.
DEMONSTRAGAO. Seja 0 afuncdo de @ (E)

para (3(A) tal que para todo X 6[3(A) se
tenha 9(X)=C(/.(C(ir(2)))), onde C(Y) =
= A—y se YcE. O terno ((3(A),6 ,c)
¢ um sistema crescente. Pelo lema 7 existe
um elemento E, e @(A) tal que 9(A,))= A,.
Seja A, =sr(A,); entdo C(A,)= A(C(A)).
Seja / a funcdo de E para A tal que para
todo xe E se tenha f(x)= g(x) se xe E,
e h(/(»)) = a; se a,e C(A,). Da definigao
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de / e do fato de g e £ serem injetivas
decorre que / 0 bijetiva.

6. Nas demonstrac¢des acima, dadas para
0os teoremas de zoRrN, de ZzeERMELO e de
BERNSTEIN-CANTOR usou-se fragmento (pro-
posicdo 2 e lemas 6, 7) do seguinte resultado
basico :

TEOREMA DA EXTRAQAO DE PARTES BEM
ORDENADAS E DO PONTO FIX0. Seja (E,f,”)
uma dilatagdo ou um sistema crescente. Se
toda parte bem ordenada de E admite su-
premo, entdo existe uma Unica parte de E,
indicada por K, tal que (K,w) verifica as
condigées (1), (2), (3) e (4) do lema 6, onde
w=Sup 0. Além do mais i(SupK) = SupK.

7. Seja (A,N)
Seja X
que X é

um sistema ordenado.
um subconjunto de A . Diz-se

(t. 0.) totalmente ordenado se para todo
(x,x")exXxX se tenha x™x' ou  x<ZIx:
(p. b. 0.) parcialmente bem ordenado se
téda parte totalmente ordenada nédo vazia
contida em X possui primeiro elemento;
(f. d.) filtrante (& direita) se para todo

(X', x™e (X x X) existe um elemento xe X

tal que x* x e X" X
Por A'* indica-se 0 subconjunto de A
constituido por todos os elementos ye E

tais que y <£x para todo xeX. Tem-se

Por C * , (resp. C+) indica-se a relacao
de ordem sdbre (3(A) definida do seguinte
modo :

Xe* Y se,esdose XCZYe F-lci™*.

(resp. Xc'Y se, e sO se le Y e

Y—XcX +).
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A relagdo de ordem C
chamada a (#)-inclusdo
associada a (E, ™).

(resp. ¢ ") sera
(resp.  (Jfc)-incluséo)

PROPOSIGAO 4. Seja 9 um conjunto cujos
elementos sdo partes de E. Se 9 é filtrante
pela (4£)-incluséo (resp. pela (-f-)-incluséo),
entdo 9 admite supremo com respeito a

d*(resp. c*) e

(resp. Sup 9=
+

Sup”=((3™) (U=)),
#

onde Sup 9 (resp. Sup ff) indica o supremo
# +

de 9 com respeito a (=£)-inclusdo (resp.

(4£)-inclusdo).

DEMONSTRAGAO. Seja X = U &-

(@) Tem-se X<zZ"X para todo X ,eff.
De facto, seja icei— X,
X$ e9 tal que we X$, porém 9 é filtrante
pela (#)-inclusdo, logo existe Xje9 tal
que X, C X-j e we XM—X, .

entdo existe

Conseqlén-
temente we xjf, portanto X ,c X.
(6) Seja W uma parte de E tal que

X, W para todo X, e9.
elemento de W— X ;

Seja w um
para todo X, e ff se

tem : we W — X*, logo we X", portanto

wel”. Consequbntemente | e W.

LEMA 8. Seja ff um coniunto
mentos sdo partes parcialmente  bem ordenadas
(resp. totalmente ordenadas) de E munido de
ZI. Se 9 @ filtrante pela (")-inclusdo, entao
((joF)= Sup ff e Sup ff é parcialmente bem

cujos ele-

ordenado (resp. totalmente ordenado).
DEMONSTRAGAO. Em virtude da proposi-

¢do 4 resta apenas mostrar que (U”) ¢é

parcialmente bem ordenado (resp. totalmente

ordenado). Seja X — (\Jff).Seja H uma
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parte totalmente ordenada né&o vazia de E

e tal que H a X . Existe Xeff tal que
Hf)Xa=f=&. Seja a o primeiro elemento
H C)X,. Tem-se que a é também primeiro

elemento de H. Com efeito, para todo

xeH existe X7Meff tal que X ,c X* e

xeXp, pois ff é filtrante pela (4£)-inclusao.
Das duas uma: xe X, ou eeZp —X, . Se
xeX, , entdo aZlx . Se xe X$—Xa.,
entdo X a pois X, Xp , portanto
aZ x, pois axe Il e H ¢ totalmente
ordenado.

COROLARIO 4. Seja 9 um conjunto cujos
elementos sdo partes bem ordenadas de E

munido de z. . Se ff ¢é filtrante pela
(-(-)-inclusdo, entdo (U°0= Sup”™e (Supi>)
+ +

6 uma parte bem ordenado de E.

8. TEOREMA DE zZORN (2." forma). Seja
(E, Z~) um sistema ordenado tal que tdda
parte  bem ordenada de E possui uma cota
superior. Entdo para todo weE existe um
elemento maximal meE tal que wZ m.

DEMONSTRAGAO. Seja S8, 0 conjunto for-
mado por tddas as partes bem ordenadas
de E que tém w por cota inferior. Do
corolario 4 resulta que se, munido de c¢
satisfaz a seguinte condi¢do : ne ffd 3S, e
ff € bem ordenado pela (+ )-inclusdo, entédo
X=Sup”™ e Xec&, Da |.® forma do teo-

+
rema de zorRN resulta que existe
maximal em 3B, munido da
Logo M=M[J W\ se w f&''r cota superior
de M. Portanto M* = \m\ e meN. Con-
sequentemente wZm e m é maximal em
(E,zl).

Me3£,
(+ )-incluséo.

9- Seja (E, Z) um sistema ordenado.
Se M e A s8o partes de E diz-se que M
é cofinal em i se Jlici e para cada ae A
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existe we M tal que aZ w. Se M for
cofinal em A, entdo M+—A + e A admite
supremo se, e s6 se M admite supremo.

LEMA 9.
M cofinal
bem

Para toda parte A de E existe
em A tal que M seja parcialmente
ordenado.

DEMONSTRAGAO. Seja 3S, 0 conjunto das
partes parcialmente bem ordenadas contidas
em A. Pelo lema 8 e pela 1* forma do
teorema de /.URN existe um elemento  MeX,
maximal em 9Bj munido da (#)-inclusao.
Resta apenas, mostrar que M ¢é cofinal em
A . Se M nao fosse cofinal em A, entdo

para todo ae A — M se teria ae , logo
M (J ja| seria parcialmente bem ordenado e

M\J \a\ a A, porém isto é absurdo visto
que M é maximal em fS,

Do lema 9 deduz-se :

PROPOSIGAO 5. Seja (E, um sistema

ordenado. As seguintes condi¢cfes abaixo sédo
equivalentes

(BlI) Toda parte bem ordenada de E possui
uma cota superior (resp. admite supremo) ;

(T1) Toda parte totalmente ordenadade E
possui uma cota superior (resp. admite su-
premo).
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OBSERVACAO. Se X)Yc+W, entao
Il c+r ou YcztX Seja 9. um conjunto
cujos elementos sdo partes de E. Com res-
peito a (+)-inclusdo 9 ¢é totalmente orde-
nado se, e s6 se 9 for filtrante.

10.
sulta :

Do lema 7, por relativisacdo, re-

corRoLARIO 5. Seja {E ,f, ) um sis-
tema crescente tal que toda parte ndo vazia
e bem ordenada de E admita supremo.
Para todo weE tal que w<_f(w) existe
me E tal que w< m e/ (m) = m.

No corolario acima, a hipotese w <
é essencial

f(w)
como mostra o seguinte exem-
plo : seja &=\{Xy)\(x,y)e EXE e x=y\;
se / é uma funcdo de E para E a qual
ndo admite ponto fixo, entdo (E,f,A.) é
um sistema crescente tal que téda parte ndo
vazia e totatmente ordenada de E admite
supremo.

COROLARIO 6. Seja (E,f,”) um sis-
tema crescente tal que E seja finito. Se E
possui primeiro elemento ou se existe um
elemento weE talque ir</(«>), entdo/
possui ponto fixo.

Sobre a determinacao do contradominio
de certas funcbes de  matrizes
por G. N. d» Oliveira
Coimbra

1. Seja <8 um conjunto de matrizes e &
um conjunto arbitrario. Seja y—f(A) uma
cfungdos que toma valores em 9 quando A
percorre <6« Suporemos que f pode ser
multivalents, isto é, que a cada matriz A
podem corresponder varios elementos de 9,

Designemos por ~(0) o contradominio de
/, isto é, € 0 subconjunto de 9 defi-
nido por

¢ um dos
a A.

yenN(6)<=-=>3766 tal que y
elementos de ‘9 que f faz corresponder
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0 problema que aqui nos propomos tratar
¢ o da determinacdo de ~/(Q) para varias
concretizagbes de ©, 9 e /. Problemas
deste tipo tém, ultimamente, sido tratados
por varios autores embora nem sempre se
Ihes tenha dado esta formula¢do. Formu-
lagdes bastante semelhantes podem encon-
trar-se em [8] e [16]. Vejamos alguns
exemplos.

Seja @ o conjunto das matrizes simétricas
reais de ordem n. Seja 9 o conjunto das
sequéncias 'y = ().,,-*-, |, ;a ,***,a,) em
que os h e a, sdo numeros reais e se supde
que AjX eeen X . Além disso, dois ele-
mentos de 9 que s6 difiram pela ordem dos
~ néao sdo considerados distintos. Definamos
agora uma fun¢do f em © e que toma va-
lores em 9 do seguinte modo :

(X,, yO0,,.-., a»)—f(A)
se e sOse X,,.*+, |, sdo os valores préprios
de A e a ,***,«, sdo os elementos prin-
cipais de A. Poe-se agora o problema:
determinar o contradominio desta funcéo.

Sejam a, e¢e+e¢,a» 0s ndmeros a,, *e°,a,,
mas escritos por uma tal ordem que
a, N eee N a . De acordo com MIRSKT [14]
y e 9f(Q) se e sé se

* k

2 N DN
<i=i i=i

(* = i »*een»)»

verificando-se a igualdade para k —n .

Gracas a este resultado, dado um elemento
y de 9, podemos sempre decidir se y per-
tence ou ndoa " (©).

Seja agora C uma matriz complexa, fixa
do tipo kX k. Designemos por © o con-
junto de todas as matrizes complexas, qua-
dradas, de ordem n (n> k) cuja submatriz
contida nas primeiras k linhas e k colunas
¢ C. Seja 9 o0 conjunto de todos os poli-
nomios de coeficientes complexos, de grau
n e primeiro coeficiente unitario. Finalmente
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seja / a seguinte funcao: se AeQ, f(A)
¢ o polindmio caracteristico de A. Qual
o contradominio de / ? A solucao deste pro-
blema, que aqui ndo apresentamos por ser
demasiado longa, pode encontrar-se em [20]
e [21].

Como estes dois exemplos deixam ver, um
sem numero de problemas do tipo conside-
rado acima pode ser formulado. Como vere-
mos, muitos deles s@o extremamente dificeis
e entdo, em vez da determinacdo de &/(<5),
podemos, simplesmente, procurar algumas
propriedades deste conjunto. Assim pode-se
perguntar: sera conexo, convexo,
limitado etc., sempre que estas nog¢des tenham
sentido em c?. Podemos ainda procurar sub-
conjuntos 9, de 9 tais que """ (6) ou
*[IT*K©)* * i onde <Prepresenta o con-
junto vazio, etc.

Em [15] e [16] encontram-se interessantes
exposi¢Bes de problemas deste tipo. Estes
dois artigos contém uma boa pai te dos resul-
tados conhecidos na altura em que foram
publicados. No presente trabalho concentra-
remos a nossa atencdo nos casos em que ©
0 o0 conjunto das matrizes estocasticas de
ordem n ou o conjunto das matrizes dupla-
mente estocdsticas da mesma ordem.

2. Uma matriz A = \_aij] do tipo nX n
diz-se estocéastica se

n

ar0 e 2 PR (Tt T )

Estas matrizes tém importantes aplicagdes
no Calculo das Probabilidades. Seja entéo
© o0 conjunto das matrizes estocasticas de
ordem n e 9 o conjunto dos nimeros com-
plexos. Seja /(~&)= um (qualquer) valor
proprio de A. Neste caso especial designa-
remos &f(©) por M, Segue-se pois que
ze M, se e sO se existe uma matriz estocas-
tica de ordem n de que z é uma das raizes
caracteristicas. O problema da determinacgéo
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de M, resulta dum outro um pouco mais
geral, mas que a este se reduz, posto por
KoLMOGOROV em 1937 (veja-se [10]). Se z
é raiz caracteristica da matriz estocéstica

A e=[ciij], satisfard um sistema de equag0es
do tipo
n
zZXi — 2 Ui (FU=t T tee>") >

com um, pelo menos, dos a? diferente de

zero. Sendo |x, \—max|a?|, teremos
i

\z\~r+xa, "\ NM+ta =1

T

e portanto a regido M, esta contida no cir-
culo de centro na origem e raio 1. Este pri-
meiro resultado obteve-se com grande facili-
dade mas a determinacdo completa de M,
foi um problema bastante dificil resolvido em
1951 pOr KARPELEVIC [9]. Mostrou este
autor que M, O a regido limitada pelos

pontos do circulo unitario da forma e""~i~,
em que a e b sdo dois inteiros quaisquer
tais que 0™ a< 6”7 «, e ainda por certos
arcos (de equacdes complicadas, pelo que as
nao reproduzimos) ligando aqueles pontos.

Em 1949 SsULEIMAN OVA prop06s um outro
problema de certo modo parecido com este:
© é o mesmo do problema anterior, 9 é o
conjunto das sequéncias (z,, *-,z,) em que
0os §( sdo numeros complexos, sendo irrele-
vante a ordem por que se encontram escritos
e Ff(A)= (zj,**°,2,) se e sé se z,, **°,7,
sdo os n valores préprios de A.

No seu primeiro artigo sobre o assunto
SULEIMANOVA determinou parte de N (©),
que neste caso designaremos por é>K,,, mas
0 problema continua até hoje sem solugédo
completa.

Uma condi¢do necessaria para que
(zj, ***,2z,) e®iz, tira-se imediatamente. Com
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efeito,
com Ae<5.
para qualquer inteiro positivo k.

suponhamos que (z,, *°**,2z,) =/ (A)
Teremos (z*,¢¢,zE)=f(A")
Como o

traco de A° tem de ser ndo negativo, por
A" ndo poder ter elementos negativos,
teremos

i1z~0 (£E= 1,2,...).

Sabe-se que se os z, forem reais e se
n~ 4 aquela condicdo é também suficiente.
Porém para n> 4, mesmo que 0s z, sejam
reais, aquela condicdo ja nédo 0 suficiente.
Com efeito, nao é dificil provar que néo
existe nenhuma matriz estocastica de 5." or-
dem com as raizes caracteristicas 1, 1,—1/2,
—3/4, —3/4 embora estes numeros satisfa-
cam a condigdo acima. Este exemplo deve-se
a H. PERFECT e podem encontrar-se porme-
nores em [19] e [24].

Em [19] introduzimos um processo para
atacar este problema que conduziu a resul-
tados novos com bastante simplicidade. Esse
processo baseia-se na transformac¢do L que
a seguir definimos.

Seja A uma matriz arbitraria do tipo
nX n, X outra matriz do tipo nX 1 e q
um namero complexo. Prolonguemos A com

a coluna | 1, a direita e com uma linha

Lg J
de zeros, em baixo. Designemos por B a
matriz assim obtida. Seja T uma matriz
qualquer nao singular do tipo (nx 1) X
X(n + 1) e

B T~

(")
Representaremos B, por LT (A) e cha-
mar-lhe-emos transformada L de A.
Seja agora A, = [z] e

(/0

A .., = Lir (Ad (i= i 1 )
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em que X,- e T sao matrizes de tipo con-
veniente. Claro que as raizes caracteristicas
de A, s&@oos numeros Z\, e,z (ao passar-
mos de Ai a A, «introduzimos» a raiz
caracteristica z,.,) e A, apresenta-se assim
como extremo duma «cadeia»

_/\15"".)Ai’ LRI An

em que Ai é do tipo i x i e cada matriz é
uma transformada L da anterior. A ideia
do método é construir A, e depois investi-
gar em que condicdes se pode dispor das
matrizes X, e Ti (i= 1, e*e*,n —1) por
forma que A, seja estocastica. Uma das
dificuldades aparentes do método é o apare-
cimento da inversade Ti (t= 1,¢¢¢,n—1)
no decorrer do processo. Felizmente foi-nos
possivel provar que toda a matriz A, se
pode «construir» pelo método acima usando
sO matrizes T do tipo

"1l 0 .0 cr
0 1 -..0 0
TV-
0 0 e¢¢1 O
«<0. .. «<< 1
1

e efectuando, por vezes, certas permutacoes
de linhas e as mesmas permuta¢des de
colunas em certas matrizes intermédias Ai.
A inversa de Ti obtém-se, trocando simples-
mente o sinal aos «jO0(J 1... Nao

é¢ também dificil mostrar que se tomarmos
A, = [1] e as matrizes T, por forma que

a matriz A, é tal que a soma dos elementos
de qualquer das suas linhas é 1. Para que
seja estocastica sO temos, pois, a preo-
cupar-nos com a nao negatividade dos seus
elementos ! A titulo de exemplo damos uma
proposicdo que se pode obter imediatamente
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com a transformacdo L e que tem como
consequéncia quase imediata um outro teo-
rema apresentado em [25] por H. PERFECT
com uma demonstracdo bastante mais com-
plicada.

TEOREMA 1. Seja A — [aij] uma matriz
estocistica de ordem n. Seja A um numero
negativo e suponhamos que A tem um elemento
diagonal, a.,k por exemplo, tal que |A|*akk. E
entdo possivel construir uma matriz  estocéstica
B de ordem n -f-1 cujas raizes caracteristicas
sdo as de A e o numero A. Além disso os
primeiros n elementos diagonais de B coin-
cidem com os correspondentes de A a excepcao
do da linha k que é a, -J-A; o ultimo ele-
mento diagonal de B é O.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, para fixar
ideias, que k = n. Seja 7 amatriz T atras
definida para i=n com = eee= gWML=0
e TWe=1. Sendo S uma matriz do tipo
(n+ )x(n+1), TST~ obtoém-se somando
a ultima linha de N a pendltima e depois
subtraindo a sua ultima coluna da penul-
tima. Seja

em que todos es elementos da ultima coluna
sdo nulos a excepc¢do dos dois ultimos. A
matriz TCT~" 0 a matriz B cuja existén-
cia se afirma no teorema.

A transformag¢do L admite uma generali-
zacdo natural : antes de se achar atransfor-
mada mediante T prolongue-se A com uma
matriz do tipo (n 4- k) X k colocada adireita
e preencham-se com zeros os lagares vagos
em baixo para que se obtenha uma matriz
quadrada. O uso desta generalizagdo da trans-
formacdo L € de particular utilidade para
o estudo da construcdo de matrizes estocas-
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ticas com raizes caracteristicas complexas.
Tanto quanto nos sabemos o primeiro resul-
tado neste caso (para n > 3) é 0 seguinte

TEOREMA 2. Seja A = [a”™] uma matriz
estocastica de ordem n. Sejam p e g ndme-
ros reais e i= \/—1. Suponhamos que A
tem um menor  principal
tal que |[p|”™ a,,,a.. e |q|”™ a.,,a,,. Entado
a partir de A pode construir-se uma matriz

estocastica de ordem n+ 2 cujas raizes carac-
teristicas sdo as de A e ainda 0s numeros

ptiqg.

A demonstracdo do teorema 1 deixa adi-
vinhar a demonstragdo deste. Para porme-
nores veja-se [19].

3. Se tanto A como A" sao estocas-
ticas diremos que A é duplamente estocéstica.
Ter-se-4 pois neste caso

(FV-" > e »*)e

Se nas defini¢des de M,, e sz, substituirmos
«matriz estocastica* por «matriz duplamente
estocastica» obtemos duas novas regides que
designaremos por D, e $?, respectivamente.
Nenhuma destas duas regides é completa-
mente conhecida embora haja um conheci-
mento parcial das suas naturezas (veja-se [18]).
Claro que
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Uma via que seria interessante explorar
seria a da procura de relagbes entre D, e
M, por um lado e $3, e por outro
(veja-se [19], Capitulo111).

A transformacdo L, embora ndo pareca
tdo apropriada para o estudo de matrizes
duplamente estocasticas como para o de
matrizes estocasticas, pode contudo conduzir
a resultados de interesse como mostrdmos

em [19].

4. Chamaremos matriz de permutacdo a
toda a matriz que possa ser obtida da iden-
tidade por conveniente permuta de linhas.
Em 1946 BIrRKHOFF demonstrou o seguinte

Se A é uma matriz  dupla-
entdo pode representar-se na

TEOREMA 3.
mente estocastica
seguinta  forma

h/, P

m m

A= P, +

sdo matrizes
sdo numeros

de permuta-
reais  satisfa-

em que P ,ee¢ P
cdo e Aj,*e-, X,
zendo i~ 0 e

Pode acerca deste Teorema perguntar-se
se ha alguma relagdo entre o nimero m e a
ordem n da matriz, por exemplo. Demons-
traram miIRskY e FARAHAT ([17]) que se pode
sempre supor m”~n* —2n+ 2 e que este
limite é o melhor possivel.

As matrizes duplamente estocasticas tém
sido objecto de numerosos estudos sobretudo
no que diz respeito as suas propriedades
combinatérias. Certos problemas de Analise
Combinatéria levam a consideragdo duma
funcdo de matriz bastante interessante: o
permanente (veja-se [27]). A definicdo de
permanente é muito semelhante a de deter-
minante : adicionem-se todos os termos da
matriz ; o resultado chama-se permanente.
Portanto a diferenca entre permanente e de-
terminante consiste em que na formagdo da-
quele nao se troca o sinal aos termos im-
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pares. Apesar da semelhan¢a das definicdes
as propriedades sdo bastante diferentes. Com
efeito algumas propriedades do determinante
mantém-se no caso do permanente mas
outras, fundamentais, faltam completamente.
Por exemplo aregrade LapLACE mantém-se:
0 permanente duma matriz é igual & soma
dos produtos que se obtém multiplicando os
permanentes de todos os menores contidos
em k linhas (ou colunas) pelos permanentes
dos respectivos menores complementares. Ao
contrario do determinante, o permanente ndo
¢ em geral multiplicativo, isto é, em geral
tem-se perm (A B) =f=perm A eperm B (onde
o simbolo perm A designa o permanente de
A). Como ¢ sabido, se adicionarmos a uma
linha (coluna) duma matriz quadrada outra
linha (coluna) multiplicada por uma constante
0 determinante ndo se altera. Infelizmente
isto ndo é verdade para o permanente o que
bastante dificulta o seu calculo.

Pode também pensar-se se nao existira
uma regra uniforme de troca de sinais dos
elementos duma matriz de tal modo que se
obtenha uma nova matriz cujo determinante
seja 0 permanente da inicial. Se existisse te-
riamos assim reduzido o estudo do perma-
nente ao do determinante. Porém, para ma-
trizes de ordem superior a dois, POLYA
mostrou que tal regra nédo existe (veja-se
[12]). Mais do que isso, segundo MARCUS €
MINC [11], nao existe nenhum operador
linear sobre o espag¢o das matrizes do tipo
nx n(n> 2) tal que o permanente da trans-
formada duma matriz seja igual ao determi-
nante da matriz de que se partiu.

Seja agora A uma matriz duplamente es-
tocastica. A partir do Teorema de BIRKHOFF
ndo é dificil provar que permA > 0. Na
realidade sabe-se que se A ¢é duplamente
estocastica e tem h valores préprios de mé-
dulo 1 entdo

1
perm A > ,
(n—h+ D«-*+i
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e se além disso A ¢ indecomponivel ter-se-a

perm A ~

A consideragcdo da funcdo permanente
conduziu a um famoso problema do tipo
mencionado no paragrafo 1: determinar o
contradominio da funcdo perm-a quando A
percorre o conjunto de todas as matrizes
duplamente estocdasticas de ordem n.
Prova-se com facilidade que devera ser
permA ~ 1 e a respeito do limite inferior
existe a seguinte conjectura (com mais de
40 anos mas ainda por resolver) devida a
VAN DER WAERDEN :

perm A ~ ,
-

verificando-se o sinal igual se e s6se A é a

matriz com todos os elementos iguais a — .
n

Os principais estudos sobre esta conjectura
devem-se a M. MARcUs e seus colaboradores.
Dois dos mais interessantes resultados
obtidos sdo os seguintes [13]:

I. Se A, minimiza perm.d e se todos
os elementos de A, sao positivos entdo A,
¢ a matriz com todos os elementos iguais a

— (que designaremos por J).
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Il. Se A="], e A pertence a uma Vvi-
zinhanca suficientemente pequena de J,,
ter-se-a

perm A > permJ, .

De acordo com o primeiro resultado a
conjectura de VAN DERWAERDEN ficaria re-
solvida pela afirmativa se fosse possivel
provar que para cada matriz duplamente
estocastica com alguns elementos nulos
existe uma com todos os elementos positivos
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e permanente inferior. Isso conseguir-se-ia
se para cada matriz A com elementos nnlos
fosse possivel construirumamatriz B (ambas
duplamente estocéasticas) tal que AB tivesse
todos os elementos positivos e

perm (AB) < permA .

Dentro deste contexto talvez valha a pena
citar o seguinte resultado de sruALDI [4]:

Se A e B sé&o duas matrizes ndo nega-
tivas (n&o necessariamente duplamente esto-
casticas) ter-se-a

perm (A B) X permA ¢permB

5. Embora as diferengas entre as pro-
priedades do determinante e do permanente
sejam grandes, a importéncia do polinémio
det ZE —A) (onde E ¢ a identidade da
mesma ordem de A) na teoria das matrizes
sugere a consideracdo do polinémio /(z) =
= perm(zE — A). ASSiMm BRENNER € BRUALDI
provaram que as raizes de /(z), quando A
¢ uma matriz duplamente estocéastica, estdo
dentro ou sobre a fronteira do circulo
Iz1Z. 1[2]. E notavel a coincidéncia com a
mesma propriedade das raizes de
det(zA — A).

Como dissemos atrds quando A é dupla-
mente estocastica tem-se perm A > 0 e por-
tanto se n é par sera /(O)> 0 e se n é
impar sera /(O)< 0. A respeito de /(I)
mostraram BrRUALDI € NEWMAN que /(1) ~ 0.
Se A 0 simétrica sabe-se que é com certeza
f(l)> 0, desde que a matriz ndo tenha
nenhum elemento diagonal igual a 1. Uma
outra conjectura ainda pendente é a se-
guintes :

Se n epar e A (que continuamos a supor
duplamente estocastica) € irredutivel, f(z) nédo
tem raizes reais. Se, sob as mesmas hipéteses

a respeito de A ,n é impar,
uma so raiz real.

f(z) tem umae
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Se nas defini¢Ges das regides M, ,3tl, D,
e 2> substituirmos «raiz caracteristica» por
eraiz do polinémio perm(z A — A)T> obtemos
outras quatro regifes que designaremos res-
pectivamente por MZ2lIn,Dn e 2J. Ne-
nhuma destas regides foi, até agora, deter-
minada.

A consideracdo do permanente e do poli-
néomio /(z)= perm(zA — A) leva a muitos
problemas do tipo exposto no paragrafo 1,
envolvendo aquele polindmio ou as suas raizes.
Assim pode pOr-se o problema: sob que con-
dicbes os nameros X,.»¢,X, e 0,, °**,0,,
podem ser respectivamente as raizes do po-
linbmio /(s) = perm(zA—A) e os ele-
mentos diagonais duma matriz real e simé-
trica A?

Claro que numerosos problemas deste tipo
se podem enunciar. Em [22] encontra-se o
primeiro resultado nesta direccdo com o

TEOREMA 4. Para que o0s nameros
X,* X, e a a , possam ser respecti-
vamente as raizes do polinémio f(z) =
=perm (zE —A) e o0s elementos principais
duma matriz A (qualquer) é necessario e su-
ficiente que

2X,= 2»«-

Se esta condicdo se verifica
como os Xi sdo reais,

e tanto os a,
A pode escolher-se real.

SUMMARY

This is an expository paper -where we are
concerned with the following problem : let ©
be a set of matrices, 9 an arbitrary set and
f a function from © into determine the
range of this function. We treated mainly
the case in which © is the set of stochastic
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or doubly-stochastic matrices of order n.
A survey of some known results is given
and attention is called for some up to now
unsolved problems.
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Fourier series [or Meijer's G-funcHon
by 5. D. Bejpai
Department of Mathematics,
Shrl G.6. Technological Institute, Indore — India

1. Introduction. Recently KESARWANI[2] where
has given two FOURIER series for MEIJER'S
G-functions. Two further series of this type 2m + n)>p-\-q.,
are given in section 3 with the help of two largzIi< (m+ n—\p—| q)TT,
integrals established in section 2. Re(«)>-1, Re((3)>0.

In what follows for sake of brevity a,
denotes «, *e+ @ ; 5 is a positive integer and PROOF. To established (2. 1), expressing

the symbol A3, a) represents the set of
a a+1 a+a—1
parameters — ,— - — e, .
i " o d

2. The integrals. The integrals to be

established are

(2. 1) J*®cos (a+ (3)9 . (sin9)"* (cos Vf~
L "ok.J (TNS-T(« + @
oG». 0 k3,1 _«/2),a,,A(3,M)-1

P+28
9+2S *\ v I

where L jA(25,(B),i, J
2(m+ n)>p+ q,
largz|< (m+ n—\ p —\ ot
Re(«)>0, Re({3)>0.

(2. 2) sin («+p)9 e (sin9)°" (cos 9)P™

1 IAODOD DO\ A 1

the (?-function as a MELLIN —BARNES type
integral [1, p. 207, (1)] and interchanging
the order of integration, which is justified
due to the absolute convergence of the inte-
grals involved in the process, we have

[+ n Thj—s) n T —aj+ s)z*

1 i )= |
ri T(i—bj + s) n r(o,-«)
Y'"COS («+(3)9 . (siney ittt e

.(cos9)P-*«S-i d6 da.

Now evaluating the inner integral with the
help of the modified form of the formula
[3, p. 450, (2)], viz.

[/ cos(«+f3)9
Jo

.(ninQf-*coBO"dB
r(,)2°-r(al2)r(/i)
r/lyi-\r(« +w

Re(«)>0, Be(j3)>0,

and using the multiplication formula for the
gamma function [1, p. 4, (11)], we get
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23)"P-2-0 1 1A .

(ic)"'r(a-r-P) 2«tJ B
where

A - n T(bj-s) n T(l-a,. 9s)

and

—_—
—_—

rii-n +4¢

r(.-*)

0 - ) -

On applying [1, p. 207, (1)], the value of the
integral (2. 1) is obtained.

The integral (2.2) is established on applying
the same procedure as above and using the
modified form of the formula [3, p. 450, (3)].

3. The Fourier Series. The

series to be established are

FOURIER

3 1) (sin~f-"tcosn2<-al
A (tanAttVAoA
L kJ @vt,'(™0
pisgiias! ARl -«/2),a,,A (3 lcosr$.
X A(23,2r—a),6, J
where
wi + n)>p-\-q ,
largz| <(» + «—1+/>— \g)n,
2i> Re(«)> 0, «=1,2,3,
3. 2) (sin D/S)*** (cos Qftf*-*n
2r-1
Ctfs \, (tan cD2Y«l* ] - A - % A
L 6 J  (2TT) (2r
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r>(3|1r)|/\|1_
L |A(23,2r —a)

AY'Imr»,

where
dm + n)>p  + q,

\g)v:,
i=1,2,3,-...

largz| < Wi + n- \'p —
2i>Re(a)>-1,

PROOF. To prove (3. 1), let

@ 3) [($) = (sintP/2)* ' (cos 0/2)*'-"-"

v G?;,"[M(tan<i>/2)*|M)

co

= 2 Aco8r®

Equation (3. 3) is valid since /($) is conti-
nuous and of bounded variation in the open
interval (0,7) .

Now multiplying both sides of (3.3) by
cost0 and integrating with respect to <t
from 0 to x, we get

cos t$ (sin <S>/2f~ (cos 4>/2)2i-a-|
b

G-topA(tan*/2) A

-1

2N cosrdcosi$d$

r=1 ‘0
Using (2.1) [with e= $/2, «+ @= 2i]
and  the orthogonality property of the cosine
functions, we obtain

, - 423y
‘ (27T)'r(21)

o 28i_+8r\]A(ﬁ|i_a/2)|a|nA(ol /\)}

A @23,21- «), ft,

(3.4)
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With the help of (3. 3) and (3. 4), the result
(3. 1) follows immediately.

Formula (3. 2) can be derived with the
help of (2. 2) in the same manner.

I am thankful to Principal Dr. S. M.
pAs ccpTA for the facilities he provided
to me.

El operador elasticidad

adiabaticas de

los gases
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Beta-function
E-functions,

y las transformaciones

perfectos

por Alberto Saez (¥) y José Gallego-Diaz ()

Continuando con el estddio y la busqueda
de aplicaciones dei operador elasticidad en
diversas ramas de la Ciéncia, [1], [2], pré-
sentants en esta Nota un ejemplo sencillo
de la posibilidad de aplicar el concepto de
elasticidad de una funcion, [3], a las trans-
formacione8 adiabaticas de los gases per-
fectos, obtiniendo diversas expresiones para
las capacidades calorificas molares en fun-
cion de las elasticidades de la presion y de
la temperatura absoluta.

Calculo de Ila elasticidad de la presion,
respecto del volumen, en una trans-
formacion adiabatica de un gas per-
fecto.

Diferenciando la ecuacion de estado de los
gases perfectos, referida a un mol, se obtiene:

1) so..,dV+Vdp
R

() Profesor Titular de la Escuela de Fisica y Ma-
tematicas de la Universidad Central de Venezuela,
Caracas.

() Fallecido en Caracas, en febrero de 1965.

en donde R es la constante universal de los
gases perfectos.

La forma diferencial del Primer Principio
de Termodinamica, aplicado a un gas per-
fecto es, [4]:

2) dQ = CdT + pdV

en donde C,, es la capacidad calorifica a vo-
lumen constante de un mol de gas. Por la
propria definicion de gas perfecto, C, es in-
dependiente de la temperatura absoluta.

Combinando las dos expresiones anteriores
se obtiene :

B .Q=°"" " . dV+ — vdp

R R

En una transformation adiabatica (que su-
pondremos reversible) serd :
(4) (C., +R) pd V+ C, Vvdp = O
Durante la transformacion adiabética, la
presién es una bien conocida funcién del vo-
lumen, que seria facil de deducir si ello fuera
necesario para nuestros fines.
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Aplicando el operador elasticidad, se
obtiene la elasticidad de la presion respecto
del volumen que viene expresada, [3], asi:

dp

> =
(5) A,,Q>) 4y
Conviene advertir que el subindice se in-
cluye solo para indicar que, en este caso,
estamos tomando al volumen como variable
independiente. No se trata, pués, de una
elasticidad parcial.

Tambien conviene recordar que la elas-
ticidad es un paradmetro adimensional, per-
maneciendo invariante aunque cambiemos las
unidades con las que medimos la presion y
el volumen.

De (4) se deduce :

Cy + R

(6) A, (>)=- c.

Deiiniendo, como en [4]:

R
(?) y -1+
resulta finalmente :
E.(p)=-y

Para los gases perfectos, C, no depende
tampoco de la presion ni del volumen, [5],
por lo que serd una constante y tambien lo
sera y. Por tanto, las transiormaciones que
nos ocupan son isoelasticas.

Sea C, la capacidad calorifica a presion
constante de un mol de gas perfecto.

Es facil demonstrar, [4], que se verifica :

(9) =7
C.

con lo cual:

(9" E, () =
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Tambien es inmediato ver que de (6) y (9)
se deduce la relacion de Mayer :

C, —C =R

[

Expresiones para
ficas molares.

las capacidades calori-

De la ecucién (6) se deduce inmediata-
mente :

10 R
(10) C, 1+ A, (p)

y, mediante la ecuacion (9°), se obtiene

. c-r ED
1+ A, (p)

Tambien podemos considerar, durante la
transformacion adiabatica, que la tempera-
tura absoluta es funcién dei volumen. La
elasticidad de la temperatura respecto dei
volumen podria calcular-se siguiendo un pro-
cedimiento paralelo al empleado anterior-
mente, pero estimamos mas interesante rea-
lizarlo haciendo uso de algonas de las regias
operativas dei calculo de elasticidades.

La ecuacion de estado de los gases per-
fectos, referida a un mol, es:

(12) s ° v

Apliguemos a los dos miembros el ope-
rador elasticidad (respecto de la variable in-
dependiente V) y, en virtud de la régla de
la elasticidad de un producto de dos funcio-
nes, resulta [3]:

(13) E(T) = A, (F)+ E.(p)=1I +
+ A,(p) =1

7

Por consiguiente, se obtienen las siguien-
tes nuevas expresiones de las capacidades
calorificas molares:
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(14) C ——R
E(T)

E, (T) - 1
E.(T)

C =
e e R E (T

Moédulo de compresibilidad:

Consideremos una transformacién (no ne-
cesariamente adiabatica) definida por una re-
lacién funcional entre la presion y el volumen.

Podemos definir, para dicha transforma-
cién, un mddulo de compresibilidad en la
forma usual :

dp
d~Vv

(16) B- -V

Es evidente que se verifica la relacion :
a7) B=-pE.(p)

Si se trata de un gas perfecto y la trans-
formacidon es adiabaticas obtendremos, apli-
cando (8), la conocida relacién :

Primeira  pedaria

positiva
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(18) B=yp

oBSERVACION : E I presente trahajo fué rea-
lizado, en su mayor parte, en 1961,en el
Instituto de Calculo Aplicado de la Univer-
sidad del Zulia (Maracaibo), cuando el pri-
mero de los autores era Director de dicho
Instituto.
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por F. Peres Rodrigues (*)

Considere-se uma conica qualquer e um
ponto fixo, 0, do seu plano. Sem perda de
generalidade no que se vai seguir, pode
sempre escolher-se um sistema de eixos orto-
gonais (x, y) paralelos aos eixos da conica
e com origem no ponto O.

Neste sistema de eixos, a equa¢do matricial
da conica em coordenadas cartesianas homo-
géneas escreve-se :

(*) Engenheiro especialista do LNEC, Lisboa.

[3] RIOS, SIXTO; Ampliacion de Matematicas. Madrid
(1953), pp. 357 y 359.

[4] PALACIOS, JULIO; Termodinamica. Grafica Uni-
versal. Madrid (1942). pp. 58,59y 99.

[5] PALACIOS, JULIO; Termodindmica Aplicada.
I.N.T. A. Madrid (1951). p. 65.

duma conica
1) fxy)"xytl [A o zn.r*-|
o C E

D E FA LiJ

A recta genérica tangente a cénica no ponto
de coordenadas homogéneas (x,y, t) tem
por equag¢do matricial :

- ET

em que («,v,w) se podem considerar as
suas coordenadas tangenciais homogéneas.
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A comparacdo de (1) e (2) permite es-
crever :

R

em que k 6 uma constante finita ndo nula.
De (3) pode obter-se sucessivamente :

)

% \\ v\

as2| V~A

oL

) 1 Ml 0 2>]«
f [eee]e O <727
lz ~ id

A substituicdo de (4) e (5)em (1) conduz a
equacdo matricial da conica em coordenadas
tangenciais homogéneas :

(6) I(M,V,i0)=[uvw]e
A O Z>-|-ier«"j=0.
o c £ «
D E FRJ LwJ

Por definicdo, a primeira pedaria positiva da
coénica (1) relativa ao ponto O, origem das
coordenadas, é o lugar geométrico dospods
das perpendiculares tiradas do ponto O para
as tangentes (2) a cobnica (‘). Assim, se se
designar por (a;, y) as coordenadas carte-
sianas da pedaria, deverdo verificar-se entre

(*) A pedaria positiva de ordem n duma curva,
relativa a um ponto do seu plano, é, por definicdo, a
primeira pedaria positiva da pedaria positiva de
ordem n —1 dessa curva, relativa a esse ponto.

Igualmente se define pedaria negativa de ordem n,
a partir da primeira pedaria negativa dessa curva,
relativa a um ponto do seu plano, que é, como se
sabe, a envolvente das perpendiculares as extremi-
dades dos raios vectores tirados desse ponto para
todos os pontos da curva.
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estas coordenadas e as coordenadas tangen-
ciais homogéneas da cdnica, as relagdes :

+Vy

que mostram ser u, v e w proporcionais

respectivamente a x, y e — (X + #%)J
isto O:

M= K X

v = Ky
(8) w= —A(-fy) .

A substituicdo de (8) em (6) permite obter
a equacdo matricial da pedaria em coorde-
nadas cartesianas :

(9) FOo Dy -(x+y)l-
a o zn-i I x -1=o0
0 O E\ y
D E FJ L-(x* + y)J
Fazendo :
(10) A 0 Z>-|-i=ra b d-\
0 C E\ \'b ¢ e\
D E RJ Ld e fJ

a definicdo de matiiz inversa implica, aparte
um factor constante que se elimina quando
da substituicdo em (6) ou (9), as seguintes
igualdades :

a= CFE* d= — CD
(11) b= DE e= — AE
c= AF— D f=AC.

A substituicdo de (11) em (6) permite escrever
a equacdo da conica em coordenadas tangen-
ciais homogéneas :

f(u,v,wy=au'+ 2buv-fcv +

(12)
+ 2duw  + 2evw  +fw’® = O;

e, a mesma substituicdo em (9), a equacdo da
pedaria em coordenadas cartesianas :
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(13) *(«tf>-«*+8*n*+«l*-2(dx+ey).
o(** 4+ »)+/0* + 2/ = 0O

verificando-se ser esta curva ama ciclica com
um ponto duplo na origem.

Se a conica tiver o centro a distancia finita,
isto é, for centrada, o parametro / definido
em (11) ndo pode ser nulo o a equacdo (13)
da pedaria representa uma quartica bicircular
tendo a origem por ponto duplo. Na fig. 1

Fig. 1

apresenta-se, como exemplo, a pedaria duma
hipérbole relativamente a um dos seus pon-
tos (»).

Se a conica tiver o centro a distancia infi-
nita, isto é, se for do género parabola, pode

() A discussdo do nimero de pontos comuns a
conica e » pedaria e a sua determinagdo, feita com
base no estudo conjunto da cénica, da sua evoluta e
da sua hipérbole de AroLtésins relativa a origem,
saiem fora do a&mbito deste artigo.

considerar-se, sem perda de generalidade, a
sua directriz propria paralela ao eixo dos vy
e assim, por ser nulo o pardmetro A, as

expressdes (11) assumem os valores parti-
culares :
a=CF—E* d=—CD
(14) b— DE 4= 0
c= — Zp» /=0.
A substituicdo de (14) em (12) permite

escrever a equacdo da parabola considerada,
em coordenadas tangenciais homogéneas :

(16) f(u,v,w)=au-\-2buv+cv*+2duic=0

e a substituicdo de (14) em (13) a equagédo
da pedaria correspondente, em coordenadas
cartesianas :

(16) F(x,y)m>aafi + 2bxp +
+ cy* —2dx{fa? + #2)= 0
que representa uma cubica circular tendo a
origem por ponto duplo. Na fig. 2 apresen-
ta-se como exemplo a pedaria duma parabola
relativamente a um ponto exterior.

Pig. 2
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Os coeficientes angulares m das tangentes
a pedaria na origem, ponto duplo, obtém-se
a partir das expressbes (13) e (16), cal-
culando :

(17) m= lim —

resultando de ambas a mesma equacéo :
(18) cm®+ 206wi + a= 0.

Por outro lado, as equagdes das tangentes
a coOnica tiradas da origem, obtSm-se fazendo
em (12) e (15) to= 0, vindo indistintamente :
(19) au" + 2buv  + cf'==0;
0os seus coeficientes angulares sdo, por defi-
nigéo :

(20) v

que substituidos em (19) conduzem a:
(21) am\ — 2bm+c = 0.

A comparacdo de (18) e (21) mostra que
as raizes das duas equacOes estdo ligadas
pela relacéo :

(22)

0 que prova serem as tangentes a pedaria no
ponto duplo, normais as tangentes tiradas
deste ponto a conica, qualquer que seja o
seu geénero.

Os binémios discriminantes das equagdes
(18) e (21) sdo iguais e tem por valor:

(23) -ac

podendo, de acordo com as expressdes (11)
e (14), tomar a forma:

(24) $= —FA

4

em que A é o valor do determinante asso-
ciado a matriz da cénica (1).

Para F A < 0 existem duas tangentes reais
e distintas, sendo o ponto 0 exterior a cénica
e um ponto duplo da pedéria (fig. 2), que
por ser o cruzamento de dois ramos, se de-
nomina nodo. Para F=0 existem ainda
duas tangentes reais mas coincidentes e o
ponto O pertence simultaneamente a conica
e a pedaria, sendo em relacdo a esta curva,
um ponto de reversdo de 1."espécie ou cera-
téide (fig. 1).

Finalmente para FA > 0, as duas tan-
gentes tornam-se imaginarias, sendo o ponto
0 interior a cénica e um ponto duplo isolado
da pedaria (fig. 3).

Fig. 3

RESUMO

Deduz-se, a partir da equacdo matricial
duma co6nica em coordenadas cartesianas
homogéneas, a equacdo da sua primeira
pedaria positiva em relagdo a origem, estu-
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dando-se a natureza desta curva em funcdao
da natureza da coénica. Estuda-se ainda as
caracteristicas da origem, ponto duplo da
pedaria, atendendo a sua posicdo relativa-

mente a conica.

RESUME

On déduit, basée sur I'équation matricielle
d'une conique écrite en coordonnées carté-
siennes homogeénes, l'équation de sa premiére
podaire positive par rapport a l'origine, et
étudie la nature de cette courbe en fonction
de la nature de la conique. Onétudie aussi

on Jacobi
by José

Note
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les caractéristiques de l'origine, point double
de lapodaire, prenant en attention saposition
par rapport a la conique.

SUMMARY

Based on the matricial equation ofa conic
in  homogeneous cartesian coordinates, the
equation ofits first positive pedal inrelation
to the origin is deduced, and the nature of
this curve in function of the nature of the
conic studied. The characteristics of the
origin (double point of the pedal) are also
studied taking inaccount itsposition in rela-
tion to the conic.

endomorphisms

Morgado

Instituto de Matematica,
Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. In a recent paper [1],B. M. PUT-
TASWAMAIAH studied the Jacobi endomor-
phisms of an arbitrary group G, i.e., the

endomorphisms a satisfying thecondition

0} {(abycy{{bcyay(_{ca)°by

for all a,b,c in G,

a" being the image of a under a and 1
being the neutral element of G.

It is clear that the trivial endomorphism
0 defined by axe=1 forevery aeG, isa
JACOBI endomorphism. A group G which
admits a non trivial JACOBI endomorphism
is said to be a Jacobi  group.

Some assertions contained
true.

Thus,

in[1l]arenot

for instance, it is asserted([1],

G has a (non tri-
a if and only if

Lemma 1) that a group
vial) JACOBI endomorphism

+a and a?b" = b"a"
for all a,b in G

n\2a”

where n denotes theexponent of G (i.e., n
is the least positive integer such that x" -=1
for every xeG ([2],p. 108)).

Or this is nottrue, as one concludes from
the following

EXAMPLE 1. Let G be the additive group
of all rational numbers and let a be the
endomorphism of G definedby

o) = —& forevery xeG.
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Since
ffcc(@a+ b)+c)+a(ff(b +c)+ a) +

+a(ffc+a)+6)=- i -~ -—(a+6)+ —

- - ) -

~| (' '¥(ta367'
one sees that s is a non trivial JACOBI
endomorphism (more precisely, a isa JACOBI
automorphism) and, although, one hasnot
w|2ff* + ff, since the.exponent of ff does
not exist.

The same example shows that the asser-
tion that if ff is a JACOBI endomorphism of
a group G, then G"is of odd exponent ([1],
Theorem 1, (Hi)) is false.

It is also asserted that a group has at

most two JACOBI endomorphisms, one of them
being the trivial endomorphism ([1], Remarks).

This is not true, as one sees inthe fol-
lowing
EXAMPLE 2. Let H be the direct pro-

duct of ff by ff, where ff is the group

considered in Example 1. 1t is easy tosee
that the endomorphisms a, (3,y of H, de-
fined by

*( (-j">-\y)>

7((*"))=(0,-yy)

for every (xy)eH, are nontrivial JACOBI

endomorphisms.

In this note, we improve some results
contained in [1]. We show that there isat
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most one JACOBI automorphism of a group
G and such an automorphism exists, if and
only if G is an abelian group with the uni-
que square root property. We formulate a
necessary and sufficient condition for a group
to be a JACOBI group, interms ofa semi-
-direct product.

2. One says that a group G has the

square root property, iffor each aeG the
equation
(2) a2 = a

has at least onesolution in G. |ffor each
a e G the equation (2) has a unique solution
in ff, then ff is said to have the unique
square root  property.

LEMMA 1. If G is an abelian group ha-
ving the square root property, then G has
the unique square root property, if (and only

if) the equation
3) a*- 1

has a unique solution in G.

PROOF. 1In fact, if x, and x=f=x, are
solutions of the equation (2), then 1 and
X, x~% (=f=1) are solutions of the equation (3).
let ff

LEMMA 2. Let G be a group and

be an endomorphism of G. Then a is a
JACOBI endomorphism of G, if and only if
the following  conditions hold :

(i) a"™+" = 1for every aeG;
(i) a'b”=nbh°a' for all a,b in G.

(If a. and @ are mappings of ff into ff,
then a*P means (a")* anda' P means a" a&) .

PROOF. Indeed, if a is a JACOBI endo-
morphism of G, then from (1) it results
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(4) a"i"c'bh"e"a"cta<"6' = 1,

for all ab ,¢c in G.

By setting 0= c= 1| in (4), one obtains

of a"of = 1 for every aeG

and, consequently, (») holds.
By setting ¢ = 1 in (4), one obtains

a" acafb” = | forall a, 6 in G

and, since one has b"™ —
by (i), it results

b~° and a*" = ar"

a" 6-"a-°*pb"= 1 forall a,0 in G,

which is equivalent to condition (it).
Conversely, if a satisfies the conditions (i)
and (tY), then one has

of 6°"c"b" a c*a" b°
= Nr"6°'M(crOa'anr*, by (Y)
= a" e""6"a"a’ b° by (tY)and (1)
= a" a' (0"b" b")of, by (»*
= 1, by (») and (tY),

proving that s is a JACOBI endomorphism.

THEOREM 1. If a is a JACOBI endomor-
phism of the yroup G, then G" is an abe-
lian group having the unique square  root
property.

PROOF. Indeed, let i,ye(j', i.e., one

has x = z" and y = t" for suitable elements
z ,teG. Then, by repeated use of (i) and
(tY), one obtains

Xy = 2°f = 2°(-1)2"" = 2°(1-"r (<- T
= (i-iy*2°(i-i)" = (<->)" 2"
= (rpzrer=i"7" = ya,

for all x, ye G
an abelian group.

which proves that G* is
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Now, let a be any element of G", i.e.,
a = c for a suitable element ce G. Since,
by condition (t) of Lemma 2, one has
0 =0"=c¢c-"" = (c-'*)" and e'™ = (c-*)",
one sees that the equation x* = a has at
least one solution in G", namely, x=c~".

Let us show that the equation y*=I has
only one solutionin G".

In fact, it is easy to see that the restric-
tion of a to G" is an automorphism.

One has clearly GMG", since x™ = (a')’
for every xeG. On the other hand, if
x = 72"e G", then, since z" —(2-)'" by con-
dition (t) of Lemma 2, one concludes that

xeG"*, i.e, G'cG"', and thus the res-
triction of a to G' is a surjective endo-
morphism.

Moreover, if x = z"e G" is such that
X" =1, then one has obviously

= 2% = 2.rvi.
hence
P=2*=2-""= (2")-i= 1,

meaning that the restriction of a to G" is
also an injectivo endomorphism and, conse-
qguently, it is an automorphism.

From this it follows that the equation
y = 1 has only the solution y = 1 in G,
because

j» — 1 implies 1=(j,2)-"" = 3r2<*_ A

and hence one concludes, by Lemma 1, that
G" has the unique square root property, as
it was to be proved.

THEOREM 2. If G is an abelian group
with  the unique square root property, then
there exists exactly one JACOBI automorphism
of G.
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PROOF. Indeed, let ?:G->-G be the
mapping defined by the following condition :

For each aeG, a? is the (unique) solution
of the equation :

X*=a in G.
Since G is an abelian group, from the
equations

tt*= a and y° = b, with a, b in G,

it follows (xy) = x'y' =ab, that is to say,

(aby = xy = aPJf, forall ab in <?

and thus p is an endomorphism of G.

Furthermore, for every element aeG,
one has (a*/ = (a?)’= a and, since
P = bf implies a = (@?)* - = *>

one concludes that
of G.
Now, by setting

p is an automorphism

X = (x~y for every xeG,

one sees that ? is an automorphism of G.
Since G is an abelian group, the condi-

tion (ii) of Lemma 2 is trivially satisfied.

Moreover, one has

- (xfyx-f- are
= a*are = 1,

which completes the proof that a is a JACOBI
automorphism of G.

Let us suppose that t
automorphism of G.

is also a JACOBI

Then, for each xeG, the element
y = (ar')" is a square root of x .
In fact, from x'y —1, it follows
1 = a?2"2T . (nr. oY

and since T is an automorphism, one has
arlgfS—1, i.e, Y'=*X.
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In view of the fact that G has the unique
square root property, one has (ar')" =
= (<c-i)’ for every xeG and hence J= T,
as wanted.

From Theorem 1 and 2, it results imme-
diately the following

THEOREM 3. If G is a group, then there
is at most one JACOBI automorphism of G
and such an automorphism exists, if and only
if G is an abelian group satisfying the unique

square root  condition.
In particular, one can state the following

COROLLARY. If G is an abelian
odd exponent, then there exists
JACOBI automorphism of G.

group of
exactly one

In fact, if 2n + 1 is the exponent of G,
from x*"*'" = 1 for every xeG, it results

(ar™) »x for every xeG,

i. e, G has the square root property.
Since y* = 1 implies

y = y-I=y.y*=yeti=l,

one concludes by Lemma 1 that G has the
unique square root property and, by Theo-
rem 3, that there is only one JACOBI auto-
morfism a of G, defined by x" = x for
every xeG.
The Corollary
Lemma 2 in[1].

to Theorem 3 improves

REMARK.
that G

In [1], Theorem 3, it is proved
is a JACOBI group wunder an inner
automorphism a of G, then G is a direct
product of cyclic groups each of order 3.
This is trne and it may be added that a is
the identity automorphism, as one concludes
immediately by means of the Corollary above.
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3. Let N be anormal subgroup ofthe
group G and let H be a subgroup of G.
One says that G is the semi-direct  product
of A" by R, if foreach xe G there is
exactly one element a in H such that
XN=aN.

THEOREM 4. A group G is a JACOBI
group, if and only if G is the semi-direct
product of a proper normal subgroup by an
abelian subgroup with the unique square root
property.
PROOF. Let us suppose that G is a
JACOBI group and let e be a non trivial
JACOBI endomorphism of G. It is known
that C is isomorphic to the quotient group
G/N, where N denotes the kernel of a.

Since
(x .a™"= a2™+" = 1 forevery xeG,

one has x ex"eN and, therefore, xN =
= x-z°N  with x-2°¢ G°.

Moreover, ifthe element y"e G" satisfies
the condition xN=y"N, then one has
xy-"eN, i.e., (xy-)" =1, hence ®'y-"—1.

Prom this it follows

1= x° yo= X y°
i e, y>=ar".

This means that G is the semi-direct pro-
duct of by G", because N is a proper
normal subgroup of G and G" is a sub-
group of G. By Theorem 1, we know that
G" is an abelian group with the unique
square root property.

Conversely, let us suppose that G isthe
semi-direct product ofa proper normal sub-
group N by an abelian subgroup H having
the unique square root property. Then the
groups // and G/N are isomorphic.

Let v be the natural homomorphism of G
onto G/N and let p. be the isomorphismof
G/N onto // defined by the condition

@N)* = a'.
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where a' is the (unique) element of H such
that aN=-a'N.

Finally, let t be the (unique) JACOBI auto-
morphism of H (Theorem 2). By setting

one gets clearly an endomorphism of G and
one has G"= H.

It is immediate that the kernel of a is N.

In fact, if x e N, then x"= 1, hence
(xy- —1 and consequently,
=V =1,

Conversely, if y" = 1, then one has

»'"=1 and, since Tisanautomorphism of H,
it follows x' —1, that is to say, x N =N
and therefore, xeN. ,

In view of the fact that x''" is the

(unique) square root of a?'* in H, one has
X" = x'-, that isto say, xN=x-"N and
so X" ¢ xeN.

From this it follows

XA = (X° «x)°= 1 for every xe G.

Moreover, one has clearly

xy* =y forall x,y in G,
since thegroup G"(= H) isanabelian group.

Thus, theconditions (t) and (ii) of Lemma 2
are satisfied by the endomorphism a.

This means that a is a JACOBI endomor-
phism and, since this endomorpism isnon
trivial because N=/= G, one concludes that
G is a JACOBI group, as wanted.

This theorem improves Theorem 3 in [Ij.
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Nota

por J. Marques

O seguinte problema, originariamente de-
vido a A. A. MARKOV (1856-1922), embora
de simples formulacdo, foi o ponto de par-
tida de um dos capitulos centrais de toda a
Teoria das Probabilidades e dos Processos
Estocésticos : o das cadeias (e dos processos)
de MARKOV. O objectivo desta Nota é, além
de chamar a atencdo para o0 seu interesse

histérico, apresentar o seu enunciado e so-
lucdo completa.
PROBLEMA: Um dado «ideal» (i.e., com

iguais probabilidades — portanto todas iguais
a 1/6 — de saida de cada uma das faces) 0
lancado n wvezes. Qual 6 a probabilidade
p. (v) v= 0,1, 2,3) de que a soma das faces
saidas nos n lancamentos dividida por 4 tenha

v por resto ? Por outras palavras : se de-
n
signarmos por X= 2 *?
P=1i
lores saidos em cada um dos n lancamentos,
qual 6 a probabilidade p,(y) tal que

om a dosva

p) = P (jf=vmod4)?

Como se vé, a formulacdo deste problema é
muito simples. O mesmo, porém, se nao pode
dizer da sua resolucdo, como veremos abaixo.
Uma formulacdo mais geral deste problema
ainda 6 possivel (cf. RICHTER [2, Alll. 5.10]),
admitindo que o dado nédo é «ideal» mas
antes «viciado», i.e. tem diferentes proba-
bilidades de saida de cada uma das faces;
este caso é de solucdo um pouco mais tra-
balhosa, mas anéloga, e por isso ndo o apre-
sentaremos aqui. Além disso, o caso do dado
«ideal» permite a verificacdo imediata de
que lim p{y) —1/4 (limite tomado no sen

a um problema de

Markov

Henriques

tido da Analise), o que é de todo intuitivo
devido a igual probabilidade de saida de cada
uma das faces e portanto de obtencdo, no
limite para um ndmero infinito de lanca-
mentos, de iguais probabilidades para as con-
gruéncias das somas dos valores saidos em
cada lancamento.

Para solucionar o nosso problema, come-
cemos por calcular, por métodos elementares,
os varios valores de p(y) para n—1 e
n= 2. No caso de um s6 lancamento do
dado teremos :

P(A-, = A)= 1/6

A= 1,...,6) e portanto, da tabela se-

seguinte :

k PX. = k)
1 1/6

2 1/6

3 1/6
4

5

6

<

1/6
1/6
1/6

N 2 O W N R

concluimos (pela classica formula de LAPLACE)
que

MO0)=Pi(3)=1/6
O /[>,(NH=/>1(2)=1/3-
(Evidentemente que 2 P\ () —

vV
com n= 2, teremos ,

Agora,

P(X.= k &X. = k) = 1/36
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(&i, &,= 1,...,6), e portanto para os 36
pares de valores (X ,X>)

(1.1)  (2.1) (6,1)
(1.2)  (2,2) (6,2)
(1,6) (2,'6) z (6,6)
vém os seguintes valores de v:

2 30 2 3

3 0 1 3 0

0 12 0 1

1 2 3 1 2

2 3 0 2 0

3 0 1 3 0

pelo que (usando de novo a formula de
LAPLACE):

/>,(0)=.p.(2)= 9/36
i>.(1)= 8/36
i?.(3)=10/36

(De novo, 2fa(’)— 1, como alidas deveria

ser). Agora, para resolver o problema para
qualquer valor natural de n teremos de esta-
belecer uma fdérmula de recorréncia que,
depois de devidamente resolvida, nos dara a
expressdo analitica desejada de p,, (v). De
facto,

p, V)= P (Z=vmod4) =

— C ok X f _omoe 4N -i>(A>):VmOd4) +

+p /\2 xi :imodA/\.

»-1

CP(X,,Av-Imod4) + P( 2 *.=2mod4)-

In-1
*P(Z,,=v-2mod4) + P( 2 X,=3mod4" .
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*P(Z,,=v—3mod4)=>._,(0)ir, +

-fjOn-,

D AR A

_i(2)7r,,_a +

+ Au-l ()M -5,

onde rc_ j—p\(y—i), ou, no caso dev—|j
ser negativo se toma ir,_,=pi(v—,/ + 4)
uma vez que v—/+ 4 é agora o nUmero
positivo mais pequeno que com v—j é con-
gruente mod 4. Temos portanto :

3

(3) p, (v)= 2 *.-JIV-i U)
(vi= 0,1,2,3).
Quer dizer, se designarmos por p, O

vector do espago euclideano a 4 dimens0es
cnjas componentes sdo p, (v) (v= 0,1,2,3),
i e.

pn(oy
I><= b2
LPb(3).
vird entéo
jo.= Ap, ¢

onde A é uma matriz quadrada de ordem 4,
cujos elementos a, sdo precisamente TT, * =

= P(Z,~v—jmod 4)=p, (v—j mod 4).
Mas estes valores ja sdo nossos conhecidos
do caso n— 1, nomeadamente

i>i(0)=/>,(3)= 1/6
Co()=1>, (2)= 1/3

Logo, teremos :

1/6 1/6 1/3 1/3
1/3 1/6 1/6 1/3
1/3 1/3 1/6 1/6
1/6 1/3 1/3 1/6_
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OBSERVACAO : A primeira coluna damatriz
A é precisamente o vector p, e as outras
obtém-se dela substituindo sucessivamente
cada elemento pelo seu antecedente e o pri-
meiro pelo Gltimo. A matriz A é uma matriz
de MARKOV, i.e. a soma dos elementos de
uma linha é a unidade, e, mais do que isso,
¢ uma matriz duplamente  estocasiica, assim
chamada pelo facto de a soma dos elementos
de qualquer linha ou coluna dar sempre a

unidade.
Ora, de (4)concluimos que

6 ..= A*p-- = A*ip = A'p,
onde

1

0

Po- 0
o}

E agora, de (3) e de (4) conclui-se imedia-
tamente que

A=—/+—Ji+—J"+

_|js:
6 3 3 6

2 p1MJ".

»= 0

onde / é a matriz identidade de ordem 4 e

0O O O 1m
10 0O O
0 1 0 O
0 O 1 O

¢ uma matriz ciclica de ordem 4 (J*= T).
(A nossa terminologia segue aqui a de
ZURMUHL [4, pg.270], diferindo ligeiramente
da usada por VICENTEGONCALVESI[3, p. 228].)
Portanto (cf.[4, pg. 270, Teorema 6]), os
valores proprios de J sdo as raizes dein-
dice 4 da unidade, i.e.
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\a)
= co*

v T
\-i sen

27 2
onde i é a unidade imaginaria (i'= —1)e
«=0,1,2,3. Além disso os vectores
préprios de J)y,,, sendo por definicdo tais
que

271 1a

terdo de ser os vectores
=0,1,2,3).

Os valores proprios de A sdo entédo

S
*+l= 2 Pi()* » -

—— | J2it<an -3 4 it r LBve @
6 3 3 6

(&=0,1,2,3), eassim, em virtude de ¢c*"* =
= cos7t2 + isenir/2=1i,

6 3 3 6

ou, mais explicitamente,

A,=1
N = _N _
o 1= -~ (1-0
f=--(i+
D

onde a barra denota o complexo conjugado
de A,. De modo semelhante obtém-se os
vectores préprios de A que correspondem a
estes valores proprios. Sao eles:

»(iv—* — i,
(hi,—1,—»)
Foe=(1,*, —1,—*")",

», =
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onde a pelica denota a operacdo de transpo-
sicdo vectorial. Ora, como

-/(cos " hisen "TTY
'2. *j=(4,0,0,0)=4/>,» vem Po=-2%*i. v 4 4
I—I | ] 4

) De modo que
E de (6) concluimos que

po_ 4"-"(Ap) = A--1(A- 2 %) =
C
:4-4 VA CLLE (2A *(()_4~All~1(2*/\O: » - ( - ¥ )
+(i+.r». J=(-"M)"

T, A (2«*, ANY=T 2tf* = — 2cos(—mc/4)

—2 sen (—mc/4)

...:_Tz*llﬁfl. . .
i E, finalmente, a solugdo do problema de

MARKOV ¢é :

4
.

Daqui tiramos a seguinte expressdo do vector

p. , em funcdo dos valores e vectores proprios -pn(oy "l
(conhecidos) da matriz A : Pn{l) 1 1 N
Pn{2) ~ 4 1
9 =dA + N2 x +  rkix, 1
@ p = 4 4 _2.(3)_ _
«Tc\
pois que X = 1 e A= 0. Mas como cos
(10) nTe
. sen
I =Vva<f
* nlc
i)) cos —
/ WTC\
— sen | )
1+ 1= 126~ = v o

Para n= 1 e n= 2 obtemos imediatamente
. *
'VAZ\(/COSZ4' senzj) os valores a que tinhamos chegado em (1)
e (2). Para n = 3 obtemos, a partir de
sai
cos

e de

CEDP(-1)) e 0
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os valores

— ——JPr,3)= — , comW p*(V)= 1,
216 ' . N 216
Como tinhamos afirmado de inicio, os valores
de p. (y) tendem alternadamente para oli-
mite 1/4, independente de v. Isso é agora
evidente a partir de (10), pois que por
(-1/2/6)» - 0, ao passarmos ao limite, a
segunda parcela do lado direitode (10) tende
para o vector zero. Este resultado é, alids»
susceptivel de uma justificacdo heuristica,
pois, sendo o dado ideal (como consideramos
na formulacdo do problema), no limite para
um namero infinito de lancamentos obtém-se

uma simetria para as 4 diferentes con-
gruéncias possiveis, pelo que se deverd ter
-* 1/4, para qualquer v (este racio-

cinio é, porém, falso no caso de o dado ser
viciado, e. g. se s6 forem positivas as proba-
bilidades de obtengdo de faces com um nu-
mero par de pontos). Teriamos chegado ainda
ao mesmo resultado, observando que a matriz
A define uma aplicacdo de contrac¢cdo no
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sub-espaco do vulgar espago métrico eucli-
deano a 4 dimensdes formado pelos possiveis
vectores p, (de coordenadas 0 ".p,(v) A
com 2/>(i")= |). Felo teorema de BANACH
relativo aos pontos fixos, deverd haver um e
um s6 ponto fixo, que logo se vé ser o vector
cujas 4 coordenadas sao todas iguais a 1/4.

NOTA. A sucessdo \p.,;n=0,1,2, ee¢]
dos vectores p, constitui um dos exemplos
mais simples de uma sucesséo de distribuigdes
de probabilidade em que cada uma delas de-
pende apenas da precedente p.-\, tal como
num processo iterativo simples jp, ;» =
= 0,1, ««+J O portanto um exemplo, extre-
mamente simples, de uma cadeia de MARKOV.
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Pari-mutuel betting
by John J. Wiorkowski
Chicago

Pari-mutuel betting is a form of betting on
horses in which those who bet on the win-
ning horse share the total amount bet on all
horses less a small per cent which is paid
to the management. Considering that statis-
ticians and mathematicians have always been
particularly interested in gambling systems,
it is surprising that pari-mutuel betting has

received such sparse attention. This lack of
attention is perhaps attributable to the inhe-
rent difficulty of determining the actual pro-
bability that a horse will win a race, since
this probability depends on the other horses
in the race, the conditions of the track, and
a plethora of other factors. To circumvent
this difficulty, let us suppose that the better
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has a scheme for assigning probabilities of
winning to the various horses. Actually, this
is not an unreasonable assumption. The va-
rious race tracks publish what is called the
«Morning Line», which lists the track han-
dicapper's estimates of the odds on all horses.
Thus, ifthe track percentage, r, is ignored,
the usual odds-probability relationship holds:

OrP = odds + 1

Other natural choices of probability distri-
bution might be based on the proportion of
the total pool bet on each horse, or schemes
weighting the «picks* of various handicappers.
Suppose we have a race of n horses. Let

hi designate the event that the ith horse wins
the race, and let P = (p., *=,p) denote a
probability distribution over the events
where pi*O for »= 1 ,e¢e n

and 2* = 1e |-®* ° assume that the better

is the last person to bet and can bet an
amount «. (We will later assume that a=1.)
Further, let as designate by Ai the total

amount already bet on the event h, and let
n

A= 2 e Finally, let r designate the

proportion of the total amount bet kept by
the track. Let us first treat the problem
classically and see why this approach is not
fruitful. (I will follow the analysis made by
BOREL [1].) Suppose the better has placed an
amount a. on the event hi. Assuming that
r= 0, we see that if hi occurs he receives
a 2 AjftAi  + a), and if h, does not occur
S'*¢

he loses a. His expected gain is then

a2 Aj

Al + a

GAZETA DE MATEMATICA

This function vanishes at a= 0 (i.e., no
bet, no gain) and also at <x= (p, A — Ai)/

I (1—pi), and is positive on (0,a,) as long
as «0>0 (which is equivalent to, i A—Ai>0,
or Aili < A). To maximize x(a), set
da (a) .
0 and obtain
da

If  oqnai is small, then (1-f-«o/-"»)" ="
= |+*/2Ai so that **<xJ2= (P'"-"d
2(1-7*)
Thus, if we can determine a probability
distribution P on h,, eee h, and know

A\, eee A we know how much to bet. The
condition that there exist an h, such that

At/pi<.A always holds unless Aipj = Ajp,
for all since, if not, then Ai/pi~A
for all (". Suppose that strict inequality held

for one of the Ai's, then

2 Ai>2 Pt = AS A,

which is a contradiction. The entire dis-
cussion so far hinges on the choice of the
subjective probability distribution P, and
therein lies the weakness of the analysis.
Actually, this subjectivity is the motivating
factor for betting, since each better can
choose his own P and under it bet so as to
have a positive expectation. But this sub-
jectivity raises a serious difficulty. Each
better can view himself as the last better and
bet according to his P and his assessment
of what the final Ai's will be. But his bet
affects the A's, thus we must answer the
question of whether there exist final Ai's
and individual bets which are compatible
with both the various betters' strategies and
the pari-mutuel system.

This question is discussed
EDMUND EISEKBERG and

in a paper by
DAVID GALE [2].
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Suppose we have m individual betters G,

G, .. .,G,, and n events hi,.. ,h, .
Let P = «subjective probability* matrix
whose i,jth element is py, the subjective
probability that better Gi assigns to the
event hj. Suppose that Gi has a fixed

budget Bi, and assume that he bets btj on
hj according to the following strategy : He

will bet his Bi according to some partition
(pn >b,,, ... ,b) on those events hj whose
Pij 17C, is maximizd, where ir,= AjjA in

our old notation (i. e., he bets on those
horses where his opinion diverges most dras-

tically from the consensus).
m

Choose a unit of money so that 2 Bi— 1.
Further assume each column of P contains
at least one positive element (otherwise no
one would bet on the horse corresponding
to the column of zeros).

The pari-mutuel system requires that:

a) J.,b,, = B,
m m

() 2 *U="J) (since 2 °'~ >
eoz1 «=i

(¢) if fx.—max pri,[k., and 6 ,>0,
then pi—pij/izj, where s= |, ,eee »;

(c) simply states that each gambler is betting
on those horses for which his expectation is
a maximum. (This is easily seen since the
return —neglecting track percentage — is
1 ..

U, for each unit bet; so that Xi(l) =

! J J
Thus, for example, expectation is positiveif
Gi bets on those horses where Pij/Afj > 1,
or just on the horse with the maximum ratio.)
Any set of rMé and btj'é satisfying (a),

(6), and (c) are called equilibrium probabi-
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lities and bets. Before stating the basic
theorem, let us define a function Q with mn
arguments \i, as:

m n

m
where Ijy~O forall i,j and 2 Tl
Note that <s is continuous on its domain

of definition and the domain is compact. Thus
there exists a max value of < at some point,
say (in»eee Ln).

THEOREM. A set of equilibrium probabi-
lites T4 and bets bij are given by
7Ci = max P )™
din ' I
PROOF. These must satisfy (a), (b) and (c).

m m»

0 2 wj=-~j2 =3 "y "o
triction on the domain of definition.

Before we prove (a) and (c), note thatif
do
élu
not the case, then there exists a k such that

\;j> 0, then iz since if this were

. We can now perturb
d \hj d %,ij

by a small decrease o0 in \,, and a 3 in-
crease in \kj, to obtain a greater value. But
since we are already at a maximum,we have
arrived at a contradiction.
Accordingly, we now know that
BiPij
> which implies that

bj =

= itz = Kij™Ni

2*-= = Bi, verifying (a)

% 2f* K


file:///ijTZj

Finally, to show (c), note that since none
of the columns of the matrix P are identi-
cally zero, each TJ is greater than zero. Thus

Pilj-Ki z. — foor —all 1, with equality

at Imm (from the definition of <Kl in the

Theorem). Since 6|>>0 just when £, >0,

then =, and  thus & = maxp./

§

It — Pij/Aj 1 so (c) is satisfied. Q. E. D.

Accordingly, we have shown that there
exist final track probabilities (the i « and
individual bets (the 's) compatible with
both the pari-mutuel system and individual
betting strategies.

let  us now attempt to rid ourselves com-
pletely of the problem of estimating P by
viewing the pari-mutuel system as a two-
person game (the better vs. nature) and
attempt to find a minimax solution. Suppose
we denote by »'(i> a,,) the betting
strategy which bets the amount «; on the
event hi where a”~ 0 and 2 >° 1 (in

|

terms of some unit). | f hi occurs, then the
pay offto the better is:

(1) (A+"JA] + )
Ai+di e
L - 1A+ 1)

= K+ a

(Note that we are now designating a win
ly the better as negative quantity.)

Suppose that the probability of hi is pi.
Then the expected loss for strategy s rela-
tive to P is

Lem= 2 Pc(l--"" A
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Thus we can minimize L(P ,s) by minimi-

A B
zing 2 ~ subject to the conditions
=1t o+
that 2«i= 1, and a ~ 0 forall i. Choose
|
a p.such that Pp> 0 ; then
<)Z.(P,s)
Ao
p : =0
ad 1~ + ¢ N +1 2 «J
yielding for  those
(A + a,})2 (~ o+ «p-)

i where Pi> 0, which gives

Noting that

2 \ZAIPI(AL  4- <%) _ 2 A-

1 — «a. =

t=ifc(i.
P>>0

el N(1+4,)

27 p.
|

h- 2

b, >0

whoere

we have au.

Thus by substitution,

and

27N
'x(P,,) =

i - (i-" +i) h——
L 1+ 7~ ]

Now suppose that the p, 's are propor-
tional to the track returns A, ,+++ A , say
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Pi = Ai/A . Then A, = A ,<x=A] A and

L(P,s)=1—(@-rA+1-
=1—@Q—r)=r.

A*IA) =

This is obviously BATES against P =
= [AJA JAJA, eee A\jA) and since it has
constant risk, it is a minimax solution. Thus
betting according to this strategy, the better
cannot lose more than 100 r per cent of his
unit bet, no matter what the real probability
distribution is on h, e h. This system
is easy to use in any real gambling situation
since one does not have to bother estimating
P, but like all minimax strategies it is quite
pessimistic. Thus, if the better could actually
estimate P with some sucess, it would be to
his advantage to go through the more com-
plicated mathematics of the general solution.

Before leaving this discussion, let us note
that if a- is small w. r. t. Ai (as it would
probably be), then

LPs) = 1-(l-r)(A+1

) NN ,

which is maximized by taking Pi/Ai
and setting a = 1. This is equivalent to
choosing Ai/pi  smallest, which is in effect
what BOEEL'S method told us to do.

Another approach to the pari-mutuel
betting problem has been given by R. CLAY
SPROWL in 1950. It is a relatively crude
method, but the approach is quite different
from either one that we have considered so
far.

SPROWL leaves aside the question of how
one should bet, and considers only the
question aWhen?» He assumes that the
better has a system which works with pro-
bability p (p being unknown). If he assumes
that the payoff is (R—1) if he wins on a
unit bet (here (P — 1) corresponds to the

- (I-r)Y(A+1 ..
odds; or 1 — —— in our old
Ai+1

largest

notation), his expectation is
—(R—Dp — (1 —p). Now if we plot this
as a function of p, we get a straight line
which intersects the p-axis at the point p..

x(p) —

Now p, is a function of R, and this is the
cornerstone of his paper. Given R, deter-
mine p,= I/P. If p>Po, bet; otherwise
do not. The better, however, must determine
what p is and the rest of the paper is de-
voted to a decision-theoretic derivation of
the natural estimate (number of previous
wins) / (number of races bet). He ends his
discussion with the first real experiment
published in the field. He uses two systems ;
the first being bet the favorite, the second
being bet the favorite if p > po, wherep is
the proportion of wins in the previous n
races if he had bet the favorite. The re-
sults are :

Sistem | Sistem 11
Races Bet 75 23
Races Won 20 4
Total Bet $150.00 $46.00
Total Won $128.50 «550.60
Profit £-21.50 $ 4.60

Interpretation of the results are left to the
reader.

The most recent article on the subject is
by RICHARD N. ROSETT. It was published
in 1965in, of all places, The Journal of
Political Economy. The motivation behind
his research is the query as to whether gam-
blers are rational. He formulates a rationa-
lity hypothesis as follows.
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If a gambler mast choose between two
single return bets in which he risks losing
one unit, he will : (a) if the probabilities of
winning are equal, choose that bet with the
greatest return ; (b) if the returns are equal,
choose that with the greatest probability;
(c) always choose an event which in both
return and probability of occurrence are
greater than in the other.

Three systems of betting are discussed in
the paper ; the first is called the Martingale
and works like this: Select n horses each
running in a different race, and suppose
they pay E, ., if,, in returns, and that
there exist some actual probabilities , ... p,
of their winning (here subscripts denote the
order of the running of the race). Split your

bet into sums of money a, a,
n

LKL SO

that 2 «. = 1and « > 0, and «t(& —1)—

o]
— 2 >=B for t= 1, ... , n. Solve this
system of equations for the *i's and bet «i on
your choice in the tth race, but do this se-
quentially until either all n races have been
bet, or a race is won. If you lose all n

races, you lose one unit with probability
M

J (1—pi). If one of the horses wins (with
tmt
probability 1 —JJ (1—pi)),

|
This method combines low-probability, high
return bets, into one system with high pro-
bability and low return.

A parallel system for a single race can
also be constructed. (SPKOWL calls it the
combination.) Again, split your bet into
amounts ot], ..., a, (note that k is not ne-
cessarily equal to the total number of
borses running in the race), but according
to the system of equations : a/(if;—1) = B

k

you win B .

i—1 ..., kand 2 «="- % AN &
((:i
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horses. If p, is the proability of h, the

t
better wins B with probability 2 Vh andlo-

))ZI

ses one with probability 1 — 2Pi-
<=j
again a high probability, low return bet.

The final system is called the parlay and
consists of choosing n horses in n races and
betting 1 unit on the first choice in the first
race. If you win, bet S, on the choice in the
second race and continue until you lose a
race or win all «. Ifyou win, the return is

This is

U if-— 1 with probability JJj>, and the
i-1 =i

loss is 1 (although much greater from a
Regret point of view if one were to win
the first n— 1 races) with probability

n
1—JJpi.
> =

ability bet. It must be emphasized, that all
the choices in the above three systems are
made at one time, so in effect they comprise
a single system or a single bet.

Now, assuming that the betters form a
market (this is similar to the perspective of
e1senserc and GALE), the rationality hypo-
thesis (which is equivalent to a functional
relationship between if and p which is mo-
notone decreasing in p), and the possibility
of combining bets through parlays and
Martingales, place certain constraints on
the function relating return to probability of
winning, which are :

Given any probability of winning p* and
the return associated with it if*, then

jr» N (p)N[i—(i—PY\~" if orpip*
(i — (i—pyl-I"R(p)"p it p*iphi
where if is the return associated with p at

equilibrium and subject to the rationality
hypothesis, r = Inif*/lap” , and

Lif*)/In(1-i>»).

This is a high-return low prob-

¢ = In(l -
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Let us give some indication of how these
limits are derived. Suppose p* ~ p” 1 and
R{p)> p. Choose such a p*, then there
exists a g such that pg = p* with g> p*,
and then log*p + log,*g= 1. Now take
a bet with probability p and another with
probability g and form a parlay. The return
is R (p) R (q) with probability pg = p*, but
since p, g> p*, R(p)R(q) > S*I"™*
jowia/i»in _ Thus we have a bet
(>"R(pq)) which has for the same prob-
ability, a greater return. Hence, (p*, R¥)
would never be chosen, which is a contra-
diction since this is the equilibrium rela"
tionship. Similarly, suppose that R(p)<®

r n@-)-1-i
< [I—({-p)]->= [1 —1/R*y°a-»>] =
Form a Martingale from n bets like (p*, R*)
such that p = 1— (1 —p*y . From thera-
tionality hypothesis, R(p)—R(I—(1—p™*)").
But the return from the Martingale is

- @- 1/ =[1- @- 1/
In(l-») nin(l-»*)

since ¢ = - = - I—"=.nby
In(l—p*) In(l-p») v

construction. This Martingale has the same
probability of winning as the initial bet, but
the return is greater. Thus according to the
rationality hypothesis, the first bet would
never be chosen which is a contradiction.
Similar manipulations will verify the inequa-
lities for 0™ p ™ p* .

Now R (p) — p° is the only function rela-
ting returns to probability for which it is
true that for every bet on a single horse
any parlay having the same probability
will pay the same return. Similarly R(p) —
= [1 —(@ —pY]~ is the only function rela-
ting returns to probability, for which it is
true that for every bet on a single horse,
any Martingale having the same probabi-
lity will pay the same return.

Let us verify this assertion. Select bets
with probabilities P\, eee p  such that
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m
\P> —Paj """ if'"° above relation holds,
the returnis R, - R (p)"= p*n =
-(UP)"-r.-

Now suppose that we have any other

function R = f ( p ) which has the properties:

(b) f is monotone decreasing over (0,1)
(note : (a) assures us of the proper
parlay relationship, (b) is necessitated
by the rationality hypothesis), and

(c) / does not have the form f(jp) = p’,

choose two values p, p, and find R\=f(p),

/(Pa) *o that f(,)=p[> f(p.)=p.
where r, > r, (note that r,< r,< 0). Thus
for all p in (0,1), p>< p™».

Since (p.,i?i) and (p.,R,) both satisfy
(&), so do all points of form (pf,R"),
(p™,R?) where n and m are positive inte-
gers. Suppose we found a point (p™=>R%")
such that p™> > p™> for some m, and «,.
Then since p%'>p™ implies p™->> pj™»
and r, > r, implies p°" > pA>'< then R%'=
_ pmyr,>p*>r, _ fin, ., J,. ...l1(i violate
the rationality (and thus the monotonicity)
property. To see that this always occurs
look at the line R=R" (i. e, i?iCP?"));
it intersects the curve R, =p" at the point
pi =(Rj+i)"" = (jOj+i)-/» NOW (p»+ly<Ir,n

if and only if n> — —  (remember that

both r, and r, are negative, so r,/r, < 1).
Thus we have a point (p, >r2))  such that
Pi > P7» "hich gives us the violation of the
rationality hypothesis. Thus R(p)=p' is
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the wunique functional form satisfying (a)
and (*).

Let us now show that R(p) =[l—(1—j?)T"
is the unique function satisfying the requi-
rement that any Martingale for which the
probability of winning is p, will yield the
return R..

Select n gambles such that

=
and solve the system of equations
- 1)~ k, — -
2«,-= 1 for the a/s. Now a,=k/B, — 1,

« =k@B, —1+ 1/(£. —1)(2, — 1)) and
in general

1
R —1h R —1G2)
1
(#.-1) (#,_i-1)eee(#,— 1)

VIS-[H(“Y)-]

10 1 =

— eee +
a, =

Now from the Martingale relationship

1

5, «=[!-(! L(Qi- .y

thus B —if, (1 —i?)y =1, so R — I

R
= — n d _ ’_c — 4 -
(1—p)" and (11— p,) RiL g L

+ Therefore
Ri— 1
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(1-PoY

= [1-(l-,,)r -1.

So if we forget about the scale factor a—1,»
we see that for any Martingale such that

n (i-~ci-~""~ip~ti-a-"~]1-"-
i=1

The (combinations bet gives an upper
limit of RAp*R*jp for p<p*, and
RM.p*R*/p for p~>p* but parlay and
Martingale limits are always better, so
gamblers would never use a combination. To
complete the proof we would need to show
that given (p*, R*),

[1—(1—Pi]- <&P" if PAP*
Il —(L—ipTd if prLp*
where
InA* In(l — 22«-i)
"o ©5 It —pY)

so that our equilibrium equations make sense.
The proof is not relevant to the paper and
can be found in [3].

If there were a strong performance for
parlay type bets in a market, then the obser-
ved relationship between probabilities and
returns should be R =p. Similarly, if
the preference where for Martingales, then
the relationship would be approximately
R =1[1_ (1—pyyi. Since both of these
functions are monotone decreasing over (0,1)
and thus satisfy the rationality hypothesis, it
is impossible to distinguish between these
functions as models for actual betting situa-
tions on strictly theoretical grounds. Accor-
dingly EOSETT took the odds and subsequent
wins of 110,000 horses and arranged them
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(in descending order by odds) into gronps of
about 350. He then estimated R and p for
each group by simple averaging. (Ifa group
did not contain a win, he augmented it until
it had one). The resultant 257 pairs of points
(p,R)  were then fitted to two equations :

@ In(l- #-i)=1c¢, + ¢, In(I-
+ c,In*(1-3>),
(o) Infi—r,

p) +

Inp -fr,In*A?.

Note that (a) would fit the Martingale
relationship exactly if ¢c,=c,=0 and c,=1.
Similarly, (5) would fit the parlay relation-
ship if r,= r,= 0 and r, = 1. Using
standard regression analysis, both (a) and
(6) were fitted to the data vyielding the
equations :

(@ In(l —R-i)= —0.0078 +
(0.0216)
+ 115 In(1—p) + 0.091In°(1 — p),
(0.02) (0.03)
(standard deviation)
(b) InR= -0.365—1.27In  p-O.0lUn"p
(0.06) (0.04) 0.007)

(standard deviation)

Note that c, is significantly differentfrom
zero, which suggests that the Martingale
limit does not hold for all p. Further
r,, , and r, are all significantly different
from zero suggesting that the parlay relation
does not hold for all p.

The data was then re-examined, and it was
found that for p < .02, the returns were
very much lower than would be expected
under either model. Removal of these 40
points resulted in the following two equations:

INnR= —0.05—0.96Inp - 0.007 In«p
(0.08) (0.07) (0.014)
(standard deviation)
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In(l — tf-i) = 0.0073 + 115 In (1 —p) +

(0.24)  (0.03)
+ 0.0921n2(1-j?)
(0.037)

(standard deviation)

Note that in the first equation only r, is si-
gnificantly different from zero, as are both
C] and c, in the second. The conclusions is
that the Martingale relationship does not
hold for this set of data, and that the parlay
relationship estimated at R = p-o-s» holds
for .02~ p ™ 1. rosetvt theorizes that the
marked deviation from this formula for
p < .02 is due to either or both of the two
phenomena. The first is that some betters
bet in a purely random fashion (e. g., bet on
numbers, or on names), accordingly placing
too much money on very low probability
horses, thereby decreasing their return. The
second phenomenon is that there exist betters
who are so interested in getting a very large
return that they always choose the long
shots to form parlays. Since this choice is
made without consideration of the true prob-
abilities of winning, it has the same effect
on low probability bets as does random
betting.

The conclusion that rosett reaches is
that gamblers are either relatively sophisti-
cated probabilistically or follow sophisticated
advice. | feel that this too strong a state-
ment. Let us note that the empirical rela-
tionship is approximately R= 1Jp and since
the return is really the odds plus one, we
see that the betters have been betting in a
fashion which might be considered optimum
on a purely theoretical basis. A better con-
clusion to draw for the data then is that
betters as a group seek to be quite accurate
in ascertaining the underlying probability
structure of the various races bet upon, but
that individually, the betters are not neces


http://ln.fi
http://%e2%80%94
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sarily acting either rationally or ina pro-
babilistically sophisticated fashion.
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Rua Luiz de Camdes, 68, Riode Janeiro 58,GB,
Brasil. J. M. H.
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No ambito do Plano Intercalar de Fomento, efec-
tuaram-se na Faculdade de Ciéncias de Lisboa duas
séries de conferéncias sobre temas de «Mateméatica
e suas aplicacfes», com o firo de abrir novos hori-
zontes sobre sectores diversos da problematica actual.
As primeiras conferéncias versardo os seguintes
temas :

Matematica Pura: Axiomatica dos conjuntos, —

pelos Doutor J.SANTOS GUERREIRO e Dr.J.SILVA OLI-
VEIRA; Intuicionismo, pelo Dr. A. VAZFERREIRA;
Matemaéatica Aplicada: Axiomatica da Termodina-
mica, pelo Prof. Dr.J. PINTO PEIXOTO; Turbuléncia e
Geometria dos vértices em oceanografia, pelo Ten.DA-
NIEL RODRIGUES; Computadores e linguagens depro-
gramacdo, pelo Dr. A. CADETE; Optimizacdo pelo
Dr. GUSTAVO DE CASTRO. J.T. O.
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ANTOLOGIA

Investigacdes

dos Conjuntos,

sobre os Fundamentos

da Teoria

1 (*)

por E. Zermeio
GOttfngM
A teoria dosconjuntos € oramo da mate- admissivel associar a um conceito logica-

mética ao qual incumbe investigar matema-

ticamente os conceitos fundamentais de nu-

mero, ordem e funcdo na suasimplicidade
primitiva e desenvolver, poresse meio, 0s
os fundamentos légicos da Aritmética eda
Anélise. A teoria dos conjuntos constitui
portanto uma componente indispensavel da
ciéncia matemdtica. Todavia, actualmente, a
prépria existéncia desta disciplinaparece jus-
tamente ameacada por certas contradi¢cdes ou
«antinomias» que se podem deduzir dos seus
principios os quais sdo, naaparéncia, leis do
pensamento. N&o se encontrou atéao pre-
sente umasolucdo inteiramente satisfatoria
para estas contradicfes. Em particular, em
face da «antinomia de rRusseLL» do «conjunto
de todos os conjuntos que ndo sao elementos

de si mesmos» (') parece hoje ja ndo ser

(¢) Traducdo da Introducdo e do 8§ 1, por A. VAZ
FERUBIRA, para uma série dali¢cdes dedicadas aos fun-
damentos dateoria dos conjuntos feitas na Faculdade
de Ciéncias de Lisboa ao abrigo do Plano Intercalar
de Fomento — 1967. O original, intitulado  Untersu-
chungen  uber die Grundlagen der Mengenlehre. I, foi
publicado em 1908, Math. Ann. 6 5(1908) pp. 261-281.

(") B. RUSSELL «The principles
vol. 1,pp.366-368, 101-107.

N. do T.: A «antinomiade RUSSELL» foi descoberta
praticamente ao mesmo tempo por ZEHMKLO e RUSSELL
independentemente umdo outro. Porém, ZEBUXLO n&o
publicou os seus resultados naocasido.

of Mathematics*

mente definivel arbitrario, um «conjunto» ou
«classe» como sua «extensdo». A definicdo
original de cantor de «conjunto» como «um
agrupamento num todo de objectos definidos,
hem distintos, danossa intuicdo ou do nosso
pensamento» (') carece portanto, emtodo o
caso, de umarestricdo. Nao foi, contudo,
coroada de éxito nenhuma tentativa de
substituir esta definicdo por outra igualmente
simples que ndodé lugar a tais inconve-
nientes. Nestas condi¢des, ndo temos actual-
mente outra alternativa que ndoseja ade
percorrer o caminho em sentido inverso e,
partindo da «teoria dos conjuntos» historica-
mente existente, procurar oOs principios que
sdo necessarios como fundamento a esta dis-
ciplina matemética. O problema deve ser re-
solvido de maneira que os principios sejam
suficientemente restritos por forma aexcluir
todas as contradi¢cbes e, poroutro lado, su-
ficientemente gerais para quetudo o que é
valioso nesta teoria possa ser conservado.

Neste trabalho pretendo mostrar como se
pode deduzir de um pequeno nimero de de-
finices e de sete «Principios» ou «Axiomas»,
aparentemente independentes, atotalidade da
teoria criada por G. cANToR €R. DEDEKIND.
A ulterior questdo, mais filosofica, da origem

(i) G.CANTO», Math. Annalen Bd46,p. 481.
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e do dominio de validade destes principios
ndo sera aqui discutida. Apesar de ser certa-
mente um ponto muito importante, ndo
consegui estabelecer rigorosamente a «ndo
contradicdo» dos meus axiomas pelo que
tive, em vez disso, de me limitar a indicacéo
ocasional de que as «antinomias» conhecidas
desaparecem todas se se toma como base os
principios aqui propostos. Espero pelo menos
ter feito assim um Util trabalho preparatério
para ulteriores investigacdes, relativas a estes
profundos problemas.

Este artigo compreende os axiomas e as
suas consequéncias mais imediatas e uma
teoria da equivaléncia neles baseada a qual
permite evitar o uso formal denumeros car-
dinais. Esta em prepara¢do um segundo ar-
tigo que devera desenvolver conjuntamente
a teoria daboa ordenacdo e suas aplicacdes
aos conjuntos finitos e aos principios da
Aritmética.

§ 1— Definicdes fundamentais e axiomas

1. A teoria dos conjuntos diz respeito
a um tdominio (Bereich)» S3 de objectos
gue designamos simplesmente por €coisas

(Dinge)» ; alguns destes objectos sdo con-

jantos (Mengen). Quando dois simbolos a e
b designam amesma coisa escrevemos a = b;
escrevemos a*=b no caso contrario. Se uma
coisa a pertence ao dominio S3, dizemos que
a «existe». Deste modo, diremos que «exis-
tem coisas numa classe Si» se 93 contém pelo
menos um individuo desta classe.

2. Entre as coisas do dominio existem
certas “relacdes fundamentais (Grundbeziehun-
gen)» da forma aib. Quando a relacdo
aeb entre duas coisas a e b é vélida, di-
zemos que «a €é elemento (Element) do con-
junto 6» ou que *b contém acomo elemento»
ou ainda que «O possui O elemento a». Se

juntos
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uma coisa b possui como elemento outra
coisa a, b é um conjunto. Reciprocamente,
salvo um unico caso (Axioma 11), todo o
conjunto possui pelo menos um elemento.

3. Secada x de um conjunto M é tamhém
elemento do conjunto JV, i. e. se de xtM
pode sempre deduzir-se xtN, dizemos que
«M é subconjunto (Untermenge) de Nt e es-
crevemos M d iV(). Tem-se sempre Md M
e de MCLN e N a R segue-se sempre
M & R. Dois conjuntos M, JVdizem-se “dis-
(Elementenfremd)» se n&o tém ele-
mentos «comuns», i.e., se nenhum elemento
de M 6 simultaneamente elemento de N.

4. Uma questdo ou assercdo C diz-se
«.definida (définit)» se a sua validade ou n&o
validade se pode decidir sem arbitrariedade
a partir das relagbes fundamentais do domi-
nio por meio dos axiomas e das leis ldgicas
universais. Do mesmo modo, um «predicado
(Klassenaussage)» <£(«), no qual o termo
variavel x pode tomar como valor qualquer
individuo de umaclasse ii, dir-se-4 «defi-
nido» se ele é definido para cada um dos
individuos x da classe Si separadamente.
Assim, a questdo seash ou ndo e a questdo
se M(Z.N ou ndo, sdo sempre definidas.

As relacdes fundamentais do nosso domi-
nio S3 estdo sujeitas aos «axiomas» OU «pos-
tulados» que va@o seguir-se.

axioma 1 — Se cada elemento de um con-
junto M é também elemento de N e reciproca-
mente, tendo-se, portanto, M c N e Nc M

(") Este sinal de inclusdo foi introduzido por
E. SCHRODER (aVorslesungen Uber Algebra der Logik»
Bd. 1). O sr. G.PIANO e, seguindo-o, B.RUSSELL, WHI -
TKHKAD e outros, utilizam para o mesmo fim osinal Q.

X. T.:0O sinal a quea nota (") se refere ndo é o
sinal <Z que figura nesta tradugdo. A tipografia nao
possui o tipo correspondente aosinal, semelhante a
uma sobreposi¢cdo dec e -, que ZERMELO utiliza.
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simultdneamente, entdo M= N. Abreviada-
mente : cada conjunto é determinado pelos seus
elementos.

(Axioma da Determinacdo (Bes-

timmtheit))**)

O conjunto que contém exactamente 0s
elementos a, b, a, r serd4 designado
muitas vezes, de maneira abreviada, por
ja, b, ¢, ..., rl.

AXIOMA 11— Existe um conjunto (impro-
prio), o «conjunto vazio (JWullmenge)* 0, que
ndo possui elementos. Se a é uma coisa do
dominio, existe um conjunto |aj cujo Unico
elemento € a. Se a, b séo duas coisas do do-
minio, existe um conjunto ja, b j cujos ele-
mentos Sao precisamente a e b.

(Axioma dos Conjuntos Elemen-
tares  (Elementarmengen))

5- Segundo 10s «conjuntos elementares»
Ja) e ja, bj sdo sempre univocamente de-
terminados pelos seus elementos e existe
um sO «conjunto vazio». A questdo se a=»b
ou ndo é sempre definida (N.° 4) visto ser
equivalente a questdo se as jb| oundo.

6. O conjunto vazio é subconjunto de
cada conjunto M, OdM; um subconjunto
de M distinto de M e de O dir-se-4& uma
«parte (Teil)» de M. Os conjuntos O e ja|
ndo possuem partes.

AX1OMA 111 — Se o predicado £ (x) é defi-
nido para cada elemento de um conjunto M, M
possui um subconjunto Mg que é constituido
precisamente pelos elementos X de M para 0s
quais C(x) é verdadeiro.

(Axioma da Seleccdo (Ausson-
derungj)

(») N. do T.: Este axioma é conhecido também por
«axioma da extensionalidade».
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[Por permitir amplamente a definicdo de
novos conjuntos, este axioma |11 constitui
em certa medida, um substituto para a defi-
nicdo geral de conjunto citada na introducéo
e rejeitada por ser insustentavel. O axioma
distingue-se da definicdo pelas limitacdes que
passamos a indicar. Em primeiro lugar, por
meio deste axioma nunca é possivel definir
conjuntos de maneira independente mas so-
mente como subconjuntos obtidos por se-
leccdo a partir de conjuntos préviamente
dados. Ficam por isso excluidas constru-
¢cBes contraditorias tais como «0 conjunto
de todos os conjuntos» ou «conjunto de
todos os numeros ordinais» e também os
«paradoxos ultrafinitos» segundo a expressao
do sr. G. HessenBeERG («Grundbegriffe der
Mengenlehre» XXIV). Em segundo lugar,
como o critério definidor (x) tem de ser
«definido» no sentido que precisamos no
n.° 4, i.e. como, para todo elemento x de M,
a validade ou ndo validade de C(a?)tem de
ser determinada (exclusivamente) a partir das
«relagbes fundamentais» do dominio, séo
igualmente suprimidos pelo nosso ponto de
vista critérios tais como «definivel por meio
de um nUmero finito de palavras» e com eles
a «antinomia de RiCHARD» oOU O «paradoxo
da designacdo finita» (HeEssenBERG, locC.
cit. XXIIl, cf., por outro lado, J. KdNia,
Math. Ann. Bd. 61, p. 156). Isto implica
também que, em rigor, antes de cada apli-
cacdo do nosso axioma Il 1se deve sempre
demonstrar que o respectivo critério <!t(x) é
«definido». Assim sucederd no que se segue
todas as vezes que isso ndo seja inteiramente
evidente.]

7. Se M, C M, M possui um subcon-
junto M—M, designado por  “(conjunto)
complementar (Komplementurmenge) de M*t
e constituido precisamente pelos elementos
de M que nao sao elementos de M, O con-
junto complementar de M—M, ¢é M.

O complementar de M,=M & o conjunto
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vazio 0 e o complementar de cada «parte»
de M (n.° 6) é ainda uma «parte» de M.

8. Se M e N sdo dois conjuntos, os ele-
mentos de M que sdo simultaneamente ele-
mentos de N, constituem acordo com|Il um
subconjunto D de M, o qual é também sub-
conjunto de N e agrupa os elementos comuns
a M e N. Este conjunto D serd& chamado
«componente comum (gemeinsame Bestand-
teil)» ou «interseccdo (Durchschnitt)» de
M e N, e designado por [M, NI].

Se Mc N, [M, NJ]= Meae N=0 ou se
M e N sdo «disjuntos» (n.°3),[M, N] = O.

9. Do mesmo modo, dados vérios con-
juntos M, N, R, existe uma «inter-
seccdo» D—[M, N, R, ...].Seja T
um conjunto qualquer cujos elementos séo
também conjuntos, segundo |11 a cada coisa
a corresponde entdo um certo subconjunto
T, ¢ T constituido pelos elementos de T dos
quais a € elemento. Est4 por conseguinte de-
finido para cada a, se T, = T ou nao, isto
é, se a é (ounao) elemento comum a todos
0s elementos de T, por forma que, sendo A
um elemento qualquer de T, os elementos a
de A tais que 7, = T constituem um sub-
conjunto D de A que agrupa todos estes ele-
mentos comuns. Este conjunto D sera cha-
mado «interseccdo dos elementos de TB e
designado por £ T. Se o0s elementos de T
ndo possuem elementos comuns é 2>T— 0
isto sucede, p. ex., sempre que um elemento
de T é vazio ou ndo é um conjunto.

10. Tteorema. Cada conjunto ™M possui
pelo menos um subconjunto M, gut nao é
elemento de M .

DEMONSTRAGAO. Para cada elemento Xx
de M, estd definido se xex ou nao (a pos-
sibilidade de se ter xex n&oé€, em principio,
excluida pelos nossos axiomas). Seja entdo
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M o subconjunto de M que, de acordo
com Ill, contém os elementos de M para os
quais xex nd&o tem lugar; M, ndo pode ser
elemento de M. Com efeito, tem-se M, s M,
ou ndo M,sM, Se a primeira destas al-
ternativas fosse valida, M,, possuiria um ele-
mento x = M tal que Xxsx 0 que estd em
contradicdo com a definicdo de M, . Tem-se,
pois, seguramente ndo M, zM,, e, por conse-
guinte, se M, fosse elemento de M, M, seria
também elemento de M, , o que foi agora
mesmo excluido.

Conclui-se do teorema que as coisas x do
dominio 33 nédo podem ser elementos de um
mesmo conjunto o que significa que o do-
minio 23 ndo é um conjunto; fica assim
afastada pelo nosso ponto de vista a «anti-
nomia de RUssELL».

axtoma IV. A cada conjunto T estd asso-
ciado um conjunto UT (o «conjunto poténcia
(Potentzmenge)» de T) cujos elementos sdo
precisamente 0s subconjuntos de T .

{Axioma do Conjunto Poténcia
(Potentzmenge))

axioma V. A cada conjunto T estd asso-
ciado um conjunto ST (0 «conjunto reunido
(Vereinigungsmenge)» de T) cujos elementos
sdo precisamente 0s elementos dos elementos
de T.

(Axioma da Reunido
igung))

(Verein-

11. Se nenhum elemento de T 6 distinto
de 0, tem-se naturalmente & T = 0. Se
T= JMN,R, e e j onde M,N,R, e e S50
conjuntos, escreve-se também <3T= M-t-
+ N-\- R + ¢e¢¢ e chama-sea 5T a tsoma
(Summe) dos conjuntos M, N,R , inde-
pendentemente do facto de eles possuirem ou
ndo elementos comuns. Tem-se sempre
M=M + 0= M+ M= M+M+ M-\

eoe))
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12. A «adicdo (Addition)» de conjuntos
acabada de definir gosa das propriedades
«comutativa» e «associativa»:

M+N=  N+M,M+(N~+R) = (M+N)+R.

Finalmente, é vélida para a «soma» e «in-
terseccdo» (N.° 8) a lei «distributiva», na
dupla forma

[M+ N,R] =\MR] + [N ,R]
[M, N]+ R

[M+ R, N+ R].

A demonstracdo faz-se utilizando |, e
consiste em mostrar que cada elemento do
conjunto do primeiro membro é simultanea-
mente elemento do conjunto que figura no
segundo membro e reciprocamente (*).

13. Introducdo do Produto. Seja M um
conjunto ndo vazio e a umelemento qualquer
de M; a questdo se M = Jo ( ou ndo, € de-
finida de acordo com o n.°5. Ror conseguinte,
a questdo se um dado conjunto possui um e
um so elemento ou n&o, é sempre definida.

Seja entdo T um conjunto cujos ele-
mentos M,N,R, ees 530 conjuntos disjuntos
dois a dois, e S, um subconjunto qualquer
da sua reunidio QT. E entdo definida, para
cada elemento M de T, a questdo se ain-
terseccdo [M, Si] possui um Unico elemento
ou nao. Deste modo, os elementos de T que
ttm em comum com S, precisamente um
elemento constituem um certo subconjunto
2| de T e 6 definidaa questdo se T, =T
ou ndo. Os subconjuntos S, ¢ ST que tém
em comum com cada elemento de T exacta-
mente um elemento, constituem, pois, se-
gundo |11, um conjunto 3T que (atendendo

(1) A teoria completa desta «adicdo» e desta «mul-
tiplicagdo (Multiplication)» encontra-se em «Algebra
der Logik» Bd. | de E. SCHRODER.

Tl

allle IV)é um subconjunto de U© 7
e serd designado por «conjunto enlace
(Verbindungsmenge) de T» ou por aproduto
(Produkt) dos conjuntos M,N,R, (de
T .S T=\M,N\ ou T= |M, N,R \
escreve-se abreviadamente T = MN ou
ATAMNR.

Para garantir que um produto de vario»
conjuntos s6 é vazio se algum dos factores é
vazio, necessitamos de outro axioma.

axitoma V1. Se T é um conjunto cujos
elementos s&o conjuntos n&o vazios e mutua-
mente disjuntos, a sua reunido, © T possui
pelo menos um subconjunto S, que tem em
comum com cada elemento de T exactamente

um elemento.

{Axioma da Escolha (Auswahl))

Pode exprimir-se o contetdo deste axioma
dizendo que é sempre possivel escolher de
cada elemento M, N, R, *e= de T, um ele-
mento m,n ,r, respectivamente, e
agrupar estes elementos num conjunto S, ().

[Os axiomas ja mencionados sdo suficientes,
como veremos, para deduzir todos os teo-
remas essenciais da teoria geral dos con-
juntos. Porém, para assegurar a existéncia
de conjuntos «infinitos» («unendlicber»
Mengen) necessitamos ainda do seguinte
axioma que, no que respeita ao essencial, é
devido a0 sr. R. bpEDEKIND (*).]

(1) Sobre a legitimidade deste axioma, cf. o meu
artigo Math. Ann. Bd. 65, p. 107-128 era cujo § 2,
p. 1 11 e seguintes, é discutida a literaturarelativa a
este assunto.

(*) «Was sind und was sollen die Zahlen?» N.° 66.
A «demonstragdo» deste Principio feita pelo sr. D«-
DEKIND a partir da existéncia do «conjunto de todas
as coisas pensaveis», ndo pode satisfazer visto que,
do nosso ponto de vista, o dominio 33 ndo 6 um con-
unto (N.° 10).
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axtoma VI1I. No dominio existe pelo menos
um conjunto  Ti que contém O e que, além
disso, contém com cada elemento a o corres-
pondente conjunto ja| .

{Axioma do Infinito {des Unend-
lichen))

MVJIO). Seja Z um conjunto nas con-
dicbes de VII ; a questdo se Zj possui a
mesma propriedade que Z ou ndo, é dennida
para cada subconjunto Z ~de Z. Com
efeito, para cada atZ, a questdo se
\a\zZ, ou néo é definida,e os elementos
a de Z, tais que \a\tZ constituem um
subconjunto Z{ de Zi para o qual é definido
se Z\ = Z, ou ndo. Deste modo, os subcon-
juntos Z] de Z que possuem a referida
propriedade séo elementos de um conjunto
TciXZ  easuainterseccdo (N°9) Z,=£T
gosa ainda da mesma propriedade. Com efeito,
por um lado, 0 é um elemento comum a todos
0s elementos Zj de T e, por outro lado,
se a é um elemento comum a todos estes
Z], {al também ¢é elemento comum a todos
eles, sendo portanto igualmente elemento
de Z,.

Seja agora Z' um conjunto qualquer pos-
suindo a propriedade em referéncia; a Z'
estd também associado um subconjunto mi-
mimo Z, gosando da mencionada proprie-
dade, tal como a Z estava associado Z ..
Porém, a intersec¢do [Z,,Z06] que 6 subcon-
junto de Z e Z' possui necessariamente a
propriedade em questdo e contém entdo Z,
por ser subconjunto de Z e Z& por ser
subconjunto de Z,. Tem-se, por conse-
guinte, atendendo a 1,[Z,,208]= Z,= Z,

(1) Os indices VI ou VIl apostos ao n.* de um teo-
rema exprimem que o axioma VI ou o axioma VII
intervém explicita ou implicitamente na deducéo.
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e, portanto, Z, é subconjunto de todos os
possiveis conjuntos Z, n&o sendo necessario
para tirar esta conclusdo supor que esses
conjuntos Z constituem um conjunto. O con-
junto Z, possui os elementos 0, jOj, jjOJJ,
etc. e pode ser designado por «sucessdo na-
tural (Zahlenreihe)» visto que os seus ele-
mentos podem ser interpretados como cor-
respondendo aos numerais (*). Z, constitui o
exemplo mais simples de um conjunto «in-

finito numerdvel (abziihlbar unendlichen)»
(N.° 36).
Nota:  N&o traduzimos o 8 2 (e Ultimo)

do artigo de zermeLo, intitulado «Teoria da
Equivaléncia (Théorie der Aquivalenz)», por
ter menos interesse como documento para
ilustrar estas licbes dedicadas aos funda-
mentos da teoria dos conjuntos.

zermero define uma nogdo de equivaléncia
(Aquivalenz) entre conjuntos a custa de uma
nocdo prévia de aplicacdo (injectiva) de um
conjunto M sobre um conjunto N disjunto
de M (Abbildung von M auf V) e deduz
em seguida alguns teoremas que tornariam
facil reconstituir a parte mais significativa da
teoria de cantor dos numeros cardinais.
Entre estes teoremas figura o teorema de
cantor (que relaciona a cardinalidade de
um conjunto com a cardinalidade do conjunto
das partes desse conjunto) e um principio
geral da escolha que permite levantar no
Axioma VI a restricdo que exige que o0s
elementos de T sejam disjuntos.

O artigo tem anexa a data «Chesiéres, 30
de Julho de 1907».

(*) N. do T.:— No texto figura «Zahlzeichen» cujo
significado literal é «algarismo». Naturalmente a tra-
ducdo literal ndo corresponde neste caso a ideia do
autor. Optamos pela expressdo «numeral», tomando
esta palavra como designacdo de «numero natural
no sentido intuitivo ou primitivo».
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MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME DE

MATEMATICAS

I. S. C. E. F. — 1* cadeira — MATEMATICAS Gratis

1° exame de frequéncia — (1.* chamada)
10-2-1967.

|
5671 — 1) Formalize o argumento seguinte e

estude a sua validade :

«S¢ 0 mercado é livre, um sé vendedor ndo pode
influenciar os precos. Se um sé vendedor ndo pode
influenciar os pregos, entdo existe um grande nimero
de vendedores. Existe um grande numero de vende-
dores. Logo, o mercado é livre».

2) Considere um conjunto V— \a b ¢ -\ e
uma relagdo binaria S nele definida, satisfazendo
aos axiomas :

Al
A 2

0S4=>0"1i
2aS b/\ bSc*>aS ©c.

Demonstre o seguinte teorema:

T.1 aSb *=>pSa.

Se U for o conjunto dos pontos de uma recta,
como pode definir $ para que se obtenha uma con-
cretizagdo da axioméatica? Justifique.

R: 1) Fazendo

p = o mercado i livre

g =- um s6 vendedor ndo pode influenciar 0s precos
r o existe um grande numeros de vendedores

0 argumento pode formalitar-se do modo seguinte

P =>q
q =>r
r
0 argumento e invalido porque de p —>q e q —>r
pode concluir-se p—>r 7Ma*xde p—>r e r ndo «

legitimo  deduzir p .

75

SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS

2) Para provar T. 1 pode seguir-se 0 método de
demonstragdo  por reducdo ao absurdo. Supondo que se
tem simultdneamente aSbh e bSa, o axioma A.2
permite  concluir que aSa eu axioma A.1 conduz a
contradi¢do a—fca. Logo, aSb —>b S a.

Sendo P e Q pontos de uma recta a relagdo S pode
ser «P estd a esquerda de Q».

5672 - 1) Seja A \'x e B :1x — — + — 1.,

| m n i

onde m e n designam nUmeros naturais.

0) Ache inf A e sup A O conjunto A tem
méaximo e minimo ? Porqué ?

b) Mostre que os numeros I/n e o infA séo
pontos de acumulacdo de A. O conjunto A é fe-
chado ? Porqué ?

2) Calcule lim ("Vé"—1)"">°«

n=°o0
R: 1) a) inf A=0, sup A= 2. O conjunto A
tem o maximo X = 2 mas ndo possui  minimo.
/1 1\ 1
b) lim ( 1 1= — e 0 4ponto de acumula-
»» \'m n/ n
¢do dos nudmeros I/n . O conjunto A ndo é fechado
porque 0 £ A.
2)  Como
; WA ik C o Jog (2. 1
H—%IOQ( v h ”—% log n 9 ( )
= lim log ccom §-»1, e
=00 IOQ n n»
im 1 log hm Q_—_3,
n=oo log a n n=oo log D
tem-se
lim (Ve - I)"rt= e
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5673 —1) Calcule a soma da série

g, ('!).'»

2) Mostre que o critério de razdo nédo esclarece a
2»-«

———ceo0
o

*, masque o critério daraiz permite concluir

natureza da série 2a, , onde aj,,.,

2t

que ela é convergente.

(-1)-
B : 1) ~1«eWe geométrica femoe ghmme
DA 3
1 o n 3
S = e a série 5J te»» «soma S'-=— . £000
4 3° ‘
a serie proposta temasoma S—S'> °1.
ajn+i - _
2) e,,.- . = Av< « Pan™ , =2>1
ajo_i o a, ,,
e portanto o crittrio da raz8do nao permite esclarecer a
natureza  da série.  Como

asérie  converge.

tem-se  Hm r.Vr < 1 eportanto

I.S. C.E.F.— MATEMATICAS GEBIS — 1. cadeira —
1.» exame de frequéncia —2.* chamada—17-2-67.

5674 — 1) Utilize a demonstracéo
para provar a validade do argumento:

condicional

P=>(SVr)

9 =>~p

« == ~r
p=>—x«

2) Utilize a algebra dos conjuntos para simpli-
ficar a expresséao :

[(.in~jB)u(Bn~c)]n(4n~c).

GAZETA DE MATEMATICA
R : 1) Temde seprovar entdo que
p=>(gq V<O
q=>-p
S =>—1r
P
Com efeito,
1. p=>(QqVr) Pr em.
2. g=>-~p Prem.
3. s=>—r Prem.
4. p Prem.  adie.
5 qVr 1,4 modus  ponens
6. p=>-~q 2, Equiv.
7. n=>—s 3, Equiv.
8. ~q 4,6 modus ponens
9. r 5,8 silogismo disjuntivo
10. ~ 8 7,9 modus ponens.

2) [(An~B)u(Bn~o0)]n(An~c) =
“[(A.n~B)n(An~c)Ju[(Bn-c)n(An~c)]
[(An~c)n~BJu[(An~c)nB] =

(An~c)n(~BuB) =
(An~c)nu -
An~c.
n
5675 —1) Designe R o0 conjunto dos nudmeros
reais e sejam x e y numeros reais quaisquer.

Definam-se 0s numeros:
6) d,(x,y)=2\x-y\;
Quais dos nimeros d., rf, °
110 conjunto 27?7 Justifique a resposta.

1
sen —
2) Calcule Iim
—°° My/g" — 1
R : 1) d; e d, satisfazem a axiomatica da
tancia.
2) Km r=00
— wVva'-1 ’ a° - 1
1 1
sen —
n
= Um |
. =00 | flog a
n

a) d (x,y) —|x'—yl;
c) d, (x, ji)-inf j2,|x -y 11
definem distancias

dis-
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com l-*1. Portanto,

log a

5676 —1) Sendo So, e Sbh, séries de termos
ndo-negativos, demonstre que a condicdo h<. o,/
/i,Si, onde h e k designam numeros positivos,

implica que as séries sdo da mesma natureza.

2) Determine o intervalo de convergéncia abso-
luta da série

(x - 1)»

R: 1) De
conclui  qve

h~ a,/b, vem hb,ga, rfonde «e

Sa,C=>Sbh,C.
Sb,D=>Sa,D.

De a,/b,<ik vem a,”~kb, donde te tira

Ea D=>£b,D.
Sb,C=>Ssa,C.

Em resumo,

Sa,C <=>Sb,C.
Sa,D<=>Sb,D.
2) Como

o intervalo  de convergéncia absoluta &

U-i/t/T, @+ ililT[

1. S. C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 1* cadeira —
2.* exame de frequéncia e 2.° ponto de informacéo
(." chamada) - 12-6-1967.

5677 — 1) Considere a funcgéao
dominio .X= [a,0]U!F 1 UIN!
apresenta na figura janta.
seguintes :

y = f (x) com o
e cuja imagem se
Resolva os problemas

75

tB

a) Diga qual 6 o contradominio f (X)) .
b) Mostre que fix) é continua em X everifique
os teoremas de Dini e Weierstrass.

c¢) Pode-se calcular /* (c) e /' (d)? Porqué?

d) Quais sdo os extremos locais de /(x)? E oi
extremos absolutos? Justifique.

2) Calcule P log (@s*+ <e+ 1).

R : 1) a) Seja
O contradominio
uif(d)].

b) A imagem de f (x) mostra que a fungdo
tinua em [a,b] ou seja em lodos os pontos de

eela,b[ oponto onde f (e)= 0.
e f(X)= jf(c)|U[f(a),f(e)dU

é con-
acumu-

lacdio de X . A verificacdo do teorema de Dini € ime-
diata pois o contradominio f(X) é conjunto fechado
limitado ; para o teorema de Weierstrass basta  notar
que o minimo absoluto é f(c) e o maximo absoluto é
f(d).
c¢) Na&o, porque c¢ e d sdo pontos isolados em X .
d) Os extremos locais sdo : minimos —f (a) e f (b)
maximo — f (e)

De acordo com a definicdo de extremo local f(c) e
f(d) também sdo extremos locais (maximos ou  minimos).
O minimo absoluto é f(c) e o maximo absoluto f (d) .

2) Plog (x2 + x + 1)

2x2 + 1
= x%(x2 + X+ 1)—P
x* + X+ 1
X + 2 \
Xxlog (x*+ x + 1) - P (2
+ X+ 1)
X + 2

xlog(is? + x +1) - 2x + P
x* + x + 1

(x + 1/2) + 3/2
+log (Xi-r-x+1) - 2x + P
(x +1/2)2+ 3/4

2(x + 1/2)

X.,,(x»+x.1)-2x +1p
. x +1/2)2+ 3/4 T

’ ' 2
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v/3 /2x + I\»
I jlg )

T e, i\ o] i 7 rl ,10> ,0/ji,
- XEPOE7(X+ x+ 1) —2x + — ior? [(x + 1/2)* + 3/4] 4-

I Ly, %+
y3 y3
1
5678 — 1) Considere a funcdo F (x) tal que

F@@ = F'(a) Ffo-" - 0 e sejam L e i,
respectivamente, o supremo e o infimo de Ffjj em
[o ,é]. Mostre que

I (x —a)" Lix — o)"
n! n!

X sen
2) Calcule lim -
»=0 X' COS X

x + log (1 -f x)

R : 1) Peia /(Srmu/a tke Taylor vem

F (X) «, ko~

Fo>[a + e, (x - a)].
nl

Com a<Jx”™ b eatendendo a que

1~ F"™Ja+e(x- a]”™ L

vem «meeifaiijmenie o  resultado.

«@ra x + loo (1 J-Xx)
X
2) um =
x=0 X' cot X

X ten X+ X —) x
— lim
x-0 X* cot X

com lim X—1/2 . Entéo

X’ ten x + log (1 -f-x)

lim

x-0 X' CO* X
Xsen X

2 lim = - 1/2 .
X=,, cot x

GAZETA DE MATEMATICA

5679 — 1) Qual é o campo de
X —y - 2a
f{"TVi')= -s-i: ; =—r? Calcule os limites so-
! 2x°+y + 3a
brepostos para / (x ,y ,z) no
Existe Hm/ (x ,Y,z)? Porque?
1_o

existéncia de

ponto P (0,0 ,0) .

2) Se o sistema de equacgdes lineares AX—B
possui duas solugdes distintas A e A',, prove que
aXi + (1 —a) Xj também ¢é solugdo, qualquer que
seja a. Serve este resultado pasa mostrar que, tendo
A X = B duas solugdes distintas, existe uma infini-
dade de solugdes? Porqué?

R: 1)

O campo de exiittncia i R* — ]P ;.

lim lim lim f(x,y,z) = 12
(tm iim iim f (x ,y ,z) = 1/2
x-0 10 y=0

£m iim {tm f (x ,y ,z) — —1
1-0 1=0 »-o0

lim lim
y=0 z=0

lim f(x,y,2) —1
x=0

lim lim lim f(x,v,z) == — 2/3
z=0 xo0 >0
lim lim lim f(x ,v,z) = — 2/3
2=0 y=» x=0
N&o existe lim f(x,y,z) porque os limites
x=0
x-0
ndo sdo todos

sobre-
postos iguais.
2) Como AXj= B e AX, =B, vem

AfaXra-alXjJ-aAXi +tl-a)AX] =

= aB + (l-a)B=8B,

0 que mostra que a Xj + (1 —a) X, também & solucéo.

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GBBAIS — 2» Exame de
frequéncia e 2.° ponto de informacdo — (2* cha-
mada) - 14-6-67.

5680 — 1) Considere a funcdo y =/ (x) com o
dominio A" —[a,b] e cuja imagem se apresenta na
figura junta. Resolva os problemas seguintes:

a) Diga qual & o contradominio / (x) .

6) Mostre que /(x) é descontinua para x —c ,
indicando a oscilacdo w (c) .
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¢) Calcule /'(c) .

d) Quais sdo os extremos locais de /(x)? E 09
extremos absolutos? Justifique.

fx (x=h0)
2) Mostre que y (x) = j "~
mitiva em ] —00, + 00[.

nao possui pri-

R : 1) a) .Voté-ii que f(c- 0) = f(c+ 0). Estes
limites laterais sdo representados geometricamente pela
ordenada do ponto que é centro do pequeno circulo em
branco.

f(X) - [f(a),f(c-0)[U]f(c -0),f (B)JUIF(C) -

b) w(c)=C—f(c —0)>0 f(x) e
descontinua para X = cC.

c) f(c)- £00.

d) O minimo local é f(a) e os maximos locais sao
f(c) e f(b). O minimo absoluto e f(a) e o maximo
absoluto é f(c) .

e portanto

2) Supondo que existe ¢ (x) = P f (x) teria deser
* (x) continua e portanto da forma

) + k(x=£0)

k(x- 0).
Ora a derivada desta fungdo e

fx(f=510)

00" 1o(x -0)

que ndo coincide com a(x). Logo ¢ (X) n&o possui
primitiva em ] —00, -f 00 f.
1

5681 —1) Desenvolva a fungao

xX*—3x 43
O T - ) (x- ) (- 3)

7

em série de MAC-LAURIN, indicando o termo geral e o
intervalo em que é valido o desenvolvimento.

2) Seja f (x) convexaem [a, 6] e g (y) crescente
e convexa num intervalo que contém o contradominio
de /(x). Prove que g[f(x)] é convexa em [a,6].

Nota: Admita a existéncia de derivadas até a2.*
ordem das funcdes / e g .

11 1 3 1
R: D (™) o2 | _x*2-x 2 3 -x
1 1 1 1
+
2 1-x 1 i-JL
2 3
o ff
para |x]< 1.
Também se pode escrever
1
vy 00 2-1 o

2) Fazendo F(X)- g[f(X)], vem F'(X)= g (y).
), F"(x) - g» (y) ff (X)P + g' (y) f»(x) e como
g'CM)ie> g"(y)>0 e f'(x)>0, iem-se F"(x)"O0,
0 queprova o resul.ado.

X*+ 77+ 1

5682 —1) Considere f(x,y.2)
X —y—a
/(0,0,0)=0. Calcule /.(0,0,0), fi (0,0,0) e
/, (0,0,0).

2) Duas matrizes A e B de ordem n diferem
apenas na j-ésima coluna. Prove que

2" \A + B\-\A\ + \B\

R: 1 9000 —hm'(x0.0):7(0.0.0)

x-0 X
Xi+ 1
= Um
ff0.y.0J-ffP.0.0
£:(0,0,0) = um Y )
[=0)]

Um
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£(0,0,2)-(0,0,0)

f, (0,0,0) - 1
2+ 1
— lim »
1=0
2)  Sendo
J]i ees *Y eee’ a, ees b, s a,,
tIBI-

N« ee" P, eee b

-ii * *aj 4 b, e a,,,
Al + IBI-

2a,---a, + b,--2a,,
'A+B -2°- (JAl + |B])

2a,,.---a,,, + b, --2a,,,

0 queprova a proposicao.

I.S.C. £. F.—MATEMATICAS GEBAIS — 1* cadeira —
Exame final —Epoca de Julho — (1.* chamada) —
Prova escrita — 10-7-67.

5683 — 1) Ache todos os nimeros complexos que
satisfazem a relagdo z=r"", onde z designa o
conjugado de z.

R : Fazendo z —p(cos6 Fisen8), lem-se

z — pcoi (—6) 4 iten (— 8)]
« a relagdo proposta transforma-se em

f[cos (—8) + iten (—e)e"
p™ [cos (n — 1) 6+ isen (N —1) 1]

que exige
P- f—
(n-1)lt)-2k«,
isto 1,
p-OVf-1
3k«
A solugdo e pois 2«0 »«
2k- . 2Kkic

i = coi H iten
n
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2) Estude a convergéncia, incluindo a convergén-
cia uniforme, da série

X- 3
R : Como lim-
oo o X 1 em que a, €0
termo geral da série associada,! & §6ie converge (abso-
J—=3 1 ¢ diverge  quando
lutamente) quando 2 X+ 1
- >1 .
X +31
Obtém-te assim o intervalo de convergéncia absoluta
15/3 ,7[. Notando quea série é simplesmente conver-
gente para X e» 5/3, ela & uniformemente eouvergente

em qualquer intervalo [a,b] com ai>5/3 e b<C7.

3) Prove que / (x) ndo possui estre-

-fc
mantes interiores se —2;Si:<J2.
fronteiros ?

Calcule P f(x).

E extremantes

-x2-2kx-4
x* - 4)2

discriminante de —x’ —2kx —4 é A—Kk'— 4, iem-*e
para —2<Jk<;2, A<J0 o queimplica f (xX)” O:
ndo ha pois extremantes interiores, f (x) e decrescente
no seucampo de existéncia.

Dado que f (4- oo) = f & 00) = 0, os pontos
prios sdo extremantes : + 00 € minimizante
é¢ maximizante.

R: Como P (x) e 0 binémi»

impro-
e — 00

X + k 2 +k
log | X
xX- 2)(x 42

elog | x 4-21

4) O determinante de ordem n A= |a, \ pode

ser considerado como fungdo das n- variaveis a,,.
<)A

Mostre que A é funcdo homogénea e que —A,,.
d au

Verifique o teorema de eoLes e interprete-o na

teoria dos determinantes.

R : A éfuncdo homogénea de grau n pois |[XAj =
— X" A . Peio teorema de Laplace tem-se
a, Alid0i, A, 4 seasj A 4 el a, A

e vem imediatamente



Com i e j mudos correntes de 1 a n vem

aj Ajj—nA.
5) Sendo ri,r, e r, as raizes do polinémio
+ ache a relacdo entre p e 7 por forma
1 1
que rj= 1
r, r,
» 1 1
K: De r,= 1 uem rirjr,—r, + «,
como r]r,r,= —q tem-se ii + r,= —q. Por outro
lado, Ti+r,+r, O, ou rj4-r,= —r,, e por-

tanto rj= q. Terd de serentdo q°+ pgq + q= 0.

G) Considere o sistema de equagbes sobre o corpo
K dos nimeros reais

2x\+ 3x\+ x% + xj- 15
X\ - X\ —2x|—27*2 5
2x?2+2xl- x5— xl=9
- x»+ 2xl+ 4xj+ 40]= 11.

S)

Reduza-o a um sistema de equagOes lineares e
mostre que S) ¢é possivel. Apresente a solucédo.

R : Fazendo —y, (i=1,2,3,4) o sistema
transforma-se  no sistema linear
2yi+ 3y.+ y. + ya=15
Y, - ¥Y.- 2y,—2y,~ -5
2,,+2y.- y.- y.=9

11.

- yi+ 2y, + 4y, + 4y,

Utilizando o método de condensagéo, vim

2 3 1 1
1 i _2 -2
2 2-1-1
12 4 4
2 3 1 1
, 5 5 0 0
I 4 5 0 0
9 -10 0 0
2 3 11
5 5 0
I-lO 0 o
10 0 o

2 3 1 1
5 5 0 0

I —1 0 0 0
0 0 0 0
(0] [0}

e Vvé-se que a caracteristica da matriz- dos coeficientes é

igual a caracteristica da matriz completa : o sistema
linear épossivel (indeterminado porque a caracteristica
i3).

A solucdo do sistema linear é y,= 1, y, =>4 e
y, = 1—yi e o sistema proposto também é possivel
(indeterminado) com as solucdes

*1 X, =-

*)
X1 X, =
XI S: =
X1 Xj -
Xl X2 =
Xl X2 —
Xl X, -

E claro quetera deser —1/ x <J1.

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GIHAIS — 1» cadeira —
Exame final —Epoca de Julho — 2* chamada —
Prova escrita — 13-7-67.

5684 - 1) Sejam
X —Xi , X,, %%, X,
e
y - (yiyl, --y-)
pontos de . Mostre que a relagdo binaria

XAr<=>x>y, (»'-1,f,— »)
é relacdo de ordem parcial
ordem.

Introduzindo a adicédo

mas nao é relagdo de

X+ Y =x(Xt+ Y, X + Yz o0 X, +V,)
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e a multiplicagdo por um escalar
XX = Xli,Xx,, ee¢, XX,),
prove que sao verificadas as propriedades seguintes :

a) X, >r ANi>12=>-yi
6) X"NY

+ X,>F,
AX>0=>XX>XI".

+ 1,

R : vi relacdo & reflexiva, anti-simétrica
tiva e portanto é relagdo de ordem parcial.
cdo de ordem pois ndo é tricotémica.

A demonstragdo das propriedades a) e b) é imediata.

e transi-
Néao é rela-

2) Calcule:

sen X + coe X — €'

« lim
x*

b) Px2(L+ X<.

R.: a)
vem :

Utilizando duas vezes a regra de Cauchy,

sen X 4- cos X — e’ COS X — Sen X — €~

lim
1=0
= lime. ©@NX—cosx-—e*
b) Px*@L+x)*= Px*QL+4x"+$x»04, is.j») ,,

= P2+ 4X" + 6x«+4dx»"+ XxM)-

3 .8 13 . H

= 4 f-6— +2 "
3 2 13 9
93 e

3) A substituicdo x = éy —¢€* converte f(x,y)

em £ =/(«")«") » Se /| satisfaz & relagéo
o +yza/ 4 x al Hy-a/ 0, mostra
ay' dx dy
que satisfaz a 4* 4 -~ 0.
a « a«
ag e af
at ax ax
a’g afA . :
d* axi ax -
. af
#T i+
ax ax
de af af

au ay ay 7
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Que rfy2 "t ay
= ?z-frz-yz+-?f—y
ay ay
Logo,
a‘'g , a‘g a*f a*f
at’ au’ ax» ' ay'
ay ay

4) Seja P (z) polinémio inteiro em z. O resto
da divisdo por z— 3 é 4 e, na divisdo por c4- 3,
o resto € 5. Qual é o resto da divisdo de P (z) por
z' —97? Justifique.

R.: P@- @2—9Q(2)+ (Az 4 B)
P(3)- 3A+ B
P(_3)=-3A +B

e portanto
t 3A4B=4
i- 3A4B=5
que da
A=-1/6 e B =9/2.
1 9
O resto t z4 .
6 2

5) Ache a matriz A que satisfaz a seguinf*
equacdo matricial :

R. : Como

T2 11-1 r 2

L3 2.J "|_-3

«em

SIH r-3 2111 p 21
1 C 1
a] L s -sj 'Lr, sj°

“=[-3 ]—[ﬂ

11 [ s
24 13T

L34 —18)"

6) Utilize a teoria dos determinantes para deduzir
a condigdo para que as rectas

Aix 4 Biy+ Cia
<4x 4B,y + C,.

iAx + By+ C,=0

sejam concorrentes.
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R.: A caracteristica de A, IT1-1 terd de ser

A, B.
A, B, J
igual a | e portanto a matriz dos coeficientes tera de
possuir um menor de 2." ordem significativo. Para
fixar ideias, seja A = A1 B. =t=0. O teorema de
Al B,

liouché da imediatamente as condigBes :

A, Bi 0, Ai B, Ci
A, B. ¢, = 0,-, A, B, = 0.
A. B, C, A, B. G,

I.S. c. E. F.— MATEMATICAS GERAIsS — 1* cadeira —
Exame final (Epoca de Outubro) —Prova escrita
3-10-1967.

5685 —1) Considere o conjunto universal R* e
seja A o subconjunto de R* tal que A = J(X,Yy):
X + 4y <:4j. Indique o interior de A, o exterior
de A e o conjunto derivado de A. O conjunto A é
aberto? E fechado? Porqué? Acompanhe a resolucéo
do problema com a respectiva interpretacdo geomé-
trica.

R.: i«(A=A; extA= R2-j(X,y) : x*+4 y2g!41,
A= J(X,y) X2+ 4yJIN4|.
O conjunto A ¢ aberto porque A = intA.

2) Resolva os problemas seguintes :

a) Desenvolva x em série de poténcias de y= *
1 —x
(sugestdo: exprima x em funcdo de y) . Para que
valores de x é valido o desenvolvimento? Justifique.
b) Calcule P cos x sarctg (sen x).

R.: a) De y=
1-y

vem

lvI— <1

e o desenvolvimento e valido para .
—X

ou X< 1/2.
b) Pcosxearctg (senx) =

1, 2sen XecosX
= senx-earctg (sen x) P =
2 1+ sen’ x

—sen x earctg (senx) —log (1+ sen’ x) + C.
2
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3) Utilize a teoria das funcgdes implicitas para
achar os extremos da fungdo vy (x) definida por
xyt- yx - 2a?=0 (a> 0).

R.: O extremanle terd de satisfazer

f(x,y) =0
t,'(x,y) =0

as condigdes

Ora a solugdo do sistema

Jf(x,y) = xy' - yx2—2ai=0
IfY(*,y) =y’-2xy =0

= @ que satisfaz & condigio f'(a,2a)=j=0.
ly = 2a
dy Ay ¢ (x>y)
Sendo =0, vem e por-
dx ey P
2 a) 4a
tanto gy (a,2a) ——r> 0+ £030

y (X) atinge o minimo y = 2a para X = a.

4) Ache o valor de k por forma que uma das
raizes da equacdo a*—7z+ k= 0 seja o dobro de
uma das outras.

R.: Designando por Zi,z, e z, as raizes da equa-
cdo, as formulas de Girard e acondicdo tlada permitem
escrever

@ =22,
3z,+2z,=0

2z,°2,(—32z) = 2 = k/6.

Substituindo  z, = \/k/fi naequacdo, vem

cue rfa k= + 6.

5) Seja A uma matriz quadrada tal que
A" = 0 (eeiV). Mostre que (/— Ay* —I + A +
4-A2+ oo + A'-T

R.: Tem-ie (I—A)(i+ A+ A*+
= (14A4 A2
a proposicao.

+ A"7») -
f-'A"") (I —A) —1, oque prova

6) Determine a e b por forma que o sistema de
equacdes lineares

i+ i — 3 — x, =0
2xi 4 x, 4 2x, 4ax, —0
Xi 4-3x, 4 4x4=6
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seja possivel indeterminado de grau 2. Ache nesse
caso a solucdo do sistema.

R. —1 -1
1 2 a

0 3 4

1 1 -1 -

—1 4 af21lo
-1 4 5 I'b

1 — —1 j

—1 4 a—t-Zl
0 0 -a+3J'1

Para que o sittema seja possivel indeterminado de
grau 2 tera de ser a= 3 e b= 0. A solugdo sera
«3TJ-4T7,
Nt
entao 142. =4 X, +51,

I.s. C.E.F.— maATEMATICAS GERAIS — 1* cadeira—
Exame final—Epoca de Outubro (Prova escrita) —
10-10-1967.

5686 — Prove que a série

2 (i) et — @

«=1

-

convergente se e s6se x> 0 etem por soma

e«

R : O termo geral da série pode escrever-se na forma
1 o 1 1
(-1)"-
& a série geométrica de razdo —I/e*" (convergente see
sa se x> 0), asoma da serie proposta €

2
ecomo V (-1)"-'

e*-| 1+1/*" e -1
2) Seja
X2 (x< 0)
P(x) (Ogigl)

I (») -
1 (x>1)

GAZETA DE MATEMATICA

onde P (x) é um polinémio do 3.* grau. Escolha
P (x) por forma que /(x) e/ (x) sejam continuas
para todo o x real.

R: Tomando P (x) = ax’4bx' +ex4d, a

continuidade de f(x) em x=0 e x=1 obriga a
tomar d= 0 e a4 b4 c=1. Como
[1/2 (x<0)
f (x)=J3ax +2bx+ c(O0”™ x™ 1)
lo(x>1)

a continuidade de P (x) traduz-se nas relagdes c= 1/2
e 3a+ 3b +1/2 = 0.

Tem-se entdo a= —3/2, b=2, c= 12 e d-0.
3) Calcule :
-0 Lx @+ x) x2 ' J
log® X
ft) P g
X (1 + log’ x)
R: a) Com limX= 12, tem-se
. U>g (1 4 X
lim -
[x @ +
r i X - XX' 1
= lim | =
0 Lx (1 4 x) x2 J
=limr — 4 x| =
x-oLx(14-x) X J
= lim -— 4+ X = —1/2.
oL x41 J
b) Fazendo logx = t, vem
log’! t / t o\
P P =P (t I =
X (1 4- log* x) 14-12 \Y% 1+ t/

*-j--"Nlog(l+V)+C =
logl” x
-log (1 + log’ x) 4- C.

4) Considere

it (X4-y)
RARET R [

(*-»)
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Calcule FJ,(0,0) e i”~(0,0).

F(x,0) - F (0,0)
Fi (0,0)= lime -0
1»0 X

F(x,y)-F(0,y)

F[(0o,y) - lim
*Z e _n.  F(O0,y)-F(0,0
= ysen r(0,0) ='iwra (0. y)-F( ) =0,
-2y y-0 y
«/ m /e F(x,y)-F(x,0)
r,(x,0 = te = X sen
=0 2 X

"31

an

6)

Y y)-Fr (0.0)

F;, (0,0) = lim

_ y /o =\
= Um sen = sen (—e— 1 = —
z*0 X
= fimsen — sen — =1
X=0 2: 2

Seja A - a5, a,, e a,, Qualéovalorde
0Jl 022 *e* a.,,

a»ri  ar» eee <

OK eee a,,,? Justifique.
<P eee 3N
ai2 ee* a,,,
an ag ee (-1)»-

aji »32e ° a,,

a,i a. *-°a,,
au  *2 - ° a,,

Ache um sistema fundamental de solugdes para

o sistema homogéneo

Xi 4- X,4- X,4- X,4- X, =
3Xi+2x, + X,+ a,—3X5=

X, 4-2 X, + 2X] 4-6 X, =
5Xj 4 4X2 4-3X3 +3X4— Xr,=

© o o o
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R.: Condensando a matriz dos coeficientes integrada
na matriz completa, tem-se

111 1101
o211 _3]o
1 2 2 A0
|4 3 3 _1710.J
S
_ -2 —2 e,
I 1 2 2 610
= 1-2 2 6 -
101 1 1,
. -1 =2 2 G,
I 0 0 0 o
0 0 0 o l°

A caracteristica da matriz dos coeficientes é 2 eo
grau de indeterminagdo dosistema e 3 . Tomando os
incégnitas nado-principais Xj, X, e x, éfacil construir
um sistema fundamental de solugdes.

Fazendo xj= 1, X,= 0 e X5—0 obtém-s» xj=1

e X,= —2; para X3=0, x,=1 e x.=0 vem
Xxj =1 e x,——2; finalmente, com x,=0, X,=0
e X5= 1 resuiio xj«5 e x,= —6.

O sistema fundamental de solugdes € pois

X, =1 —2100], X,- [L—20103

X, =[5-6 o01].

Qualquer solugdo do sistema se pode escrever na forma
X =aiXj4-a,X,+ WX, eportanto a solucdo geral
do sistema pode apresentar-se na forma

o= ‘la- a,4-51
X, = —26e —2«,— 60
X, = a,

Xj w a,

X, — 03 .

Enunciados « solugOes dos N.°- 56571 a 5686
de Fernando de Jesus

Leitores da «-Gazeta de Matematica» ! Enviem-nos os nomes e moradas dos VOSsOs

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirdo assim eficien-

temente para que a «Gazera de Mateméatica» se torne cada vez mais interessante e util.
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Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de Urros
e outras publicacdes de Mateméatica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares & Redacc¢édo

168 — M. Bouix et A. CHECROUN — P. de M. et P. C.

de la Revue Universitaire de Mathématiques —
DuDod-Editeur, Rue Bonapart — Paris VI.

A organizacdo dos estudos e dos programas de
matematica nas Faculdades de ciéncias foram pro-
fundamente modificados e 0s livroB relativos aos
cursos € trabalhos praticos ja ndo estdo adaptados a
este novo ensino. E por isso que a Faculdade de
Rouen fez um esforco importante para reunir, desde
1967, exercicios com solugbes correspondendo ao pro-
grama, dados em diversas Faculdades de Franca e
fundou, para os apresentar aos estudantes, a Revue
Universitaire de Mathématiques.

Estas duas coleccdes de problemas, para os pri-
meiros ciclos M. P. et P. C.que acabamos de receber
das Editions Dunod, grupam exercicios dados em
varias Faculdades francesas durante um ano, reu-
nindo dessa maneira a matéria dum ano escolar. Os
textos que apresentam sao na verdade prospostos aos
estudantes e as resolugdes foram feitas pelos assis-
tentes e professores assistentes que os apresentaram,
0 que representa para o estudante a garantia de
fazer correctamente .0s exercicios correspondentes ao
exame que prepara.

Estes exercicios com solucdes deveriam ser Uteis aos
estudantes do primeiro ciclo das Faculdades de cién-
cias que se preparam ao diploma universitario de
estudos universitarios, e aos alunos das classes pre-
paratérias as grandes escolas, e a todos os que depois
do «baccalauréat», desejam continuar os estudos de
matematicas.

JM.M. T.

169 — VITORINO MAGALHAES GODINHO — Ensaios —
Vol. 1 — Sobre histéria Universal (publicado);
Vol. 2—Sobre histéria de Portugal (publicado) ;
Vol. 3 — Teoria da histéria e historiografia (néo
publicado) ;

Vol. 4 — Humanismo cientifico e reflexdo f ilostfica
(ndo publicado) — Livraria Sa da Costa— Editora
— Lisboa.

Tem enfermado a nossa Histéria de falta de pers-
pectiva universal, quando menos peninsular. Mesmo no
caso dos melhores, e apesar da tentativa de Oliveira
Martins. N&o foi despropositadamente que abrimos a
nossa colectdnea com certos tentames de abordar
problemas historiograficos gerais, em relagdo a muitos
dos quais a historia portuguesa pode contribuir com
esclarecedoras achegas. Ao abordarmos as nossas
cousas, por seu turno, como no presente volume acon-
tece, gostariamos de nunca perder de vista que a
vida da nossa gente nao transcorreu desligada dos
grandes fluxos e refluxos do mundo, e que se essa
histéria testemunha quanta vez linhas de evolucédo
a escala do globo, também sé inserta em tais linhas
se nos desvenda em suas mais reconditas pulsagoes.
Viramo-nos, agora, predominantemente para questdes
portuguesas. E que persistimos em pensar que anos,
portugueses, compete mais do que a quaisquer outros
examinar detidamente tudo quanto nos respeita, com
busca de explicagbes racionalmente validas — acei-
taveis por nos e pelos outros —e nado para nos van-
gloriarmos em papéis de personagens de prim«ira
plana.

(Do prefacio do 2."" volume)
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quando pedidas directamente, assinaturas de quatro
nimeroB, ao preco de escudos 50, para o que basta
indicar o nome, a morada e o local de cobranca

ANGARIE ASS
A CGAZETA DE
Concorreréa, assim,

de uma

ADMINISTRACAO DA

Rua Diario de Noticias,

avulso: 30

o estrangeiro,

INANTES

para o

«GAZETA
134-1.°-Esq.°-LISBOA -2 — Telefone 369449

escudos
(4 ndimeros) 100 escudos

150 escudos

As assinaturas sdo renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas
as assinaturas tém inicio com o primeiro numero
publicado em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRASADOS
Estao completamente esgotados os ndimeros 5 a 15,
da Gazeta de Matematica. Os restantes numeros sao
vendidos aos precos seguintes :
N.°* 1-4 (2.* edicdo do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40000
N." 16 a 49, cada namero ,. 12050
N.« 50, 76-77 s 60000
51 a 75 rcada numero simples 17050
N." 78 a 991
101 a 1081 = . UP'° e e e e PPif00
N.» 100 100000

A administracdo da Gazeta de Matematica executa
qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

PARA
MATEMATICA >

melhoramento

revista sem objectivos comerciais

PRECO ESC. 70%$00

DE MATEMATICA»



