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O problema de Cauchy

das ondas em espacos de

por Luis Adauto

8§ 1— Introducao

O objectivo déste artigo é fazer um resumo
dos resultados sibre o problema de caucHy
para a equacdo das ondas, que obtivemos nos
dois ultimos anos, nos Departamentos de
Matemaética das Universidades de Yale e de
Chicago. Nesta introdugdo, faremos um breve
histérico do problema a resolver, das dificul-
dades obtidas, assim como dos problemas
surgidos.

Tomaremos como ponto de referéncia o
trabalho [1](*) desrowDER, aonde encontra-
-se um método abstraio para a integracdo da
equacdo nao linear das ondas. O trabalho de
BROWDER tem como origem o de J6rRGENS [4],
que estuda um problema analogo, limitando-se
ao espa¢o Euclidiano R° e usando métodos
analiticos concretos para a obtencdo de seus
resultados. Em suma, podemos sintetizar as
idéias como segue. Nas aplicacdes dos Mé-
todos Matematicos a Fisica, surge a necessi-
dade de resolver o problema de caucHy para

(*) Numeros entre colchetes referem-se a biblio-
grafia.

Resumo da tése de doutoramento apresentada ao
Instituto de Matematica Pura e Aplicada do Conselho
Nacional de Pesquisas do Brasil, Rio de Janeiro, GB.

para a equacao

nao linear

Hilbert

Medeiros

a equacdo nao linear das ondas, como por
exemplo

1) - Au + ku? = 0,

aonde A 0o operadordecLarLace, t 0tempo,
k é uma constante e u uma funcao numeérica
real, definida no i?°X [0, T]. Com o obje-
tivo de abranger uma classe mais vasta de
equacdes do tipo (1), s6rceEns em [4], estu-
dou o problema de caucHy para equag¢des da
forma

() P~ A M + FI/(].]12), o,

sendo F uma fun¢cdo numérica real com de-
rivada F'.

Tomando as equacgdes da forma (2) como
modélo, sBrowbper em [1], deu uma formula-
cao abstraia do problema de caucHy para
equacdes do tipo (2). De maneira mais expli-
cita, demonstrou a existéncia e unicidade da
solucdo do problema de caucHy, para a
classe de equacdes operacionais

(3) A-HI

. Au + M{u) =0
dF
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em um espaco de HiLserT H. Em (3), A
¢ um operador de IlI, com dominio D (A)
denso em H, limitado inferiormente por
k > 0 e self adjunto. O térmo J/(w) é uma
aplicacdo, nao necessariamente linear, de
D (A'Y) em H, satisfazendo a certas restri-
coes (cf. 84, J/1,3/2,3/3,3/4).
DER aplicou o calculo operacional para ope-
radores self adjuntos em espagos de HiLBERT,
para obter os seus resultados. As derivadas
que aparecem em (3), sdo no sentido da to-
pologia definida pela norma de H. Como
aplicacdo de seus resultados abstratos, con-
siderou o caso em que // L* (RY), (espaco
de niLeerT das classes de fungdes integraveis
a Lesescue NO espa¢o euclidiano real R"
de dimensdo N), A é uma realizacdo self
adjunto em L(Q) de um operador diferencial
parcial do tipo elitico e M(u) = \u \)u

Quando éstes resultados sdo particulari-
zados para 2V=3, A O o operador de
no R’, obtém-se os resultados de

BEOW -

LAPLACE
JORGENS.

Tomaremos como modélo para 0 nNoOsso
trabalho, as equac¢des do tipo (3) e apresen-
taremos, nesta fase de nosso estudo, como
Unica inovacdo, a perturbacdo no coeficiente
de (3), isto é, estaremos interessados em
equac¢bes da forma

(4) n + A(hu + M(u) = 0
at

onde A(t), para t em R, (colecdo dos
numeros reais ndo negativos), é uma familia
de operadores de //, satisfazendo a certas
condigbes que fixaremos a seguir (cf. § 2).
No paragrafo 5 sera dada uma aplicagdo
para o caso em que A ¢é uma realizacdo
autoadjunta em L’(6), (G umaregiao limi-
tada do RY) de um operador elitico de se-
gunda ordem, com coeficientes variaveis.
Note-se que o resultado pode ser aplicado a
operadores de ordem 2m, trazendo um
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pouco mais de trabalho nos céalculos de veri-
ficacdo de algumas hipéteses.

O método usado por srowber em [1], ndo
se adapta naturalmente ao caso de coeficien-
tes dependendo do tempo. Por esta razao,
procuramos transformar a equagdo (4) em
um sistema de equacdes diferenciais de pri-
meira ordem, mediante as mudancas de va-

du

riaveis v = e aseguir x—A (ty®u y=v
dt

Consequentemente, uma primeira etapa do

problema seria a de precisar as condicfes a
serem assumidas sdbre a familia A (t) para
que éste método tivesse sucesso. NoOs casos
mais frequentes de realizacdo de operadores
diferenciais parciais, com condi¢cfes de Di-
rRiciLeT nulas sbbre a fronteira de G, sa-
be-se que o dominio de A (<), o qual repre-
sentaremos por D (A (?)), nédo varia com
teR Dai resulta que, do ponto de vista
das aplicagdes, é natural supormos que
D (A (£)) néo varia com o tempo t. Além
desta observacdo, notemos que a mudanca
de varidveis mencionada anteriormente, en-
volve a raiz quadrada positiva de A (<).
Consequentemente, impondo a A (<) as ne-
cessarias condi¢cfes que assegurem a existén-
cia da sua raiz quadrada positiva AT,
apresentam-se como problemas naturais, os
seguintes :

1. Caracterizar o dominio da raiz qua-
drada positiva A"!" de um operador self
adjunto A, limitado inferiormente por uma
constante positiva,

2. Dada uma familia j™(<)|, teR+, de
operadores de //, determinar as condicdes
a serem impostas a A (i), de tal modo que

se D(A()), for constante, entéo D(A(D)V?)
também serd constante.
3. Se para cada teR+ afungdo v<=A(t)u

de D (A (<)) -* Il for fortemente diferenciavel
para todo ue D {A (i)), resultard dai que
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M(<) = A(tyi*B  serd diferencidvel, no mesmo
sentido, para todo ze D (A (i)*)?

No paragrafo 2 encontram.se as respostas
as questdes 1 e 2 enquanto no paragrafo 3
encontra-se a resposta a questdo 3.

De posse dos resultados obtidos nos para-
grafos 2 e 3, voltaremos no paragrafo 4 ao
problema de caucHy para a equacao (4).
Através da mudanca de variaveis mencionada
anteriormente, reduz-se o problemade caucHy
para (4) ao caso de uma equac¢do de primeira
ordem, em um espag¢o de HILBERT C6, Soma
direita de Il com H. Para integrar a equa-
cao transformada de (4) em <& usamos 0s
métodos de kato [5], BrowbpERrR [7] € O teo-
rema do ponto fixo de PiccARD-BANACH.

O paragrafo 5 contém um exemplo néo
trivial de uma equacgdo das ondas com térmo
nao linear, com operadores de segunda ordem
com coeficientes dependendo do tempo.

E importante observar que equagdes ope-
racionais de segunda ordem do tipo (3), tam-
bém foram estudadas por secaL [7], BrROW-
pER €sTrRAUss [8]. Recentemente, mamEDOV,
[6], anunciou certos resultados sbébre as
solugBes das equagbes do tipo (4) com dife-
rentes hipdteses sébre A(t) e sbbre a parte
nao linear.

Aproveitamos esta oportunidade para agra-
decer ao Prof. rFeLix E.srowbper, da Uni-
versidade de Chicago, por nos ter proposto
esta questdo e por suas valorosas sugestdes
nas fases decisivas déste trabalho.

Ao Prof.LeoroLbo NacHBIN, do Conselho
Nacional de Pesquisas e da Universidade do
Brasil, desejamos deixar explicita a nossa
gratiddo pessoal por sua constante assisténcia
e encorajamento, particularmente quando
fomos estagiario no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada do Conselho Nacional de
Pesquisas, durante os anos 1959-1961.

Também agradecemos ao Prof. rrank J.
da Yale University, pelas discussfes
estimulantes que tivemos.

HAHX

§ 2 —Sbbre o dominio da raiz quadrada
de um operador

Neste paragrafo fixaremos a notagéo, cer-
tas hipoteses sébre a familia | A (i)j, te R+
e responderemos as questfes 1 e 2 sObre a
raiz quadrada -a(i)''*, propostas anterior-
mente. Nao faremos as demonstrag¢des, pois
uma exposicdo completa serd publicada em
Notas de Matematica, colecdo publicada pelo
Instituto de Matematica Pura e Aplicada do
Conselho Nacional de Pesquisas.

Seja H um espac¢o de niLserT complexo,
com produto escalar (1) e norma || j|. Con-
sideremos uma familia JA (< J. teR¥, de
operadores A(t) de Il. Inicialmente assu-
miremos o seguinte :

Hipdtese |—Para cada t em R’, o0 ope-
rador A(t) possui dominio D(A(t)) denso
em H, ¢ self adjunto e limitado inferior-

mente por uma funcao continua positiva k(t),
isto é, {A@® ulM) ™ k(i)(ulu) para cada u
em  D(A(1)>

Pela Hipétese /, o inverso A(t)~ de
A (<) existe para cada t, 0 definido em H
e limitado por No que segue, neces-
sitaremos considerar o produto A (s) A
para tseR’, 0 que sera possivel somente
se A(t) tiver dominio constante relativa-

mente a t, isto é, D (A (t)) = D(A (Oj) para
cada iei?’.

Hipotese 11—Quando teR’, o dominio
de A(t) ¢ constante.

Dai resulta que A()A(S)-" é sempre

definido e limitado para todo par ts em R

Hipotese  111—Os operadores limitados
A(DA(s)- serdo supostos uniformemente
limitados, isto é, existe uma constante M

tal que
t,t, e R+.

|AG)AF)-i W M para todo



Hipotese
A@®AC(o)
de LipscHITZ,
k > 0 tal que

IV — Os operadores limitados
satisfazem a uma condigéo
isto é, existe uma constante

WADA(L)-i-A(S)A(LYiINVK\-s\

para todo t,t,, seR+.
Pela Hipotese I, para cada te R , existe
a raiz quadrada positiva A (i)'"" de A(f),
que é self adjunta e limitada inferiormente
por k(t)v: onde k(t) €& o limite inferior de
A() o que é uma simples consequéncia do
teorema espectral. Também como conse-
quéncia do teorema espectral, tem-se que
i)(I(i))ci)(4(i)i;2), para cada t. DaHi-
potese I, resulta que (A (HHyM|M)=||~. (1) |IX
() (u\u) para todo u em D (A (<)). Por-
tanto, {A () ul u) induz em D (A (t)) uma
estrutura métrica mais fraca do que a origi-
nal de i1, dada por (|). Por um argumento
analogo ao usado por FrepERICKS para obter
extensdes self adjuntas dos operadores simé-
tricos semi limitados, nés podemos obter o
dominio de A(tf> a partir do dominio de
A(t), mais precisamente, demonstra se que
D(A(tyr") é o completado de D(A(t)) com
relagdo a métrica induzidaem D (A (t)) pelo
produto escalar [uwv] = (A (tulv) , para
M,vGD (A (Cf. Desta forma, demonstramos
0s seguintes fatos :

propPosicAo 1. Suponhamos que |A(t)]
satisfaz as Hipdteses 1 e II.

Entdo, se existirem duas fungdes  continuas
positivas ¢ (t) e c'(t), para te R+, de tal
modo que
(5) CAQuiuy”™ A@®uiu) ~

~e(t)(A(0)ulu)
para todo u6D (A(0)), dai resulta que

D (A (t)'"") sera constante.

GAZETA D E MATEMATICA

Teorema 1. Suponhamos que |A(t)j seja
uma familia de operadores de H, satisfazendo
as condigdes I, Il, Il e IV. Dai resulta que
D(A(t)'/?) é constante.

§ 3 — Diferenciabilidade da raiz quadrada
de AO)

Seja A (t), te i?+, uma familia de opera-
dores de um espago de eanacH B, com do-
minio constante D (A (0)). Diz-se que A (t)
é fortemente continuamente diferenciavel com
relacdo a t, quando o vetor v(t) = A(u
for continuamente diferenciavel em relacdo
a norma de B, para todo u em D, isto
é, quando

lim (t - (A u — A (1) u)

m

existe no sentido da norma de B.

Seja A (t) uma familia satisfazendo as
I, 11,111,1V, V. Entdo pelo Teorema 1,
segue-se que A (<)'* possui dominio cons-
tante. Se considerarmos a familia J/I((!)’] em
lugar de |™4(0j ©° " hipoteses semelhantes
sobre A (Cf, concluiriamos que A (t) possui
dominio constante. Nas aplicagfes, temos a
seguinte situagao : A(t), A (Cfe A (i)' pos-
suem dominio constante e A (t) é fortemente

continuamente diferenciavel. Representando
por A'(i) a derivada forte de A(i) e por
C(t) o comutador de A(t) e A'(t) isto 6,

Ct) = AMA'(Y) — A'(D)A(D) também nas
aplicacdes éste operador possui dominio cons-
tante e satisfaz a certas condicfes (cf. y, ¢y,)>
as quais tomaremos como hipo6teses'no caso
abstrato. Desta forma, admitiremos que o0s
operadores A (tf e C(t) satisfagam as se-
guintes condigdes :

7)) C(0 possui
(CHO)N-"(A(CH),

dominio constante e
isto 6, o dominio do
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estd contido no dominio
A'(t).

quadrado de A(t)
do comutador de A(t) e

y.) [Existe uma constante y, 0"y <1 e

nma fung¢do continua positiva h(t), tal que
\C(HuWh{D)\WA(E?ul\W\ui-T + Wl
para todo ueD (A (i)7).

Dai resulta que quando A(t) satisfaz a
a Hipoétese 1 e A {tf, AlDW, A, C()
possuem dominio constante, entdo, vale o

seguinte teorema:

Teorema 1. Se A(t) for fortemente con-
tinuamente  diferencidvel para te R e o
comutador c(t) de A'(t) e A (t) satisfaz as
condicbes yj) e vy,), dal resulta que A (t)”
¢ também fortemente  continuamente diferen-
ciavel.

A demonstracdo do Teorema 1 baseia-se
essencialmente em uma representacdo inte-
gral da poténcia fracionaria de A (t), isto
é, na representacdo
«<>e(*«f2) r*\V{Aco+ *e/+

m/Q
+ (A@) —ix -

At fou

\udx

que é valida para todo 0< «< 1 e U em
D(A()™). As Hipoteses y, e y,> aparecem
como condig¢des suficientes para demonstrar-
mos a convergéncia de certa integral que
aparece nos calculos.

§ 4 — O problema de Cauchy

Seja A (f) a familia de operadores fixada
no paragrafo 2. Vamos representar por
C(R" , 1) o conjunto das funcdes vetoriais,
i. e, mH* ->Il, que s@o duas vezes forte-
mente continuamente diferenciaveis em H,

com relacdo a i. Suponhamos D(A(0yi’)
topologizado pela norma j|M||,> =||4(0)"**a]]|.
Seja M(u) uma aplicacdo de D(A(0)I) em
Il, (ndo necessariamente linear) satisfazendo
as seguintes condigdes :

Mj) Para
existe uma constante positiva k(C)

cada constante positiva C,
tal que

WM(U)WK(C), \M(u)-M@)W
AR,

para todo par u,ve D(A (O)/) e tal que

[JtE]|Tr.<i7, \W\< C.

M,) Existe um numero real k, tal que
para téda u:R+ -*D (A (0)'™) fortemente
continuamente diferenciavel com — - unifor-

dt
memente continua, tem-se

(I + £ A (syi2 u(s)||°ds\

para todo t> 0, onde Re s significa a

parte real de s.

c>0,
V.R+-+

M,) Para qualquer constante
/c(C)>0 tal que para tdéda funcao

-+ D (A (0)") continuamente diferenciavel
tem-se :
d
M{A{t))  ~k(C)

4(i)i*4f(o
dt
desde que ||AO)i"t>||< C.

M,) Para qualquer constante positiva
C > 0, existe k(C)> 0 tal que para qual-
quer par de func¢bes uyv de R+ em
D {A (0)'/?), continuamente diferenciavel,
tem-se :



WA OWu() —A (i)y"v(@) Li+1 AO™u (1) -
~A{tyvvi(t)\\\

para todo t em [0,T], sendo

W)W+ WAQyitu(t)\v<C, \W(w2  +
+ WA (0)1/2 v(t)\z< C
Quanto ao comportamento de A(tyr,
assumiremos o seguinte :
Hipotese V—O operador Af{tyit € forte-
mente continuamente diferencidvel para todo
dA(tyi* 1
teR’ e — -4(0 ™ ° limitado por

uma funcdo continua positiva.

Denomina-se equa¢do né&o linear das ondas,
com coeficientes dependendo do tempo, a
tbda equacdo operacional que pode ser
escrita sob a forma

>
(6) dt + Alpu + M(u) = 0
onde ue C (R ;H),
fixados anteriormente.

A({t) e M(u) como

No6s consideraremos o problema de Cauchy

2

?) &t + A)u + M@u) = 0
®) «(0) » «(0)= A~
para teR".
Diz-se que u:R" -**H é uma solucéo

estrita do problema de cauchy (7)+ (8), se
u=»(i)eD (A (0)), *" = u> (i) e D {A (0)il)

para todo teR+ e A(i)u(), u" (1),
Atyiru(t) e A(tyiru'(f) forem continuas
s6bre todo intervalo [0, T] de R e as

equacdes (7) + (8) sdao satisfeitas.

GAZETA D E MATEMATICA

O Teorema 1 que segue, garantira a exis-
téncia de solucdes estritas para o sistema
(7) (8) e os Teoremas 2 e 3 garantirdo a
dependéncia continua das solucdes em rela-
cdo aos dados iniciais e consequentemente a
unicidade da solugdo.

TEorReEMA 1. Seja jA(t)], t em R, uma
familia de operadores em um espaco de HiL-
BERT H , satisfazendo as Hipoteses I, I, 111,

IV, V, e M(u) uma aplicagédo
em H , satisfazendo as hipoteses

de D (A (0)™)
Mj, M,, M,

M4. Entdo, o sistema (7) -f- (<) possui uma
solucdo estrita u = u(t) definida sébre oR ",
para todo 96D (A () e 1ieD(A(0)™?)
tais que

©) + 1Tii<<?

onde C > 0 é uma constante.

TEOKEMA 2. Admitindo as hipéteses  do
Teorema 1, para cada T >0, se u, iij forem

solucbes de (7) + (8), correspondentes ao 8
dados iniciais [NV, [9i»V]|]* respectiva-
mente, satisfazendo a condicdo (9), entdo

A ()" u{t) —A (tyi u, (®)]2+ du (i) —
- U\ (1) \WAK(T, C)||T,-,, HM+IItF-Y, H

para todo t em [0, TI].

O teorema que segue dara o comporta-
mento da derivada segunda em relagdo aos
dados iniciais. Na demonstracdo déste teo-
rema, ha necessidade de restriDgir mais a
familia- j-A(<)|. De maneira mais precisa,
vamos admitir que A(t) seja duas vezes con-
tinuamente diferenciavel e que as seguintes
condicdes sejam satisfeitas :

a) (A ({®ulM < 0 para todo t6 R+ o
ueD (A (0).
b) -gt(A{t)u\V) c(t)E(u,v)

c) VA" (OUWIK()E(U,V)
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para todo teR +, ueD(A'(t)), ueD{A" (1)),
sendo c(t), k(t) funcdes continuas positivas e

E(«,Vv)= HA (ff*u|p + ilA ())i/2, |p.

TeorRemMA 3. Admitindo as hipdteses do
Teorema 1 sbbre A (t) e mais as hipoteses a),
b), c) anteriores, se ?eD(A(0)) e J;eD(A(0)i/2)
forem tais que

HA0).[p + j|.|[A+HIP<0;
[|A(0)..|p + (.|P,,+ Hi|P<C

21

u e u, do sistema

a [p, <] [<pj,<Pi]
a condicdo seguinte

entdo as solugdes
correspondentes
mente, satisfazem

(M + (8

respectiva-

Hu'-W-u'/WIP + [IlIACty/au'W-ACty/SuiCt)!I*»
Ak(C T - [PUHTTA(O) -A(O). . []2 +

+ N -+0 PP+ +-NM 1 Pw. -

Como um corolario do Teorema 2, resulta
que as solugdes do sistema (7) + (8) com a
condicdo (9) sdo univocamente determinadas
pelos dados iniciais R, <%]

§ 5 — Aplicacdes

Seja G um dominio limitado do espaco
euclidiano real R" de dimensdo N, cuja
fronteira d G suporemos regular. Suponha-
mos que 2/ seja o espa¢o de HiLBerRT L(G)
das classes de equivalenga de funcles inte-
graveis a Lesescue sObre G. Seja A(i) o
operador diferencial formal

-4(0= - 2 9-r~l+ «C™'"

sendo X — (a?,X, **°,X,) Supdbe-se 0s
coeficientes suficientemente regulares com
relacdo a x e t. Admite-se, ainda mais,
que existam duas fun¢des continuas positivas
c,(i) e Ci(i), teR, tais que

ci(o|s|*~r 2 aij O HlilAc N2\

para todo \ = (£,,\,, ¢ ,la) onde
H*i I7+ |5,]°+ e +]iVv]|".

Vamos representar por A(t) a realizacdo
de A(t) em L* (G), sob condi¢bes de
pirictiLET nulas sdbbre a fronteira de G,
isto é, o dominio de A/(t) ¢é o conjunto das
funcdes ueW™(G) (espaco de
das funcgdes de L*(G) cujas derivadas gene-
ralizadas de ordem |a|”™ 2 pertencem a
L*(G)), tais que D*u\, = 0 para todo
Ja|<2 (cf. sBrowper [2]). Desta forma,
D(A.(0))cW>(G) e como uma aplicacao
de D(A,1) em L(G), 0 operador A(t)
satisfaz as hipoteses dos Teoremas 1, 2, 3
do paragrafo 4.

Consequentemente, os Teoremas 1, 2, 3
do paragrafo 4 generalizam os resultados
contidos em srowper [1], para o caso de
equa¢Bes nao lineares com coeficientes va-
riaveis.

|*|z —

SOBOLEV
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An absolutely independent

por  José

1. Introduction

The notion of an absolutely independent
axiom system was introduced by FRANK HARARI
in [1]. Following HarRARrRI, One says that an
axiom A of the form tp implies gt never
holds in a model M, if the hypothesis p
occurs at least once in M and, furthermore,
whenever p is true, q is false (one admits
the possibility of taking p as an universally
true statement). Let S be an axiom system
and AeS; if there is a model in which.
A never holds and every axiom in S— \A\
holds, then A is said to be very  independent.
The axiom systema S is said to be a very
independent  axiom system, if each of its
axioms is very independent. One says that
S is an absolutely independent axiom  system,
if for every subset S' of S there is some
model in which each axiom belonging to S’
never holds and each axiom belonging to
S—¢§' holds.

In general, the usual axiom systems are
not absolutely independent.

HARARI gave in [1] an absolutely indepen-
dent axiom system for equivalence relations
and conjectured that some, but not many,
others might exist.

J. w. ELLIs presented another independent
axiom system in [2], which selects the sub-
groups among the subsets of a group.
JACOBSON and K. L. YOCOM
satisfying

In [381, R. A.
stated that a groupoid < G, «>
the following axioms
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system for

axiom groups

Morgado

(i) there is anelement e such that x*e=x

for all x,x==¢;
(i) for all x, y, z, z=f=e, x*(y»z) =
= X»y)»z;

(i) x*w =y has a unique solution w

for all x, y, x=f=y,

is a group.

Next, they proved that these axioms cons-
titute an absolutely independent axiom system.
(It is supposed that G contains at least
three elements).

Neverthless, the axioms (ii) and (iii) are
too strong.

The purpose of this note is to weaken the
axioms (ii) and (iii) and to obtain another
absolutely independent axiom system for
groups.

2. A definition of a group
We are going to state the following
< G,«>

THEOREM. Let be a groupoid

satisfying the  conditions:
A : There is in G some element e such
that

X *e —x for every xeG —jej;

B: If xeG,yeG- jej and zeG—je]|,
then
X«ly*z)= X*y)»z;
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a such
then each of the equa-

C: There is in G some element
that, if be G — jaj,
tions

b»x=a and a*y=Db

is soluble in G.

Then the groupoid < (?,*> is a group.

proOF. We have to prove that:

— there is in G some element e such that
x *e= x for every xeG;

—for every ce G there
c'e G such that c*c'= e

is an element

—one has X *(y *z)= (x*y) *z for all
X, vy, 26 G.

It is immediate that it suffices to prove
the following :

1) If ceG—jej, then
c'eG such that c*c'= e.
2) OQuehas e*e=¢e.

there is some

Let us show that the equation c*z= e,
with c=j=e, has at least one solution in G.
If a= e, the conclusion follows imme-
diately from the solubility of the equation
b*x = a for every b=fza (condition C).
If a=j=e and c = a, the conclusion follows
immediately from the solubility of the equa-
tion a»y = b for every b=f=a (condition C.
Now, let a=f=e=zj=c=fza. Let x and y
be elements of G such that c*x = a and
a*y = e, respectively. One has clearly
x"=e and y=f=e, since x = e implies

a = c*ir = c*e-=c (by condition A)
and y=j=e implies
e —a*y = a*e = a (by condition A),

against the assumptions that

a=f=e.

c=j=a and

Consequently, by condition B, one has
e—a*y—(c*x)*y = c*(x*y),

is a
which

that is to say, the element z = x*y
solution of the equation c*s = e,
proves 1).

It is easy to see that

3) if b=f=e and b*b'=e, then b'»b = e.

In fact, from b=f=e and b»6'= e, it
follows, by condition A, that V=j=e. Hence,
by 1), it results that there is some element
b" in G such that b'*b" = e and, by con-

dition A, b"'=f=e.
If 'V *b=fce, then, by condition A,
(b"™*b)*e = Q/*b)*(V *b")= b"*b.
Since b"=e, b'=fz=e and b"=f=e, it fol-

lows, by conditions B and A,
b'mb = ((b* *b)» b') *b™ = (6"*{b* b")) *b" =
= (b'me)» b = b'*b" = e.

This contradiction proves 3).
Now, we can state the following:

4) If xeG—Jej, then e*x = Xx.

In fact, let x' be an element of G such

that x *x" = e.

Then, since x e and x'=ft=e, one has,
by condition B and 3),
e *FX — (X *X~)*X = x*(X"*x) = x*e = X,

as wanted.

Finally, let us see that e*e = e.

Indeed, let xeG—  jej and let x' be an
element of G such that x*x' = e. Since
x'=f=e, one has, by condition B and 4),

e*e=e*(xX*x)= (e*x) *xX'= X *xX"'=»e
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which proves 2) and, consequently the theo-
rem holds.

It is clear that, if the groupoid <<?,*>
is a group, then the conditions A, B and C
hold. Thus, we can say that a group is a
groupoid satisfying the conditions AB,C.

3. Absolute independence of the axiom
system S A,B,C

Let us consider the following axioms :

A: If X,yG and x y, then x y Xx;

B: I1fx,y,z,eeG and y=fze=f=z, then
Y *2) = (x*y)*z;

C: If a,b G and a b, then at least one
of the equations

b*x=a and a*y=>b

is not soluble in G.

One sees that the axiom A (resp. B, C)
holds in < G, *>, if and only if the axiom
A (resp. B,C) never holds in <(?,*>.

In order to state the absolute independence
of the axiom system S, let us consider the
following eight groupoids <67,*> where
G is the set of all integers and, in each
case, the operation * is defined as it follows :

) x*y=x+y forall x,yeG;

y for ail x ,ye G;

1) x*y
1y xvy =x—y for ail x ,ye G;
1IV) x*y—x for ail x.,ye G;

x*y = x+ 1 for every xeG and
V) #e(?-10],
x *0 =>x for every ®eC?;

GAZETA DE MATEMATICA

VI) x*y=\WXx\+ W + | for all x,ye G;

x*y=0 for every xeG— jO| and yeG,
0*0=1,
0*y —y for every yeG—

VIl
jo[;

VII) x*y=x+ 1 for all x ye G,

In the first groupoid, the axioma A, B
and C hold, i. e., this groupoid is a group ;
it is easy to see that the axioms A, B and
C hold in the grouproid I1), the axioms A,
B and C hold in the groupoid I111), the
axioms A, B and C in the groupoid V),
the axioms A, B and C in the groupoid
V), the axioms A, B and C in the groupoid
V1), the axioms A, B and C in the grou-
poid VI1) and, finally, the axioms A, B
and C in the groupoid VIII).

The cases 1), I1),I111)and 1V) prove that
the system S is very independent.

The element e, which exists in the cases
1), 111),1V)and V), is the integer O.

In summary, for each subset S' of S,
there is some model in which each axiom
belonging to *S'never holds and each axiom
belonging to S —S' holds, that is to say, S
is an absolutely independent axiom, system for
groups.
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Note

on the definition

of a group

by Jos4& Morgado

In [1], one deals with the following ques-
tion :

Is a semigroup (') G which has a local
left identity element (i. e., for each element
a in G, there is an element e, in G,
dependent on a, such that ea = a) and a
left inverse element a', for each element o
in G, such that a'a —e, necessarily a
group ?

It is shown that such a semigroup need
not be a group and it is proved that, if G
is a commutative semigroup satisfying the
conditions

(i) for each a in G,

e, in G such that

there is an element

Ga 3. —»siy

(i) for each e, in G such that e, a= a,
there is an element a{,, dependent on
e,, such that

a,a’ e,

then G is a group.

Next, it is asserted that commutativity is
essential to the result.

This is not true.

In fact, if one analyzes the proof given in
[1], one sees that the commutativity was not
used in full.

Problems
proposes the

In [2], in the section Advanced
and Solutions, P. J. SALLY
following exercise :

(*) 1.e, an associative groupoid.

Show that the necessary and sufficient con-
dition for a semigroup G satisfying (i) and
(ii) to be a group is that every local left
identity is in C(G), the center of G with
respect to the semigroup structure.

In [3], it was published a solution for this
exercise.

Or, the condition ennunciated by P.J.
SALLY is too strong.

In fact, one can state the following

THEOREM : Let G be a semigroup  satis-
fying the conditions (i) and (ii). Then G is
a group, if and only if thefollowing holds :

(iii) If e, and e, are local left identities

relative to a and b, respectively, then
€,65= 6be,j

(iv) If e, and i, are local left identities

relative to a, there is some left inverse

ai of a, relative to i,, such that
e.q = ae,-
PROOF. Indeed, if G is a group, one has

e, —la " &b

and conditions (iii) and (iv) hold.

Conversely, let us suppose that conditions
(iii)) and (iv) hold.

In order to conclude that G is a group,
it suffices clearly to prove that all the local
left identities are equal.

let us observe thatfor each element
identity.

First,
a 6G, there is only one local left
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From

it follows

g, a'ila = a'iea
that is to say,

e, i, =a%a=1i,,

Analogously, by (iv), one has

for some left inverse a'. of a, relative to
e, ; and from this it follows

(1)
Since, by (iii), one has i, e, = e, i, > one
concludes that i, = e, as it was claimed.
In particular, from (1) it results

2) e,e, — e,
Now, we are going to see that

e, = e,

Sobre funcbes

por Marie

1. Em [1], pg. 602, (teor. 84), mostra-se
que, se f é uma funcdo de variacao total
limitada definida em um intervalo compacto
I de li cujos valores sdo elementos de um
espaco meétrico, entdo existem os limites de
/ a esquerda e a direita de todo ponto sco
do interior de /.

Em [2], pg. 110, demonstra-se o seguinte
teorema: seja/: A= [a, b] X [c,d]¢

(*) Estudante do 3.» ano do Curso de Matematica
e bolsista do Instituto de Fisica e Matematica, Recife.

de variacéo

GAZETA DE MATEMATICA

In fact, from (2) it follows

e.(e.e) = (e,c)e »e e
and

Ci(e,e,) = («6f)e. — ege,;
and, from (iii), it follows
e.(e.e) =¢e(e.e) = e e.

This means that both e, and e, are local
left identities relative to the element e, e,
and, therefore, e, = e, as it was to be

proved.
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total limitada

Euldlia Couf/nfio™*

uma funcdo de varia¢do total limitada em A
tal que, para algum (x',y)e A, as fungdes
de [a,b] em R e y-*f(x"y)
de [c,d"\em R, sao de variacdo total limi-
tada em [a,b] e [cd] respectivamente.
Entdo, qualquer que seja o ponto (X, V.)
do interior de A, existem o0s quatro limites
«angulares» de / quando (Xx)y) tende para
(%, VYo). (i. e. existem os limites em cada
um dos quadrantes determinados pelas rectas
X=X ey=22-
Para esta demonstracdo O utilizada a de-
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composi¢do de Jordan de / em diferengca de
funcdes crescentes.

O prof. rRuy Luis sugeriu-nos
estudar a extensdo destes resultados ao caso
em que f é uma funcdo definida num rectan-
gulo compacto de R* com valores num
espaco de BANACH.

O objectivo desta nota é, portanto, esta-
belecer o seguinte

GOMES

TEOREMA : Seja f: A =[a,b]X [c,d] ¢
R* -»F, onde F €& um espaco de
uma funcdo de variacdo total limitada
tal que, para algum (x',y')e A, as funcbes
g:[a,b]»F e h:[c,d]»F, definidas
por g (x)= f(x,y) e h(y) = f(x'.y), séo
de variagdo total limitada em [a,b] e [c,d]
respectivamente  (¢). Entdo, para todo ponto
(X,, ¥,) do interior de A (*) existem os limi-
tes de f quando (x,y) tende para (X,,Y.)
nos casos  seguintes:

BANACH,
em A

) (x,y)elx.,b[x]y., d[
I (x,y)elx.,b[x]c,y.[
)y 1t>o[X eyl
V) (x,y)ela,x.[x]y..d[

2. Diremos que a funcao /: [a, b] X
X [c,d]= Ac A*- F, onde F é um es-
paco de eanacH, é de variacdo total limitada
em A, se existe um real M~ 0 tal que,
quaisquer que sejam as sequéncias finitas estri-
tamente decrescentes (ou, 0 que resulta equi-
valente, quaisquer que sejam as sequéncias

(*) Pode acontecer que / seja de variacdo total
limitada sem que alguma das funcfes g ou h o seja.
Por exemplo,seja g:[a, b]-* R umafun¢do que néo
é de variacdo total limitada; ponhamos f(x,y)*=g(x)
pora todo (x,y) e[a,0]lx [c,d]. A variacdo total
de / é nula.

() Se (x, ,i/lo) é um vértice de A, mostra-se que
existe o limite em um dos quadrantes; se (xQ.y,)
pertence ao interior de um lado, existem os limites
nos dois quadrantes correspondentes.
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finitas estritamente crescentes), («ijo<<<n>

(fj)o<i<m de pontos de [a,b] e [c,d] res-
pectivamente, se tem
2 1i/0* +1>*i* 0 —/(«< +1>*0 —
e tety+ T0,F)H em
onde a soma é estendida a todos tais

que 0N i~ n—1, 0~ ~ m— 1.

Ora, dizer que as fungbes g: [a,b] -*F e
h: [c,d]-* F, definidas porg(x)=f(x,y")
e h(y) =f(x',y), sado de variacdo total
limitada, € dizer que existe tal que
as desigualdades

2 I/ («..y)-f{»i, i>y")IIl £ N
0<i<n-—1
2 WE(x",t,)-f(x",t,..)\\*N

0<J<m —1

sdo validas quaisquer que sejam as sequén-
cias finitas estritamente decrescentes
(«;)o<i<n)(</)o</<« de pontos de [ab] e
[c, d] respectivamente.

Utilizaremos no que se segue 0 seguinte

LEMA : Sob as hipoteses do teorema, as
funcdes X >f(x,t) de [a,b] em F e
y->-f(s,y) de [c,d] em F, sdo de variacdo
total limitada em [a,b] e [c,d] respectiva-
mente quaisquer que sejam te[c,dj e se[a,b].

Com efeito, |[|/(s...0)— , O
escrever-se cComo

pode

Wi +X,t)-f{s,. ,y<)-f{s,  t)+
Ny )+ f(s oyt )-f (s y )\,
que nao excede

W/ (<i-H, *) ~/(«i"M 00 -/(*,*) +
+/00 y) I+ H/O.+1,2/') - f('i,y)lle
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Daqui resulta que a soma

.2 «/(*«, 0-/(C*,09ll
O0<i<n—41

ndo excede
2 [1/(*..,0-/(«l+1 .y")-

SI(F*F <)+ («*.1011+ 2 n/i(»<+i»y)-

—/(*. JOH~ 2 Il/fo+in*+6 - [("+i.«0 -

-l («*, +/(«<»*)1 +

+ 2

0 <e’'<n—1

I/ («.1,10-/(«.10.11.

onde os ~ determinam ama particdo finita
de [c,d] na qual figuram t e Yy
Temos, portanto,

2 I/ (*+,.9 -/(*,<) +

O<i<n—1
0 que prova o lema para a funcéo x -+f(x,1).

Conclusdo anéaloga para a funcédo

3.  Vamos agora proceder a demonstracédo
do teorema enunciado.

Seja (XY, um ponto do interior de A;
mostremos que, sob as hipéteses do teorema,
existe lim f(x,y) no caso /. Para

(Y e>>>()
que tal limite exista, é necessario e suficiente
que a oscilacdo de / no ponto (X, ,y,), com
respeito ao rectangulo ]x,b[x]yo,d[ seja
nula. (ver [3],pg. 52, 3.14.6.).

Suponhamos que esta oscilagdo é positiva.
Isto significa que existe algum e > 0 tal que,

(1) em qualquer rectangulo

Ixo,x"[x]yo,y"[E]x.,b[x]yo,d[
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ha pontos
se tem

(xi,yi) e (x,,y,) para os quais

Hf(xi,y, ) —Ff(x.,y.) [l > s.

Ponhamos (°)

fCizy) =i &>joj = '0,i—20,j+i;
~*J0 = ,0 —5"+I,0

A2

nelixzoj = Zj,j— +\—0j + 0oj +i

(relativa ao rectadngulo 2)
Ajiz;,0 = i +1,lJ —*J,0—"i+1l,j+1 + *;+ 1,0

(relativa ao rectangulo 1).

Entdo de (1) resulta que
«< il —oa22ll =1l ¢in—«as—o1 + 02) +
+ (12 —'10 — 22 + 20) + (01 —02) +
+ (10 - "2u)ll ItF0l 11+ Il A~“10 1l +
11701 W+ [1%* o] »

Consideremos agora o rectangulo

R R TS A

com

X' A X ., y"'/\yz-

De (1) resulta ainda que existem pontos
(ar,,x) ,(a-,,a?) deste rectangulo, tais que

< TALFO30+ 1~3011 + I K 03 11+11 aa Z, 1.

Repetindo o processo, conseguimos 2n
pontos (Xi,yi), i=1,2,%%e,2n, tais que

«<[|AN?0,f1*-1|| + [|A],.«a»_|| f
+11V0,2'T-1 11 + ll4s2fc-1,011 >
para k =e1,2, ese « e, portanto,

() Esta notacéo nos foi sugerida pelo prof. Rivaldo
Alves Corréa, pelo que agradecemos.
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vE< 2
1<* <«

WA»*0,2*-1 Il H~

Urs*a*-i o] + 2 II*"0,2*-i|| +

1<fc<n
em virtude das hipdteses do teorema e do
lema demonstrado.
Em resumo, ter-se-ia
(2) ns< M+ 2N para todo n,

0 que é absurdo.
De modo analogo se conclui que existe

lim f(x,y)

em cada um dos casos IIl,1llelV.

Natureza da

por Fernando

1. Generalidades sobre a natureza da
ciéncia e metodologia

1. 1. Caracterizacdo da ciéncia

A extensiva bibliografia referente a defini-
¢do ou caracterizacdo da ciéncia é de tal
modo vasta e abarca pontos de vista tdo
diversos e nao raras vezes contraditorios,
que se torna extremamente dificil apresentar
uma definicdo adequada. Verifica-se, no en-
tanto, que grande parte das dificuldades pro-
vém do facto de o significado do termo

(*) Palestra proferida no dia 8 de Janeiro de 1966
perante o Grupo de Investigagdo Operacional do
Laboratério Nacional de Engenharia Civil.

Investigacéo
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OBSERVACAO : Se alguns dos pontos toma-
dos  (xi,ti) tém a mesma abcissa, tem-se,
como z =z

[ iji+1

Nz, i—2z;,;, +i||™ ||Ziji —Z,>+i—zi +
+70,i+1 U+ 70,1 —"0,i +\ 1=

t Wlvo:]

WANZoi 1 +

e, por consequéncia,
alterado.

Analogamente para o caso de alguns dos
(zl > Pi) terem a mesma ordenada.

0 resultado (2) nao é
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de Jesus

iciéncia» ndo ser constante pois tem-se mo-
dificado com o decorrer dos séculos e néao
temos a certeza de que amanha a designacao
tenha o0 mesmo sentido que hoje possui.

N&do se podendo pois apresentar uma defi-
ni¢do inatacdvel de ciéncia, 0 preferivel men-
cionar algumas das caracteristicas essenciais
do que se designa por ciéncia.

Num conceito dinamico, consideraremos a
ciéncia como um processo de investigacdo, isto
€, um processo para : (a) responder a ques-
tées, (b) resolver problemas, (c) desenvolver
processos mais eficientes para responder a
questOes e resolver problemas. Posterior-
mente faremos a distingdo entre questdes e
problemas.

A par da investigacdo cientifica € costume
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porém considerar a investiga¢cdo nao cienti-
fica, mas a distincdo entre estes dois tipos de
investigacdo é extremamente dificil e pren-
de-se de perto com o complexo problema da
limitacdo da ciéncia. No entanto, é ideia
geralmente aceite que, através da investiga-
cdo cientifica, o Homem tem mais possibili-
dades de obter respostas correctas para as
questdes e melhores solu¢gdes para os pro-
blemas. Isto ndo significa que os melhores
resultados sejam sempre obtidos através da
ciéncia mas que ha mais possibilidades de os
alcancar com o emprego de um processo
cientifico de investiga¢do. Esta superioridade
da investigacdo cientifica deriva do facto de
ser controlada. Um processo € controlado na
medida em que é eficientemente dirigido  para
a obtencdo de objectivos  desejados.

O controle da investigagdo é exercido em
vérios graus, sendo o controle perfeito um
ideal de que nos aproximamos cada vez mais
com o0 avanco da ciéncia mas que nunca se
atinge. Toda a investigacdo apresenta aspec-
tos controlaveis e incontroldveis e por con-
sequéncia had muitas gradacGes de investiga-
cdo além da investigacdo cientifica e da ndo
cientifica.

O controle, embora necessario, ndo é
porém suficiente para distinguir a investiga-
cdo cientifica da ndo cientifica. A ciéncia
caracteriza-se também pelos objectivos de
autopcrpetuacdo e auto-aperfeicoamento, isto
é, propde-se aumentar sem limites 0 nosso
conhecimento e a nossa eficiéncia para res-
ponder a questdes e resolver problemas.

1.2. Experimentagdo e investigacao

Fala-se muitas vezes de experimentacdo
como sinénimo de investigacdo cientifica, mas
0 certo 0 que nem toda a investigacdo envolve
experimentacdo. Esta, no sentido que lhe era
atribuido no século xix, incluia a manipula-
cao fisica de objectos, acontecimentos e suas
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propriedades. A manipulacdo fisica era con-
siderada idéntica ao controle.

Pode na verdade fazer-se investigagdo con-
trolada sem recorrer a manipulacdo fisica,
como acontece, por exemplo, em astronomia.
O controle pode obter-se pela manipulagdo
conceptual de representagdes simbolicas
(modelos) dos fendmenos que sdo objecto da
investigagdo cientifica.

Ainda que o controle ndo seja sindnimo
de manipulacdo fisica, alguns cientistas con-
sideram til a distincdo entre investigagdes
em que o controle se realiza dessa maneira
(como num laboratério) e aquelas em que o
controle ndo envolve manipulagdo fisica.
Reservam a utilizacdo do termo aexperimen-
tacdOD para a investiga¢do que inclui mani-
pulacdo fisica e o emprego do termo ninves-
tigacdon, para englobar a experimentagdo e
qualquer outro tipo de investigacdo contro-
lada.

Com o desenvolvimento recente das técni-
cas de delineamento de experiéncias, a mani-
pulacdo fisica ndo é hoje tdo necessaria para
a experimentacdo como era antigamente ; ela
pode ser substituida efectivamente por técni-
cas de classificacdo e casualizacéo.

1. 3. Instrumentos cientificos, técnicas e méto-
dos

O progresso cientifico apresenta um aspe-
cto bidimencional.Por um lado, tem-se alar-
gado constantemente a gama de questdes e
problemas aos quais a ciéncia tem sido apli-
cada ; por outro, a ciéncia tem aumentado
continuamente a eficiéncia com que a inves-
tigacdo pode ser conduzida. Os resultados
da investigacdo cientifica sdo pois (1) um
corpo organizado de conhecimentos que nos
permite controlar melhor o ambiente em que
vivemos e (2) um corpo de processos que nos
habilita a aumentar o conjunto de conheci-
mentos.
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Ocupar-nos-emos exclusivamente dos pro-
cessos pelos quais a ciéncia gera um corpo de
conhecimentos —o processo de investigacéo.

Os processos que caracterizam a ciéncia
sdo geralmente designados por instrumentos,
técnicas e métodos. Embora haja tendéncia
para a utilizagdo indistinta destes termos,
eles ndo possuem o mesmo significado.

Por instrumento cientifico deve entender-se
o instrumento fisico ou conceptual que ¢é
utilizado na investigacdo cientifica. Exemplos
de tais instrumentos sdo os simbolos mate-
maticos, os computadores electrénicos, mi-
croscopios, termometros, tabelas de logari-
tmos e de numeros aleatdrios, etc..

A técnica cientifica é o modo de utilizar
os instrumentos cientificos. Por exemplo, os
véarios tipos de amostragem sdo técnicas
cientificas que utilizam uma tabela de nume-
ros aleatdrios, um instrumento cientifico ; a
utilizagdo do calculo diferencial é uma técnica
para achar o extremo de uma fungéo.

O método cientifico é o modo pelo qual se
seleccionam técnicas na ciéncia. Enquanto as
técnicas utilizadas pelo investigador sao
resultados das suas decisdes, o modo pelo
qual essas decisfes sao tomadas 6 o resultado
das suas regras de decisdo. Os métodos sao
regras de escolha; as técnicas sdo as préprias
escolhas. Por exemplo, de um conjunto de
modos alternativos de medir uma propriedade
(comprimento, dureza, inteligéncia, etc.), a
seleccdo do processo mais adequado envolve
a utilizacdo de um método.

O estudo dos métodos cientificos constitui
a metodologia. O objectivo da metodologia 6
0 aperfeicoamento dos processos e critérios
empregados na investigacdo cientifica.

1. 4. Ciéncia pura e aplicada

A distincdo entre ciéncia pura e aplicada
embora seja dificil—se n&do impossivel —
ocupa actualmente papel relevante nas dis-
cussdes sobre ciéncia.
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A investigacdo pura O frequentemente
caracterizada como a que conduz a resultados
gque nao sdo imediatamente utilizaveis fora
do dominio da ciéncia. Nesta exposi¢cdo dis-
tinguiremos investiga¢gdo pura de investigacao
aplicada, baseando-nos na diferenca entre
procurar «.responder a uma questdo» e «.resol-
ver um problema*. ,

Entende-se que um individuo tem um pro-
blema se deseja atingir determinado objectivo,
possui modos alternativos de o alcancar e
ignora qual a melhor alternativa. Assim,
para resolver um problema, deve proceder-
-se a uma investigacdo a fim de obter elemen-
tos que permitam escolher o melhor processo
de atingir os objectivos que definem o pro-
blema. Na resolugdo do problema pode-se
responder a questdes no intuito de melhor
prosseguir um conjunto especificado de obje-
ctivos. Se o interesse por uma questdo nao
envolve a utilizacdo da resposta na prosse-
cucdo de um objectivo especifico, entdo ndo
existe um problema.

Quando as questdes, no sentido em que
foram definidas, se ddo respostas por méto-
dos cientificos, considera-se que se faz inves-
tigacdo pura. Quando os problemas séo
resolvidos por investiga¢do cientifica e algum
dos objectivos envolvidos 6 de natureza néo
cientifica, a investigacdo diz-se aplicada. O
que acabamos de dizer ndo significa que todos
0s problemas pertencam ao dominio da inves-
tigacdo aplicada. Problemas metodoldgicos,
por exemplo, sdo do dominio da ciéncia pura
porque os objectivos envolvidos sdo de natu-
reza cientifica.

1.5. As [ases da investigacao

As fases da investigacdo cientifica tradi-
cionalmente apontadas sao:

1) observacédo
2) generalizagdo
3) experimentagdo
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admitindo-se geralmente que estas fases se
podem realizar simultaneamente ou por
outra ordem.

Estas trés fases de um processo de inves-
tigacdo cientifica sdo as geralmente aceites
pelos cientistas que se dedicam a investiga-
¢cao pura. Do ponto de vista da investigacédo
aplicada, é necessario adoptar uma nova
sequéncia de fases:

1) formulacdo do problema

2) construcdo do modelo

3) obtencdo de uma solucdo a partir do
modelo

4) testar o modelo e a solucdo dele deri-
vada

5) controlar a solucdo

6) p6r a solugdo em pratica.

Muito do que vamos dizer adiante situa-se
em torno da discussdo de cada uma destas
fases da investigacdo aplicada. Na pratica,
estas diferentes fases raramente se sucedem
na ordem indicada. Muitas podem ser simul-
tdneas e, em numerosos estudos, por exem-
plo, a fase que consiste em formular o pro-
blema sé fica completa quando a investigacao
esta virtualmente terminada.

O processo de investigacdo € usualmente
ciclico. Por exemplo, se, ao testar o modelo,
se conclui que ele é deficiente, a formulacgéo
do problema e a constru¢do do modelo podem
ser revistas e modificadas. Por outras pala-
vras, as diferentes fases influenciam-se mu-
tuamente durante o trabalho de investigacéo.

2. Caracterizacdo da
racional

investigacdo ope-

Tendo-se verificado que é impossivel dar
uma defini¢do precisa do ambito de qualquer
disciplina cientifica, prefere-se modernamente
caracterizar um ramo da ciéncia indicando a
faceta sob a qual encara a unidade e com-
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plexidade do real. Dentro desta orientacédo,
vamos caracterizar a investigacdo opera-
cional (}).

Devemos ja sublinhar que a | .O. &€ o que
0 seu proprio nome implica : investigacdo
{aplicada) das operacdes.

Outro ponto a relevar é que a | .0O. envolve
um ponto de vista particular das operagdes
e um tipo especial de investigacdo aplicada.

Entende-se por operagdo 0 conjunto de
actos requeridos para obter determinado
resultado, isto é, uma opera¢do é um com-
plexo de actos inter-relacionados, executados
simultaneamente ou em sequéncia, que con-
duzem a obtencdo de determinados objectivos.

No entanto, frize-se, o objecto de estudo
da |1 .0. ndo é constituido por todos os tipos
de operacdes. Exemplificando: a I .0O. nédo
estuda as operacdes de um individuo que
trabalha com uma maquina mas sim o sistema
homem-maquina.

A 1.0. ocupa-se dos sistemas formados
por duas ou mais partes cujos actos consti-
tuem uma operacdo. Grande numero de sis-
temas que interessam a I . O. envolve comu-
nicacdo entre algumas das partes e certas
conexdes. A comunicacdo e as conexdes
caracterizam um tipo de sistema a que se da
0 nome de sistema estruturado ou organizacéo.

Mais rigorosamente, uma organizagdo é um
sistema formado por duas ou mais partes
cujos actos constituem uma operacdao e que
apresenta quatro caracteristicas essenciais :

1) Alguns dos seus componentes sao seres
humanos.

2) A responsabilidade das escolhas de um
conjunto de actos esta dividida entre
dois ou mais individuos e (ou) grupos
de individuos.

3) Os subgrupos funcionalmente distintos
sdo conhecedores das escolhas de cada

() Daqui em diante utilizaremos apenas as iniciais
I. O. para designar a investigacdo operacional.
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um dos outros por meio de comunicacéo
ou observacéo.

4) Um subgrupo (ou grupo total) de indi-
viduos no sistema tem funcdo de con-
trole : compara os resultados obtidos
com os resultados desejados e faz ajus-
tamentos no sistema por forma a redu-
zir as diferencas observadas.

Se alguma das condicdes 2, 3 e 4 ndo é
satisfeita o sistema ndo estd organizado. Se
qualquer destas condi¢Oes, embora satisfeita,
ndo o é eficientemente, o sistema diz-se
desorganizado.

Pode dizer-se que a classe de fendmenos
que sao objecto de estudo da I. O. & consti-
tuida pelas operagbes das organizagbes, mas,
com o objectivo de restringir ainda mais o
dominio da I .0O., temos de referir os tipos
de problemas, envolvendo operacdes das
organizacdes, que sdo seu objecto de estudo.
Nesse sentido, vamos indicar os quatro tipos
de alteracdes que se verificam numa activi-
vidade organizada.

1) Conteddo da organizacgdo: aumento,
diminuicdo ou modificacdo das pessoas
e (ou) equipamento.

2) Estrutura da organizacgdo: alteracdes
na divisdo do trabalho, envolvendo
homens e (ou) equipamento.

3) Comunicacdo: alteragcdes na geracao,
recolha, tratamento e transmissdo da
informacéo.

4) Controle: alteracdes no modo por que
0s recursos disponiveis sdo usados.

No estudo das alteragcBes 1), 2) e 3) inter-
vém varias disciplinas tais como a psicologia,
a engenharia, a cibernética e a economia.

Embora em certos estudos de |I.O. seja
necessario determinar quais as modificacdes
a efectuar no conteddo e estrutura da orga-
nizacdo e na comunicacdo, para atingir de-
terminados fins, é o controle das operagdes
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que constitui o dominio de aplicacdo da inves-
tigacdo  operacional.

Uma organizagdo com bom pessoal e equi-
pamento e dispondo de estrutura e comuni-
cacOes eficientes pode, porém, ser ineficiente
se nao fizer a utilizacdo Optima dos seus
recursos (homens, maquinas, matérias e di-
nheiro), isto é, se as operagdes da organi-
zacao ndo forem controladas eficientemente.

O controle obtdm-se mediante a decisao
correcta dos responsaveis pela direc¢do das
operacOes. Neste contexto, decidir consiste
em escolher e utilizar recursos, edificar uma
estrutura, criar um sistema de comunicacfes
e um processo de controle. Fornecer as auto-
ridades responsaveis pelo controle das opera-
¢bes de uma organizagdo os resultados que
sirvam de base a uma decisdo correcta, eis
pois o importante objectivo da I. O.

Embora o controle se interesse pelo con-
tetdo, estrutura e comunicacdes, estes facto-
res nao sdo objecto de estudo da I .O. mas
sim as decisdes pelas quais eles sdo seleccio-
nados, concebidos e utilizados.

3. Metodologia da investigacdo opera-
cional

Como caracteristicas gerais da metodologia
da | .O. apontam-se: o0 caracter interdisci-
plinar, o estudo dos sistemas como um todo e
0 recurso ao método  cientifico.

3-1- Caracter interdisciplinar

A divisdo da ciéncia em disciplinas foi feita
pelo Homem, nédo pela Natureza. Ora os di-
versos ramos da ciéncia ndo podem ser indi-
vidualizados por uma categoria de fendmenos
que constituem o seu objecto de estudo mas
distinguem-se, sim, pelos aspectos parcelares
sob os quais os encaram. Por exemplo, um
acto de comunicacdo pode apresentar aspec-
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tos fisicos, quimicos, biolégicos, psicoldgicos,
sociolégicos e econdmicos.

Na linguagem corrente fala-se de proble-
mas fisicos, quimicos, médicos, bioldgicos,
sociais, politicos e econémicos, como se eles
se apresentassem diferenciados na Natureza.
Na realidade, trata-se simplesmente de pro-
blemas e os adjectivos que os qualificam
limitam-se a indicar a disciplina sob cuja
faceta sdo estudados.

Dado um problema, néo é geralmente fécil
prever qual das disciplinas cientificas forne-
cerda a melhor solucdo e se é possivel obter
esta no quadro restrito de uma sodisciplina.
Por esse facto, eshoca-se actualmente a ten-
déncia para se encararem o0s fendmenos na
multiplicidade dos seus aspectos. Isto nédo
significa que se deixe de caminhar para a
especializagdo, absolutamente indispensavel
ao progresso do conhecimento, mas sim que
a investigacdo dos fendmenos reais tende
progressivamente a assumir um caracter in-
terdisciplinar. A adopcdo desta nova atitude
cientifica implica que a investiga¢do dos fe-
némenos reais tem de ser realizada por
equipas de cientistas com diferentes especia-
lizagdes.

Ora uma das caracteristicas metodolégicas
importantes da | . O. reside precisamente no
seu caracter interdisciplinar,  dando-lhe a pos-

sibilidade de encarar os problemas reais sob a
multiplicidade ~ dos seus  aspectos.
As equipas de investigacdo operacional

tém assim uma particularidade notavel : agre-
gam especialistas de diversas disciplinas que
actuam tendo em vista o estudo unificado
das operacoes.

3.2. Estudo dos sistemas como um todo

E evidente que a actividade de uma parte
qualquer de uma organizacdo influi sobre a
actividade de cada uma das suas outras par-
tes. Portanto, quando o investigador opera-
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cional se debruga sobre aspectos relativos ao
controle de uma organizacdo deve ter em
conta todas as interacgcdes significativas exis-
tentes no sistema que influenciam o fenémeno
sob observacdo. Por outras palavras, o estudo
do sistema como um todo envolve a conside-
racdo de todos o0s objectivos relevantes e
todas as classes de accdes que integram a
operacao.

Este processo de investigacdo 6 diferente
do normalmente adoptado no quadro de
outras disciplinas, o qual consiste em simpli-
ficar um problema muito complexo, isolando-o
de certos factores que dificultam o seu trata-
mento. A | . O. adopta orientacdo oposta :
considera deliberadamente todas as compo-
nentes significativas que intervém na opera-
¢cdo, cobrindo toda a area sob controle e ndo
apenas uma parcela.

O estudo do sistema como um todo tem
ainda um reflexo importante na | .0O.. Esta
¢ fortemente orientada pelos problemas e ndo
pelas técnicas que tem a sua disposicdao, isto
é, al.O. tem provocado o desenvolvimento
de técnicas ajustaveis ao tratamento eficiente
dos problemas e ndo simplificado os proble-
mas para lhes aplicar técnicas disponiveis.

3. 3. Recurso ao método cientifico

Sendo a I. O. um tipo de investigaca
aplicada, 6 evidente que ela se processara
de acordo com as fases ja descritas ante-

riormente :

1) formular o problema

2) construir o modelo

3) obter uma solucdo a partir do modelo

4) testar o modelo e a solucdo dele
derivada

5) controlar a solucéo

6) pbr a solucdo em pratica.

Vamos focar, sucintamente, cada uma des-
tas fases do método cientifico.
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Na formulacdo do problema hé& a distinguir
dois aspectos: o problema da entidade que
tem de tomar decisdes e o problema de
investigacdo propriamente dito. Este é uma
transformacdo do primeiro, envolvendo ini-
cialmente a definicdo de uma base cientifica
para encontrar uma politica (sucessdo de
decisdes) como solucéo.

O problema da entidade que pretende
tomar decisfes raramente O apresentado com
clareza a equipa de |I. O. e, portanto, na
maior parte dos casos, é esta que tem de
observar o sistema considerado, seus fins e
as diferentes possibilidades existentes. E
necessario também identificar todos os parti-
cipantes susceptiveis de serem afectados pelas
decisdes, assim como determinar as operagdes
em que eles intervém e os seus objectivos.

O problema para a equipa de I .0O. con-
siste depois, fundamentalmente, em determi-
nar a politica mais eficiente [politica  6ptima)
para a entidade que tem de tomar decisdes.
Consequentemente, a equipa tem de definir a
medida ou quantificacdo da eficiéncia que vai
tomar. Na definicdo de politicas oOptimas
assume papel relevante a teoria da decisdo.

O modelo é um esquema simplificado para
a interpretacdo da realidade. Em consequén-
cia da complexidade do mundo real, 6 neces-
sario formular hipdteses simplificadoras que
levem a compreensdo de um certo fendmeno.
A mera acumulacdo de ohservagdes nao pode
fornecer explicacdo satisfatéria do fenémeno
e, portanto, o investigador tem necessidade
de sistematizar e racionalizar os factos conhe-
cidos, seleccionando os aspectos mais impor-
tantes e desprezando o0s que considera irre-
levantes.

E este processo de abstraccdo, acompa-
nhado de uma generalizagdo, que conduz a
construcdo do modelo que vai permitir repre-
sentar, com certo grau de aderéncia, o feno-
meno real.

Os investigadores operacionais constroem
e utilizam os chamados modelos operacionais
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no estudo das operagdes das organizagoes.

Os modelos podem ser icénicos, analdgicos
e simbdlicos.

Os modelos iconicos sdo representacoes,
geralmente reduzidas, de estados, objectos

ou acontecimentos. Estes modelos represen-
tam o fendmeno real apenas com uma trans-
formacdo de escala. Podem considerar-se
modelos icdnicos, por exemplo, os mapas de
estradas, as fotografiasaéreas, os diagramas
de fluxos que mostram o processamento de
material ou informacdo, etc..

Quando num mapa se pretende mostrar o
relevo, ndo se recorre geralmente a um mapa
tridimensional ; utilizam-se para esse efeito
curvas de nivel.

Querendo-se indicar o estado das estradas,
podem usar-se cores e uma legenda explica-
tiva. Nestes, como noutros casos, emprega-se
uma propriedade para representar outra e o
modelo assim construido diz-se analdgico.

Um sistema eléctrico pode ser representado
por um sistema hidraulico onde o fluxo de
adgua representa a corrente eléctrica. A régua
de céalculo é também um modelo analégico
em que as quantidades sao representadas por
distdncias proporcionais aos seuslogaritmos.
Os graficos em que sdo representadas certas
propriedades, tais como custos, tempo, nume-
ros de pessoas e percentagens, constituem
também exemplos de modelos analdgicos.

Os modelos simbdlicos sao aqueles em que
as propriedades do fendémeno real sdo ex-
pressas simbolicamente. Como se sabe, a
matematica assume papel relevante na cons-
trucdo dos modelos simbdlicos que se utilizam
em diversas ciéncias. S4o os chamados mode-
los  matemaéticos.

Os modelos iconicos sdo 0s mais concretos
dos trés tipos de modelo mas, em geral, sao
0os mais dificeis de manipular para a deter-
minacdo do efeito de variagBes no fenémeno
real. Os modelos analdgicos sdo geralmente
mais faceis de manipular e como consequén-
cia possuem um caracter mais abstracto. Os
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modelos simbdlicos sdo os mais abstractos e
gerais e sdo normalmente os mais féaceis de
manipular.

Em 1.0O. utilizam-se os trés tipos de mode-
los, sendo frequente o emprego de modelos
iconicos e analégicos como fase intermédia
na construcdo de modelos simbdlicos.

Os modelos matematicos utilizadosem I . O.
apresentam-se frequentemente com uma ex-
pressdo mateméatica complicada. No entanto,
a estrutura de um modelo matematico opera-
cional ¢ relativamente simples. Com efeito,
designando E uma medida de eficiéncia, C;
variaveis controlaveis ou de accdo e Ij va-
ridveis incontrolaveis, E é funcdo de d e
lj, isto é, a forma bésica de um modelo
matematico operacional é :

E-f(G~,1j).

Em certos casos, 0 necessario acrescentar
a este modelo basico um conjunto de restri-
cOes sobre os valores possiveis de d .

Os modelos operacionais sao de explica-
cado-previsdo nao sé porgue mostram como
as coisas se passam, como os diversos facto-
res reagem entre si, como a medida de efi-
ciéncia varia em func¢do das variaveis de
ac¢cdo, mas também porque ndo se limitam a
verificar o passado, devendo aplicar-se ao
futuro para permitirem a tomada de uma
deciséo.

Os modelos operacionais também se clas-
sificam em exactos (ou deterministas) e esto-
casticos. Um modelo exacto utiliza-se quando
0 acaso desempenha um papel pouco im-
portante ; o modelo estocéstico contém expli-
citamente variaveis aleatorias.

Quanto a forma das relagdes que os inte-
gram, os modelos matematicos podem ser
lineares ou ndo lineares. No primeiro caso
todas as relacbes sdo lineares, no segundo
pelo menos uma néo 6 linear.

A consideracdo da variavel tempo conduz
a uma nova classificacdo dos modelos em
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estaticos e dindmicos. O modelo & estético
quando todas as variaveis que nele intervém
se referem ao mesmo instante t; ¢ dinamico
quando as relagBes compreendem variaveis
desfasadas.

A gama diversissima de modelos matema-
ticos de que dispde a investigacdo operacio-
nal é constituida fundamentalmente pelos
modelos aplicaveis ao estudo dos problemas
basicos que se pdem a entidade controladora
das operacdes de uma organizacdo e que
serdo descritos sucintamente no n:°5: exis-
téncias, reparti¢do, filas de espera, ordena-
cdo, substituicdo, concorréncia e pesquisa.

Construido o modelo que representa a ope-

racdo, segue-se a terceira fase do processo
de investigacdo : obtencdo de uma solucdo
a partir do modelo.

Sendo

0 modelo mateméatico que representa a ope-
racdo, pobe-se o problema de obter os valo-
res de Ci que optimizam E. A solugéo
aparece na forma

C, -/,«)

fltfa'™ **°*° chamadas regras de decisdo.

Existem dois processos principais para
derivar uma solugdo Optima (ou vizinha da
solucdo Optima) : o processo analitico e o
processo  numeérico.

O processo analitico consiste na obtencdo
da solugdo por via dedutiva, utilizando di-
versos ramos da analise mateméatica e da
algebra. O processo numérico consiste na
utilizagdo de técnicas que permitem obter
indutivamente a solucdo, quer ensaiando di-
versos valores nas varidveis de accdo quer
adoptando processos iterativos.

Entre os processos de analise numérica
assume posicdo relevante a simulagdo que
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abrange um conjunto de técnicas, utilizaveis
sobretudo quando hé dificuldades para for-
mular o modelo, obter solucbes a partir
do modelo ou testar o modelo e a solugdo
dele derivada.

Na quarta fase doprocesso de investigacédo
pde-se o problema de testar o modelo e a so-
lucdo dele derivada.

Dado que o modelo é uma representagdo
simplificada da operacdo, ele serd& bomse
possui suficiente aderdncia a realidade, isto
é, se apesar do seu caracter incompleto,
serve para explicar a realidade, fazer pre-
vises e tomar decisGes com certo grau de
precisdo.
técnicas estatisticas para testar os modelos
e as suas solucdes.

Na fase de controle da solugdo de um mo-
delo, h& que atender ao facto de ela so per-
manecer como solugdo quando as variaveis
incontrolaveis mantém os seus valores e ndo
hd modificacdes das relagdes entre as varia-
veis. Para controlar umasolugdo 6 necessa-
rio (a) definir para cada variavel e relagdo
uma variacdo significativa, () construirum
processo para detectar a ocorréncia de tais
variagOes significativase (c) especificar como
deve ser modificada a solucdo se ocorrem
tais variacoes.

Um dos problemas mais delicados que fi
nalmente se p6ea equipa de | . O. 6 ode
conseguir por a solugdo em pratica.

As solucdes s&o geralmente executadas
por pessoal cujos conhecimentos matematicos
sdo muito reduzidos e, porconsequéncia, se
a equipa de investigacdo operacional quer
assegurar o cumprimento das suas recomen-
dacdes deve apresentar as solugdes em ter-
mos muito simples.

Como ja dissemos, na pratica, estas dife-
rentes fases de investigacdo raramente se
sucedem na ordem indicada. Muitas podem
ser simultdneas e em numerosos estudos,
por exemplo, a fase que consiste em enunciar
o problema soé fica terminada quando o pro-

Utilizam.se largamente em | . O.
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prio estudo estd virtualmente terminado.
Normalmente as diferentes fases influenciam-
-se mutuamente durante o trabalho de inves-
tigacao.

4. Breve histéria da investigacdo opera-
cional

4.1. Periodo anterior a Il Grande Guerra

Embora otermo «.investigagdo  operacional»
seja relativamente recente, a utilizacdo de
métodos cientificos na preparacdo das deci-
sdes que competem a uma autoridade exe-
cutiva remonta a datas longiquas. Recorde-
mos que ja noséculo m A.C , Hierdo, tirano
de Siracusa, pedia ao sabio Arquimedes que
indicasse a mais eficiente utilizagdo das armas
da época a fim de romper o cerco imposto
pela frota romana.

Mais perto de noés, PASCAL, FERMAT e
sobretudo JACQUES BERNOULLI s&o os per-
cursores da teoria da decisdo, criando um
novo ramo da matematica — o calculo das
probabilidades — cujo desenvolvimento teve
grande influéncia nos progressos recentes
dai. O..

Em 1885, surgem os trabalhos pioneiros
de TAYLOR sobre a organizacdo cientifica do
trabalho ; em 1917, aparecem as contribui-
¢cOes de ERLANG sobre as comunicacdes tele-

fonicas e, em 1930, LEVINSON aplica os
métodos cientificos a problemas de mer-
cado.

No dominio dasaplicac6es militares, devem
referir-se os trabalhos importantes de LAN-
CHESTER (1916), que traduziu em fdormulas
matematicas algumas complexas estratégias
militares, e as contribuiges de EDISON sobre
as técnicas a serem adoptadas pelos navios
mercantes para se defenderem dos subma-
rinos.
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4.2. Periodo 1939-45

Foi no entanto durante a Segunda Guerra
Mundial que a I . O., ja assim designada,
recebeu um impulso extraordinario.

Desde 1939 que um pequeno grupo de
técnicos dedicados a 1. O. trabalhou, em
Inglaterra, na critica dos métodos de emprego
dos primeiros radares. E, nas horas cruciais
de 1940, o Estado Maior inglés recorreu a
uma equipa de investigadores —o grupo
Blackett — para conseguir o aproveitamento
o6ptimo do sistema defensivo britanico. Citam-
-se como resultados notaveis obtidos por
estes cientistas, os seguintes : duplicacdo da
eficiéncia dos ataques aéreos aos submersiveis,
nova disposi¢cdo dos combdios de navios por
forma a minimizar as perdas, organizagdo
dos bombardeamentos aéreos sobre a Ale-
manha, etc..

Paralelamente, nos E. U. A., desde a sua
entrada na guerra, grupos de | .0O. foram
incubidos pelo exército, marinha e forca aérea
de estudarem cientificamente cada uma destas
armas. Métodos e formacdo de ataque dos
submersiveis inimigos, técnicas de bombar-
deamento aéreo por esquadrilhas, meios de
defesa contra os ataques aéreos dos japone-
ses, eis alguns dos assuntos estudados,
tendo-se obtido uma sensivel melhoria dos
resultados e uma diminuicdo importante das
perdas inevitaveis.

4. 3. Periodo do apos-guerra

No fim da guerra, os grupos de | . O. goza-
vam de merecido prestigio. Tinha ficado
demonstrado, durante as hostilidades, que as
equipas constituidas por especialistas das
mais diversas disciplinas eram capazes de
resolver complexos problemas, envolvendo
muitas variaveis, e 0s métodos que tinham
permitido obter uma maior eficiéncia das
armas e uma valiosa economia em vidas
humanas e material, eram susceptiveis de ser
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aplicados, em tempo de paz, na obtengdo de
uma maior eficiéncia econdémica.

Terminado o conflito, numerosas empresas
progressistas aplicaram nas suas organizacdes
os métodos da |.0O. que a tdo bons resul-
tados tinham conduzido no periodo das hos-
tilidades. Na Inglaterra, por exemplo, as
primeiras organizacdes a introduzirem a | .O.
nos seus servigcos foram a sBritish Transport
Commission]), o «National Coal Board»,
«Courtaulds, Ltd*, e a «British Iron and
Steel Federations. Também nos E. U. A., na
Franca e, pouco a pouco, em todos os paises
abertos ao progresso cientifico, 0os meios
industriais, comerciais e o préprio sector
publico foram-se interessando pela |. O..

Nos Estados Unidos, onde existiam ja,
antes de 1941, numerosos gabinetes ou em-
presas de organizacdo cientifica, a introdu-
cdo da 1. O. nos meios de negoécios foi
rdpida e pode dizer-se que, embora existam
nesse pais milhares de especialistas, eles
ndo chegam actualmente para satisfazer a
procura das empresas.

Em Franga, a adop¢do da I.O. comegou
a ser feita pelas grandes empresas naciona-
lizadas (S. N. C. P., E. D. F., etc.) e rapi-
damente se difundiu. Existem também, neste
pais, alguns grupos de consultores que se
dedicam ao estudo cientifico dos problemas
postos pela indUstria e as maiores empresas
dispdem das suas prdprias equipas de I .O.

Nos paises socialistas, a | . O. encontra-se
também muito difundida. Na U.R. S. S., por
exemplo, a I . O. 6 largamente utilizada no
planeamento econdmico.

O desenvolvimento progressivo das aplica-
¢des da | .O. nos diversos sectores da acti-
vidade econ6mica €, ao mesmo tempo, causa
e efeito do namero crescente de livros e
revistas especializadas que se publicam hoje
em todo o mundo. Simultaneamente, tém-se
fundado numerosas sociedades cientificas que
agrupam os técnicos e as empresas interes-
sadas na |. O. Entre as mais importantes
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citam-se : Operational Research  Society (In-
glaterra), fundada em 1948, que publica
desde 1950 a revista Operational Research

Quarterly ; a Operations Research Society of
America, fundada em 1952, publicando o
Journal of the O. R. S. A.; em Franga, a

Société  Francaise de Recherche Opération-
nelle, (') criada em 1956, edita a Revue Fran-
caise de Recherche Opérationelle.

Em 1 de Janeiro de 1959, fundou-se a
Federacdo Internacional  das Sociedades de
Investigagdo  Operacional que agrupa, actual-
mente, as sociedades da Alemanha, Argen-
tina, Australia, Bélgica, Canada, Dinamarca,
Espanha, Franca, Holanda, india, Inglaterra,
Itdlia, Japdo, Noruega, Suécia e Suica.
A federacdo comecou a publicar, em 1962,
a revista bibliografica International Abstracts
in Operations Research que regista as publi-
cacOes de livros e artigos que dizem respeito
a |,0. ou disciplinasafins.

5. Descri¢cdo sumaria da forma e con-
teddo dos problemas que se apresen-
tam a investiga¢do operacional

5.1. Generalidades

Embora ndo exista uma classificagdo Unica
dos tipos de problemas que podem ser resol-
vidos por meio da | . O., veremos que h&
certas formas basicas que se encontram nas
mais diversas situacdes reais.

Consideraremos a seguir sete formas basi-
cas que, isoladamente ou em combinacao,
abrangem a maior parte dos problemas que
se pdem a entidade executiva de uma orga-

(*) Esta Sociedade juntou-se recentemente a
«Association Francaise de Calcul et Traitement de
I'Information» e passaram a constituir a «Association
Francaise d'Informatique et de Recherche Opératio-
nellex».
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nizacdo. A classificacdo adoptada é a se-

guinte :

Existéncias
Reparticédo
Filas de espera
Ordenacao
Substituicao
Concorréncia
Pesquisa.

NoO oA ON e

Relativamente a cada uma destas sete for-
mas, faremos algumas observacdes sobre o
modo de tratar esses problemas, sem no
entanto entrarmos em detalhes técnicos.

Finalmente, agrupando os problemas em
termos do seu conteludo, daremos uma ideia
da gama de situagBes concretas a que a |l . O.
tem sido aplicada.

5.2. Formas de problemas

5.2.1. Problemas de existéncias

Existéncias sdo0 recursos provisoriamente
inactivos. Homens, material, maquinas e di-
nheiro sdo os principais recursos de que dis-
pdem as autoridades executivas.

Para existir um problema de existéncias
deve haver dois tipos de custos associados
com o0s recursos inactivos: (1) um custo que
cresce com o aumento das existéncias e (2)
um custo que decresce com esse aumento.

Um custo crescente é, sem duvida, o custo
corrente das existéncias que inclui custos de
armazenagem, custos de obsoléncia e dete-
rioracdo, impostos, seguros, etc.. Ha custos
que decrescem quando aumentam as existén-
cias como, por exemplo, os custos de ro-
tura, que estdo associados com a impossibi-
lidade de satisfazer a procura ou com as
demoras em a satisfazer.

Pode definir-se um problema de existéncias
como aquele em que esta envolvido pelo
menos um custo de cada tipo e onde a soma
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desses custos é influenciada ou pela procura
de artigos, ou pela frequéncia de reaprovi-
sionamento, ou ainda por ambas. A questdo
consiste em seleccionar a quantidade ou fre-
quéncia de reaprovisionamento, ou ambas,
por forma a minimizar a soma dos custos
relevantes.

Os problemas de existéncias aparecem nos
mais variados contextos e existem técnicas
matematicas muito desenvolvidas para o seu
tratamento. O calculo infinitesimal, o calculo
das probabilidades e a algebra linear estdo
na base dessas técnicas. Em casos mais com-
plicados, quando ¢ possivel construir o mo-
delo mas ¢ dificil obter a solugdo, utilizam-se
técnicas de simulacdo que, em geral, envol-
vem o0 emprego de um computador elec-
tronico.

5. 2.2. Problemas de repartigao

Estes problemas agrupam-se em trés cate-
gorias principais. Um problema de reparticédo
da primeira categoria define-se pelas seguin-
tes condicoes :

1. H& um conjunto de tarefas (de qualquer
tipo) a cumprir.

2. Héa recursos disponiveis suficientes para
cumprir todas as tarefas.

3. Pelo menos uma das tarefas pode ser
cumprida de diferentes maneiras, utili-
zando combinag¢Bes e quantidades dife-
rentes de recursos.

4. Algumas das maneiras de executar as
tarefas sdo melhores do que outras (por
exemplo, mais baratas ou mais lucrati-
vas).

5. Ndo ha recursos disponiveis suficientes
para fazer cada uma das tarefas da
melhor maneira possivel.

O problema consiste em repartir os recur-
sos pelas tarefas por forma a maximizar a
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eficiéncia total ; por exemplo, minimizar o
custo total ou maximizar o lucro total.

No problema de reparticdo mais simples,
pertencente a esta categoria, cada tarefa
requer um e um soé recurso e had o mesmo
nimero de tarefas e recursos. E o chamado
problema de afectagdo porque envolve a afec-
tacdo de um recurso a cada tarefa.

Suponha-se, por exemplo, que numa em-
presa hd n lugares vagos J,, e, J ¢
candidatos 7j,¢e-,/,,. Admitindo que, por
meio de um teste, 6 possivel obter quantita-
tivamente a eficiéncia a, do individuo h
para o lugar «7,, pretende-se afectar os indi-
viduos as tarefas por forma a maximizar a
eficiéncia total. Representando por Xxij uma
variavel que toma o valor 1 ou 0, consoante
o individuo Ti 6 afectado ou ndo a tarefaJdj,
o problema traduz-se matematicamente do
seguinte modo :

maximizar

com as restricdes

2x'j:] U:]>ooo»")

2%n —1

(*'= I>e0en«)

Quando algumas das tarefas requerem mais
do que um recurso e se 0s recursos podem
ser utilizados para mais de uma tarefa, o pro-
blema de reparticdo complica-se. Um dos
problemas mais frequentes nesta categoria é
o problema do transporte. Considere-se, por
exemplo, um certo produto P que é pro-
duzido em cada uma das m fabricas f\, eee |F,,
e seja ai a producdo anual de Ft. Su-
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ponha-se também que o produto P 6 pro-
curado em cada um dos n mercados il/j, e M,
sendo bj a procura anual em Mj. Preteo-
de-se determinar a reparticdo Optima dos
«recursos» a,, a,---,a, pelas «tarefas»
total de transporte. Designando por XiJ a
quantidade de P transportada de i\ para Mj
e por Cij o correspondente custo unitario de
transporte, o problema do transporte tra-
duz-se matematicamente do seguinte modo :

minimizar
m n

2 2 <3
—1J=1

com as restricdes

a (t—1,2,+4+.0)

2 «ij
3

2 XiJ bj J=1,2,¢¢°, n).

A segunda categoria de problemas de repar-
ticdo abrange o0s que compreendem mais
tarefas a cumprir do que os recursos dispo-
niveis consentem. Assim, tem de se proceder
a umaseleccdo das tarefas e a determinacéo
da forma como devem ser executadas. Este
problema é frequente, por exemplo, nas refi-
narias de petréleo. Dada aprocura parauma
gama variada de produtos (que nédo podem
ser todos produzidos ao mesmo tempo) e 0s
seus pre¢os de venda, determinar a combi-
nacdo de produtos que deverdo ser fabricados
e as respectivas quantidades por forma a
maximizar o lucro.

A terceira categoria de problemas de repar-
ticdo engloba aqueles em que 6 possivel con.
trolar a quantidade de recursos e, assim,
determinar que recursos deverdo ser acres-
centados, onde ou que recursos deverao ser
dispensados. Por exemplo, a necessidade de
localizar uma nova fabrica ou armazém cria

i >”72>"e" >°" P forma a minimizar o custo
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um problema deste tipo. De um grupo de
fabricas, determinar as que devem fecharem
periodos de contrac¢cdo da procura. Dentro
de uma fabrica, o problema pode surgir
guando se trata de determinar que tipos de
maquinas se devem introduzir ou retirar da
linha de producéo.

A maior parte das técnicas matematicas
utilizadas no tratamento de problemas de
reparticdo agrupa-se nateoria da programacéo
matematica — linear, nao linear, estocastica,
paramétrica e dindmica —cujo desenvolvi-

mento O recente.

5. 2.3. Problemas de filas de espera

Um dos problemas de filas de espera estu-
dado pelas equipas de | .O. durante a Se-
gunda Guerra Mundial foio da aterragem
de avides de bombardeamento regressados a
base depois de um raid. Quando os avides,
em grande numero, regressavam das missdes
efectuadas, chegavam a base, simultdnea-
mente, com escassas reservas de combustivel
e alguns com avarias importantes. A necessi-
dade urgente de todos aterrarem provocava
problemas de congestionamento e obrigava
0s servicos de terra a acelerar o ritmo das
aterragens, procurando desimpedir as pistas
num tempo minimo.

Em tempo de paz, também surgem pro-
blemas idénticos a todo o momento : nos
correios, nos bancos, nos restaurantes, no
transito, etc.

Em geral, uma fila de espera (ou bicha)
aparece sempre gue a procura de um servico,
por uma série de unidades (pessoas, maqui-
nas, etc.), 6 superior as possibilidades de o
satisfazer, sendo necessario diferir os servi-
¢os por um sistema de filas ou de ordenacéo
entre essas unidades.

Em todo o problema de filas de espera ha
a considerar a entrada, que é a forma (alea-
toria, periddica, etc.) como chegam as uni-
dades ao local de servico, a disciplina oa
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regra segundo a qual se ordenam as unida-
des para aguardar a prestacdo do servigo,
0 mecanismo do servi¢co ou a maneira deste
se realizar e a saida ou forma como as uni-
dades abandonam o local de servico.

No dominio da economia da empresa 0s
problemas de espera sao frequentes. Exem-
plifiqguemos : Considere-se um conjunto de
maquinas numa unidade industrial e admita-
mos que, de tempos a tempos, uma maquina
requer reparacdo. Supondo aleatérios o tempo
de funcionamento normal de uma méquina e
o tempo de reparacdo, pde-se o problema de
estudar o numero de méaquinas na fila para
reparagdo, de forma a ver-se qual é o nimero
minimo de operdrios necessarios, a fim de
que as filas de espera sejam minimas e tam-
bém o nimero de operéarios inactivos.

A teoria matematica das filas de espera
estd muito desenvolvida, fazendo larga utili-
zacdo do calculo das probabilidades, de equa-
¢Oes diferenciais, integrais e equacbes de
diferencas. Em certos problemas mais com-
plicados ha necessidade de recorrer a técnicas
de simulacéo.

5. 2.4. Problemas de ordenacgéo

Nos problemas de espera, a ordem segundo
a qual as unidades sdo seleccionadas para
serem servidas supde-se definida. Nos pro-
blemas de ordenacdo pretende-se seleccionar
uma disciplina da fila por forma a minimizar
uma medida apropriada da operacao;

Considere-se 0 seguinte exemplo de pro-
blema de ordenacdo : Suponhamos que ha
dois produtos A e B a fabricar, que cada
um requer operacdes em duas maquinas, 1 e
2, e para ambos os produtos as operagdes
na maquina 1 devem preceder as da maquina
2. Admitamos ainda que A requer duas
horas na maquina 1 e dez horas na maquina 2,
e que B necessita de seis e quatro horas,
respectivamente. Cada possibilidade pode
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determinar-se por meio de um grafico de

GANTT:

Tempo total decorrido

=16 horas
1
horas
S 10 15. 20
A antecede B
Fig. 1
Tempo total decorrido
* 20 horas
horas
20
fi antecede A
Fig. 2

E claro que a comparacdo das duas suces-
sdes (ABe BA)mostra que ha uma diferenca
de quatro horas no tempo total decorrido na
operacdo. Neste caso deve optar-se, eviden-
temente, pela ordenacdo AB.

Infelizmente, na maior parte dos problemas
de ordenacgdo é dificil achar a solugdo 6ptima
e sO6 os mais simples se podem resolver pela
analise matematica. Em quase todos os pro-
blemas reais & necessario proceder a uma
simulacdo, e mesmo assim a quantidade de
trabalho é muitas vezes proibitiva e somente
0 possivel obter solugdes aproximada.

Uma variante notavel dos problemas de
ordenacdo ¢ constituida pelos problemas de
escolha do itinerario.

Suponhamos que um caixeiro viajante tem
um certo nimero de cidades a visitar, conhece
a distancia (ou tempo, ou custo) da desloca-
cdo entre qualquer par de cidades. O pro-
blema consiste em escolher um percurso que
comega na cidade onde habita, passe uma so
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vez por cada uma das cidades a visitar e ter-
mine no ponto de partida, por forma a mini-
mizar a distancia (ou tempo ou custo).

Com duas cidades nédo ha escolha a fazer.
Com trés, uma das quais a cidade onde
reside (A), h& dois itinerarios possiveis (ABC
e ACB).Para quatro cidades héa seis percur-
sos possiveis. Mas para onze cidades ha apro-
ximadamente 3 700000 itinerarios possiveis.

Um problema de escolha do itinerario,
exemplificado acima pelo chamado «problema
do caixeiro viajante», pode aparecer em con-
textos muito diferentes.

Técnicas recentes permitem abordar tam-
bém uma variante de problema de ordenacgdo
que consiste em realizar nas melhores condi-
¢bes possiveis um conjunto de operacdes
ordenaveis. Por vezes trata-se da minimiza-
cdo do prazo de execug¢do do conjunto das
operacdes ; por vezes trata-se da minimizacdo
dos custos das operagoes.

Essas técnicas sdo designadas pelas iniciais
P. E. R. T. (Program Evaluation and Review
Technique) e constituem um modelo em que
se associam a teoria dos graficos e a teoria
das probabilidades.

O P. E.R. T. aplica-se, por exemplo, aos
seguintes problemas de ordenac¢do : todos os
tipos de construcdo e manutencdo, planea-
mento do orgcamento e lancamento de novos
produtos.

5. 2. 5. Problemas de substituicéo

Os problemas de substituicdo sdo de dois
tipos : 0s que envolvem artigos que se dete-
rioram gradualmente com o tempo e 0s que
se referem a artigos cuja eficiéncia desapa-
rece completamente depois de um certo pe-
riodo de uso. Entre os artigos que se dete-
rioram gradualmente com o tempo figuram
as maquinas, vag0es, barcos, etc.. A sua
eficiéncia vai decrescendo com o tempo e
pode ser levada ao nivel inicial por meio de
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certa actuagdo. Entre os artigos que pratica-
mente mantém o seu nivel de eficiéncia du-
rante um certo tempo e depois se inutilizam
completamente figuram o0s que, em geral, sdo
pequenos e baratos: lampadas eléctricas,
molas de automdveis, etc.

Em relacdo aos bens que se deterioram
gradualmente, é evidente que, sem uma con-
servagdo preventiva ou correctiva, a dimi-
nuigdo da sua eficiéncia traduz-se geralmente
numa utilizacdo a custos crescentes. Para
manter a sua eficiéncia ha que proceder a
conservacgdo, que também envolve um custo.
Além disso, certos bens tornam-se obsoletos.
Assim, quanto mais longa 6 a vida do equi-
pamento maior 6 o custo de conservagdo ou
maiores sdo as perdas devidas ao decresci-
mento da eficiéncia absoluta e relativa.

Por outro lado, a substituicdo frequente
do equipamento envolve custos de investi-
mento crescentes. O problema consiste, pois,
em determinar quando se deve proceder a
substituicdo por forma a minimizar a soma
dos custos de conservagdo e investimento.

Os modelos matematicos para resolver
problemas deste tipo sdo, na maior parte
dos casos, simples. Presentemente a progra-
macdo dindmica 6 uma técnica muito aplicada.

Para os artigos que mantém o seu nivel de
eficiéncia durante um certo tempo e depois
se inutilizam completamente, o problema con-
siste geralmente em optar por uma substitui-
¢ao de grupo, por uma substituicdo individual
ou por uma substituicdo mista.

Ha duas politicas extremas : substituir os
artigos somente quando se inutilizam e subs-
tituir todos os artigos antes que qualquer
deles se inutilize. No primeiro caso, ha a
vantagem de minimizar o nimero de artigos
necessarios para a substituicdo mas, como as
inutilizacdes séo relativamente frequentes, os
custos associados as substituicdes sao eleva-
dos. No segundo caso, o niumero de artigos
necessarios ndo é minimizado mas 0s custos
de substituicdo sdo mais baixos.
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O problema deve resolver-se escolhendo
uma politica que minimize a soma dos custos
dos artigos, inutilizacGes e operacdes de subs-
tituicdo.

A analise matematica e processos de simu*
lacdo figuram entre as técnicas utilizadas na
resolucdo destes problemas.

5. 2. 6. Problemas de concorréncia

Um importante elemento que surge, tanto
nos problemas econdmicos como nas ques-
tdes militares de tactica e estratégia, é a
concorréncia. Muitas vezes a decisdo tomada
por um individuo ¢ afectada pelas decisdes
tomadas por um ou mais individuos. Essas
decisbes interdependentes podem ser coope-
rativas ou concorrentes ; sdo as Ultimas que
se encontram mais estudadas.

Procuremos um exemplo :

Suponhamos que existem duas empresas
A e B que partilham um determinado mer-
cado e que tém de tomar em cada trimestre
— portanto um grande numero de vezes —
uma decisdo quanto ao emprego dos seus
orcamentos de publicidade. Por hipdtese,
admitiremos que a publicidade faz deslocar
os lucros de uma empresa para a outra por
forma que o ganho de uma é a perda da
outra. Considere-se ainda que existem duas
estratégias extremas para cada empresa : a
primeira estratégia consiste em despender
totalmente o orgamento em publicidade nos
jornais ; a segunda em gastar totalmente o
orcamento em cartazes. Cada empresa toma
a sua decisdo antes de conhecer a da outrae
portanto sdo possiveis quatro eventualidades.

O comportamento das empresaB serd o
seguinte : a empresa A procurara adoptar a
estratégia que torne o seu lucro maximo,
enquanto que a empresa B vai tentar tornar
minimo o lucro de A. Estamos assim perante
um caso tipico de estratégias concorrentes.

A teoria dosjogos permite formular a maior
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parte dos problemas de concorréncia mas s6
possibilita a obtencdo de solu¢des nos casos
mais simples. Grande parte das situacdes
reais tem de utilizar um tipo de simulagdo a
que se d& o nome de jogo.

O jogo militar, por exemplo, tem uma
longa histéria e tem sido uma maneira de
treinar os homens para o combate (concor-
réncia). No entanto, sé recentemente 0 que
essas técnicas foram aplicadas a problemas
industriais e governamentais (por exemplo,
em diplomacia).

Num jogo, o contexto da situagdo da con-
corréncia € simulado mas os agentes que
tomam as decisdes sdo reais.

A teoria dos jogos tem sido aplicada na
industria, por exemplo, para o estudo da
politica de precos, estratégias de publicidade,
introdug¢do de novos produtos no mercado,
etc..

5- 2. 7. Problemas de pesquisa

Considere-se o problema de detectar sub-
marinos na rota de um barco ou combdio
durante tempo de guerra. Utilizaram-se para
esse efeito dirigiveis e pequenos balBes que
se deslocavam lentamente sobre a éagua, a
baixa altitude, o que lhes dava grande pro-
babilidade de detectar os submarinos. Porém,
como estes engenhos se moviam lentamente,
ndo tinham possibilidades de cobrir uma
area vasta e portanto podiam escapar-lhes
alguns. Se fosse utilizado para o mesmo
efeito um avido rapido, 6 evidente que a
area sob observacdo poderia ser aumentada
mas diminuiria a precisdo das observacoes,
em consequéncia da velocidade do aparelho
e do seu vb6o a maior altitude. Neste caso, o
aumento de &rea observada ndo compensava
0 acréscimo dos erros de observagdo.

Numa questdo deste tipo ha duas espécies
de erros que se podem cometer : erros devi-
dos a inadequada area de observacédo (erros
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de amostragem) e erros de observacdo. Ha,
evidentemente, castos associados a ambos 0s
tipos de erros e a obtencdo de informacses.

Dispondo-se de uma quantidade fixa de
recursos (tempo, dinheiro ou investigadores)
deve tomar-se uma decisdo sobre a grandeza
e composicdo da amostragem. A seleccdo de
uma grandeza e composicdo de amostragem
apropriadas, com recursos fixos, é o problema
de pesquisa com restrigfes. No problema sem
restricbes deve também determinar-se os
recursos a utilizar no processo. Quanto mais
recursos se empregam maior é o custo da
pesquisa mas menor é o custo esperado do
erro.

E facil reconhecer que o exame de contas
por sondagem € um processo de pesquisa e
da origem a problemas do tipo que descre-
vemos acima. Muitos processos contabilisticos
podem interpretar-se como pesquisas. Mais
geralmente, todos os processos de estimacéo
e previsdo sdo problemas de pesquisa.

Diversos investigadores operacionais tém
aplicado a teoria da pesquisa a problemas de
exploracdo de recursos naturais com o obje-
ctivo de determinarem areas de exploragéo e
como explora-las. Esses processos foram,
por exemplo, aplicados a pesquisa de niquel
e carvao.

As técnicas aplicaveis a resolucdo destes
problemas assentam na teoria da amostragem,
da estimacdo e na teoria psicoldgica da per-
cepcao.

5. 2. 8. Problemas mistos

E necessario por em evidéncia que nem
todos os problemas que séo objecto de estudo
da I. O. pertencem a um dos sete tipos acima
estudados. Com efeito, em grande nimero de
casos, os problemas abrangem varios aspec-
tos que cabem dentro das diversas categorias
analisadas. Embora se possa decompor o seu
estudo, a prépria metodologia dal. O. obriga
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a uma anélise global que permita descobrir
as inter-relacfes existentes no fenémeno.

Também é importante para o investigador
saber que h& problemas que ndo cabem den-
tro de nenhuma destas categorias e que por-
tanto permitem abrir novas vias de inves-
tigagao.

5. 3. Contetdo dos problemas

5 3.1 Compras

A |. O. tem sido utilizada para determinar
as politicas de compra de matérias primas
Cujos precos sao estaveis ou variaveis. As
solucbes deste tipo de problemas indicam
quanto se deve comprar, quando e onde.

A 1. O. tem sido empregada também para
formular estratégias de exploracdo de depé-
sitos naturais de matérias primas e preparar
planos para a exploracdo de tais recursos,
depois de localizados ; utiliza-se igualmente
na compra de bens de equipamento no sentido
de seleccionar o tipo de equipamento, deter-
minar quando deve ser comprado ou alugado,
se O preferivel ser usado ou novo, etc..

5. 3. 2. Producao

No que se refere a problemas de producéo,
a |. O. tem sido aplicada em diversos domi-
nios : no planeamento e localizacdo de fabri-
cas e determinacdo da medida em que devem
ser automatizadas; estudo das fontes de
energia para um complexo de fabricas, deter-
minacdo das espécies de energia e quantida-
des oOptimas a fornecer; determinagdo de
quais as fabricas de um complexo industrial
que devem ser fechadas, sob que condicdes
e em que ordem.

A 1. O. tem sido largamente utilizada no
delineamento de politicas de producéo (quan-
tidades, processos, tipos de produtos, etc.),
de sistemas de controle de qualidade, de con-
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servacao preventiva e correctiva, assim como
em diversos estudos referentes & estabilizacéo
da produgdo e do nivel do emprego.

5. 3.3. Comercializagao

A 1. O. tem sido aplicada vantajosamente
na localizacdo de pontos de distribuicéo, seu
dimensionamento, quais as quantidades que
devem ter em depésito e os clientes que
devem servir; na determinacdo da amplitude
de um orcamento de vendas e na reparticdo
das suas rubricas pelas vendas directas, pro-
mocao de vendas e publicidade ; na determi-
nacdo do numero de vendedores de uma
empresa, do nimero e qualidade dos clientes
que lhes devem ser afectados, da frequéncia
com que devem visitar cada cliente e que
tempo deve ser gasto na prospeccdo de
clientes ; na determinacdo dos tipos de pro-
dutos que os consumidores necessitam e das
variedades de tamanhos, modelos, cores, etc.,
preferidos ; na adaptacdo dos modelos, emba-
lagens, etc. Tem-se utilizado também a I. O.
para determinar se os servicos de assisténcia
referentes a determinado artigo devem ficar
a cargo da fabrica ou de outros individuos,
que tipo de garantia e durante quanto tempo
deve ser oferecida; e ainda na localizacéo
de retalhistas, reparticdo do seu espaco
interno pelo armazém e vendas, determinagéo
dos casos em que devem ser dirigidos pela
fabrica ou por outros individuos, etc.

5. 3. 4. Investigacdo e desenvolvimento

A 1. O. foi aplicada recentemente na deter-
minacdo do orcamento para investigacdo e
desenvolvimento e na averiguacdo de como
deve ser dividido entre a investigacao funda-
mental e aplicada. Tem sido também utili-
zada na determinacdo do nimero de investi-
gadores, areas de investigacdo e sua orga-
nizacao.
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5. 3. 5. Sequéncia e localizagdo de pontos de

estrangulamento

Dado que em muitas operacgdes complexas
a tarefa total se decompbe num grande
namero de actividades, acontece que algumas
delas tém de esperar que outras se comple-
tem para poderem entdo comecar, verifican-
do- se que surgem também actividades que
sdo paralelas.

Estabelecidas as ligacBes e dependéncias
entre as actividades, é possivel determinar o
caminho critico, isto é, a sucessdo de activi-
dades de que vai depender o tempo de reali-
zagdo do projecto. Deslocando recursos
pode-se minimizar esse tempo utilizando os
métodos do P. E. E. T. que constitui, actual-
mente, um dos modelos matematicos mais
aplicados na I. O.

5. 3. 6. Pessoal

A 1. O. tem sido usada n&o s6 na deter-
minag¢do Optima da composicdo de idades e
especializacbes dos operéarios, no estudo das
causas de acidentes e modos de os evitar,
causas de absentismo, etc., mas também no
recrutameDto do pessoal, sua distribuicdo
pelas tarefas e na medicdo da sua eficiéncia.

5. 3. 7. Finangas e contabilidade

Neste dominio, a I. O. tem sido aplicada
no delineamento de processos de contabili-
dade e exame de contas que minimizem a
soma dos custos dos processos e dos erros ;
na processacdo automatica de dados; no
controle da contabilidade manual, e, em
geral, no controle das operacbes de escri-
torios ; no estudo da politica de crédito para
uma empresa e dos processos para estimar
0s riscos do crédiio.

A 1. O. é usada também na determinacéo
das necessidades de capital a longo prazo e
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no estado da composicdo das carteiras de
titulos.

E facil concluir da procedente enumeracéo
de problemas que a maior parte deles tem
sido estudada, desde h& muitos anos, sem o

recurso a I. O. Este facto vem sublinhar um

importante aspecto que, aliés, ja aflordmos:
a |I. O. ndo se distingue pela natureza dos
problemas que investiga mas sim como 0s
aborda.

A aproximacdo interdisciplinar, a andlise
dos sistemas como um todo e a adopg¢ao do
método cientifico sdo os tracos fundamentais
que tém garantido a I. O. a resolucdo efi-
ciente dos problemas reais.

6. Relacdo entre a investigacdo opera-
cional e outras ciéncias da direcg¢do

6. 1. Generalidades

Estudada a natureza da |. O. e descritos
sucintamente os problemas que constituem
0 seu objecto de estudo, vamos ver agora
quais sdo as relacbes existentes entre al. O.
e outras ciéncias da direccéo.

Antes, porém, sublinhemos mais uma vez
que as trés caracteristicas metodoldgicas fun-

damentais da investigacdo operacional sao :

o caracter interdisciplinar, o estudo dos sis-
temas como um todo e a adopg¢do do método
cientifico. Este simples conhecimento permi-
tira distinguir a 1. O. de outras ciéncias da
direccdo; no entanto, deve frizar-se que, em
certos casos, aquelas trés caracteristicas ndo
consentem uma delimita¢do nitida entre as
diversas disciplinas.

Para definirmos as tarefas da direccéo,
retornemos 0 conceito de sistema estruturado
OuU organizagdo, que apresentamos no n.° 2.
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Resumidamente, podemos dizer que uma
organiza¢do 6 um sistema formado por duas
ou mais partes cujos actos constituem uma
operacdo e que apresenta quatro caracteris-
ticas essenciais: deve possuir conteddo, estru-
tura, rede de comunicacdes e dispositivos de
controle.

a) Confeudo

Entre os componentes da organiza-
¢do encontram-se homens e maquinas.
A maior parte das organizacfes con-
verte recursos em bens e servigos que,
por varios meios, vao satisfazer neces-
sidades de outrem. Em sintese, uma
organizacdo contém : homens, maqui-
nas, matérias e dinheiro..

b)  Estrutura

A actividade do sistema divide-se,
funcionalmente, em diferentes grupos
responsaveis por um certo namero de
subactividades intervenientes todas no
interesse geral da organizacéo.

c) Comunicacdes

Os elementos humanos do sistema
sdo informados quer por observacao
directa quer por comunicagdo prove-
niente de outros individuos. E a rede
de comunicacgdes que mantém a coesdo
do conjunto e assegura o contacto com
meio exterior.

d) Controle

O sistema deve ter a possibilidade
de comparar os resultados obtidos com
0s resultados desejados e precisa de
evoluir no sentido da reducao das dife-
rencas observadas. E pois necessario
que possa modificar o contetdo, a es-
trutura, as as comunicagdes € mesmo
0s seus proprios controles afim de
atingir mais eficientemente 0s seus



objectivos. Quer dizer, o sistema deve
ser evolutivo e auto-organizador.

Vejamos agora como as ciéncias da
direccdo contribuem, em cada um des-
tes aspectos, para melhorar o funcio-
namento do sistema.

6.2. Conteudo

Em relacdo ao emprego do pessoal, o pri-
meiro componente de uma organizacéo, exis-
tem trés questdes fundamentais :

Em primeiro lugar, tem de se proceder a
seleccdo do melhor, cuidando posteriormente
da sua formacao profissional. Neste aspecto
intervém a psicologia e deve referir-se que,
nos ultimos anos, as questdes relativas a for-
macdo do pessoal tendem a formar uma es-
pecializacdo a que se consagram cada vez
mais os consultores externos ao sistema.

Em segundo lugar, h& que tirar o maior
partido da actuacdo do pessoal, melhorando
0 seu comportamento. Estd aberta a via ao
estudo do trabalho, realizado em grande parte
por empresas especializadas.

Em terceiro lugar, tenta-se alterar o am-
biente de trabalho, modificando os meios
materiais, psicoldgicos e sociais em que vivem
0s homens. O comportamento do pessoal é
indirectamente influenciado por certas medi-
das, tais como o subsidio de férias, cantinas,
etc. A psicologia industrial e social tem estu-
dado diferentes meios para a modificacdo do
ambiente de trabalho.

O segundo componente de uma organiza-
¢cdo sdo as maquinas. A concepcdo, cons-
trucdo e conservacdo destas pertence a téc-
nicos de diferentes especialidades (engenharia
civil, engenharia  mecénica, engenharia  qui-
mica, engenharia electrotécnica, etc.). A adap-
tacdo das méaquinas aos homens & objecto
de estudo da engenharia humana  (ergonomia).

O equipamento com que uma organizacgéo
opera pode ser ineficiente ; varios ramos da
engenharia podem porém auxiliar a direccéo,
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planeando ou seleccionando novo equipa-
mento ou modificando o antigo. O planea-
mento do equipamento e o seu controle
constituem objecto de estudo da engenharia
de sistemas.

O terceiro componente de um sistema séo
as matérias. Os estudos neste dominio exi-
gem geralmente especialistas metallrgicos,
qguimicos, fisicos, engenheiros ou estatisticos
que se debrucam sobre o estudo da influén-
cia das matérias no conjunto do sistema.

Finalmente, o fluxo monetério através do
sistema 6 um factor de primacial importancia,
em cujo estudo assume grande evidéncia a
contabilidade, encarada quer sob o aspecto
de fonte geradora de informacdo quer sob
0 angulo de instrumento de controle.

A 1. O. raramente ¢ utilizada na anélise
do contetido das organizagdes.

6.3. Estrutura

A reorganizacdo 6 o método de ataque a
ineficiéncia da estrutura da organizacdo e
consiste, fundamentalmente, na modificacéo
da composicdo dos subgrupos e (ou) suas
responsabilidades. Os estudos de reorganiza-
¢cdo (ou organizacdo) apresentam em larga
medida um caracter qualitativo e o corpo de
conhecimentos e técnicas em que se baseiam
6 conhecido por teoria da organizagdo embora
ainda esteja longe de uma sistematizacédo ou
quantificacdo. Em 1959, HAIRE construiu uma
teoria quantitativa das estruturas mas na
préatica é dificil aplica-la.

Os estudos sobre a reorganizacao da estru-
tura dos sistemas baseiam-se, na pratica,
sobretudo na apreciacdo qualitativa pessoal
e na experiéncia ; frequentemente estes estu-
dos séo realizados por empresas especializa-
das e neles néo intervém geralmente a I. O.

6.4. Comunicagdes

O estudo das comunicages tem um carac-
ter essencialmente qualitativo, embora haja
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uma teoria matemética da comunicacdo ba-
seada nos trabalhos de HARTLEY e SHANNON ;
esta, porém, ndo inclui os importantes aspec-
tos psicoldgicos e sociais da comunicacao.
No dominio do estudo das alteracfes na ge-
racéo, recolha, tratamento e transmisséo da in-
formacdo, também raramente se utiliza al. O.

6. 5. Controle

Uma organizacdo com bom pessoal e equi-
pamento e dispondo de estrutura e comuni-
cacles eficientes pode, porém, ser ineficiente
se nao fizer a utilizacdo Optima dos seus
recursos (homens, maquinas, matérias e di-
nheiro), isto €, se as operac¢des da organiza-
¢do ndo forem controladas eficientemente.

O controle consiste, como se disse, em
comparar os resultados obtidos com os resul-
tados desejados e em fazer ajustamentos no
sistema por forma a reduzir as diferencas
observadas. Note-se que estas duas fases do
controle equivalem a reconhecer a necessi-
dade de uma decisdo e a toma-la.

Neste contexto, decidir consiste em escolher
e utilizar recursos, edificar uma estrutura,
criar um sistema de comunicag¢bes e um pro-
cesso de controle. Mas facilmente se re-
conhece que a questdo importante ndo reside
no conteddo da decisdo mas sim na sua estru-
tura, quer dizer, na via seguida para asua
preparacdo. E na preparacdo da decisdo que
intervém a investigacdo operacional.

Como dissémos no n.° 2, embora o con-
teado, a estrutura e a comunicagdo estejam
envolvidas no controle, ndo sdo propriamente
estes factores o objecto de estudo da I.O.,
mas sim as decisbes pelas quais eles sdo
seleccionados, concebidos e utilizados. Al. O.
procede ao controle a partir dos dados for-
necidos pelos especialistas do contetdo, da
estrutura e das comunicagdes e por sua vez
estes especialistas poderdo trabalhar mais
eficientemente se utilizarem os resultados
fornecidos pela 1. O..
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7. A Investigacdo Operacional
e a Economia

7. 1. Generalidades

Dada a complexidade dos fendmenos que
sdo objecto de estudo da economia e nos
quais intervém factores da mais diversa natu-
reza, sao evidente as vantagens que resulta-
rdo do emprego da I. O. no estudo desses
fendmenos. Assim, assistimos actualmente a
um esforco de remodelacdo e aperfeigoamento
dos esquemas tradicionais quer da teoria
econdmica quer da econometria, com o re-
curso, sobretudo, aos novos modelos mate-
maticos utilizados na I. O. (teoria dos jogos,
programacio matematica, teoria dasfilasde es-
pera, teoria da substituicdo e renovacao, etc.).

Apelidar, porém, de I. O. os temas classi-
cos da economia e da econometria reformu-
lados por meio dos novos modelos 6, infe-
lizmente, uma tendéncia errada que leva a
confundir dominios diversos. Nem a l. O. é
um capitulo da economia nem esta um capi-
tulo da primeira; por exemplo, ndo se pas-
sard a chamar I. O. a tactica militar sé pelo
facto daquela Ihe ser aplicavel.

Nao podemos ir até ao ponto de predizer,
como alguns autores pretendem, o desapare-
cimento da I. O. e a sua integracdo nas dife-
rentes disciplinas, mas 0 que acontecera
certamente 6 a disseminagdo dos modelos
matematicos operacionais pelos varios ramos
da ciéncia.

A 1. O., encarando as operagdes das orga-
nizagbes como um todo e na multiplicidade
dos seus aspectos, tem potencialidades que
lhe garantem néo sé a existéncia mas tam-
bém a possibilidade de contribuir com novos
conhecimentos para o enriquecimento das
outras disciplinas, em particular a economia.
Por seu lado, o «desenvolvimento operacio-
nal» de cada um dos ramos da ciéncia per-
mitird que a aproximacao interdisciplinar da
I. O. seja cada vez mais frutuosa.
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7. 2. Aplicagdes da Investigacdo Operacional
a Economia

Como dissémos anteriormente, a reformu-
lacdo da teoria econdmica e da econometria
por meio dos modelos matematicos utilizados
na I.O. é um dos aspectos que mais deve
interessar o economista moderno.

A utilizacdo destes modelos tem provocado
0 acréscimo de operacionalidade dos modelos
econdémicos e econometricos, permitindo re-
solver problemas que até ha poucos anos nao
tinham encontrado solugdo satisfatoria.

A teoria dos jogos, por exemplo, veio
possibilitar o tratamento de situacfes de con-
flito de interesses tdo frequentes na economia:
monopdlio bilateral (monépd6lio-monopsénio),
duopdlio e oligopdlio, combinagdes ou coali-
zagBes, como, por exemplo, quando os sala-
rios sdo determinados por unides ou federa-
¢cdes de trabalhadores e patroes; etc..

A programacdo matematica, em especial a
programac¢do linear, provocou uma verda-
deira revolucdo na andlise econémica e na
econometria. A teoria da empresa, as rela-
¢Bes interindustriais, a teoria do equilibrio
geral e a economia do bem-estar sdo exem-

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME

MATEMATICAS

. S. C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 1* cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informacéao
(i.« chamada) - 15-6-1965.
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5643 —1) Considere y (x) = (1 +X)Xf e resolva

0B seguintes problemas :

a) Trace aimagem de <f(x).
0) Calcule P f (x).

GAZETA DE MATEMATICA

plos de dominios profundamente remodelados
com 0 recurso a programacao linear.

Os aperfeicoamentos da teoria econémica
e da econometria, no sentido de um acrés-
cimo de operacionalidade, tém-se reflectido,
evidentemente, na politica econémica. Ao
nivel da macro ou da microeconomia os mo-
delos operacionais tém demonstrado a sua
efichcia na tomada de decisGes econdmicas.
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SUPERIORES

DE FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS

¢) Prove que ¢ (x)= 2 "*"'~" para |x|<I.
I

2) Demonstre que 6, no termo complementar da
férmula de TAYLOR

/ (a+ h)- /(a) + hf>(a) + -*j-I" & + eh),

tende para 1/3 quando h-»0 se /'™ (as) é continua
para X = 0 e (a) =f=0. Generalize este resultado.

Sugestdo : Escreva a terceira formula de TAYLOR
para / (x) e relacione-a com a segunda.
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3) Pode utilizar a regra de CAUCHV para calcular
x* sen 1/x . X —sen x
— lim ?
»=0 & —1 »=» X + sen X

limites? Justifique as respostas.

Dominio: ] —ou,I[,]l, + ool.
Ponto de descontinuidade: x = 1
Intersecgbes com os eixos: (0,1) e (— 1,0)
Intervalos de monotonia, extremos :

Existem estes

R:1) a)

2X + 4
9" (%)
<X (X)>0<=>2x + 4>0<=>x> - 2
cresc. em [—2,+ o0 [
" WN0<=>2x + 49g0<=>i"-2
ctecr.em ]— o0 , — 2]
minimo — 2, —1/27)

Convexidade, concavidade, pontos de inflexdo

M () 6x * 18

P'(x) > 0<=>- 35~ x< 1 convexa em [—3,1 [

()

O0<=>x>l y x < —3 cobncava em

] _co,-3] e]l, + oo[
ponto de inflexdo (— 3, —1/32) .
Assintotas : X = 1 e Y —0.
b) Fazendo 1—x = t, vem
1+ x t-2 1 1
P P P 2P — =
- x)' t> t’ P
— 4+ B i
t t’ x — 1 x —1)*
1+ 1
c) Lt
1 —x)3 1 —x) 1 — x5
—1 £]x« |X]<1
1 - x ™
1
(1-x)* =S -"- I»l<1
IX <1

N O -

Entéo,

?2<->-<N-fG)-NG)--

37

L 2 2
2) Como
f(ath) - f(@ +hP()+ |1 f»(a) + P» (a+e, h),
h* h* h*
— f<@ + eh) = — P.(a) +— P"(a+, h)

pi (a + 8h) - P'(a) = O—Pl\/l(a+ » h),
P'(a+ 6h)- Pi(a) 1
Tomando limites para h = 0, vem imediatamente
lim9 = 1/3.
A generalizagdo € imediata : quando "’ (x) é con-
tinua e diferente de zero para x = a, lim 8= I/n + |.
(x* «en 1/x)" 2xsenl/x  —  cosI/
0) Como hm e <=|im
xo (ef —1) = e
. i (i - »e»i)’ .1 —cos x
nao existe e lim = lim tam~

X=00 (X + sen Xx)'
bem n&o existe, ndo se pode aplicar

i=ee 1 -j-cos X
o regra de Cauchy.
Os limites existem porque

x* sen I/x U 1|I
— —Um sen— i
0 =1 xl(x x) \x—oe—l)

ecomo lim xsen— =0 e
I o X

lime ee lim — = 1,
x=0 e —1 X-0 €

X' sen I/x
lim e
lim X SN X iy
x-00 X + Sen x X-00 §6A X \
x |1
1 _ X - )
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n

5644 —1) Mostre que, se a equagao

a, X"+ Oig"™ + eee+ a,txe=0

tem uma raiz positiva .r,, a equacdo

« OQX" " 4+ (N — 1) aj ce'* et-oee + 3, o

tem também uma raiz positiva inferior a x,

2) Seja gy)  — Y X =3 y(0,0)-0.
0j",,(0,0)

Calcule e ~(0,0). Pode concluir do
resultado que <£,(x, ?) e pj', (x,y) ndo sdo conti-
nuas em (0,0)? Porqué ?

R: 1) Como aoX'fajx"' + eee+a _,x=0 iem
as raizes x=0 e x= X,>-0, o teorema de Rolle
ensina que na,x"'+ (n—1)ajx"' + eee+ 3,1 —0

tem pelo menos umaraiz entre 0 e X,.

,0)-g(0,0 .
y ox.0) um 00007900

x-0 X
0, -g(0,0
9:(0,0)  Um g(0,y) -9( )
T-0 y
" >y)-g(0,y) 3y3
x©.y)=un 97V
x=0
g (*y)-9(*.,0) 23
y=0 X2
guo0,y) -g'x(0,0)
gxUo.o0) um
y
= hm —= —3
% (0,0)= hm =
x=0 X
2x3
F= Um = 2.
x=0 X3

As derivadas g7, (x ,y) nao sdo continuas em (0 ,0)
porque, se o fossem, o teorema de Schwartz garantia a
sua igualdade.

X I xg xi o®e x,
5645 — 1) Dada a tabela— , com
y 1 Va 2L eeel/»
Xj= x, +ih e Ji= F(Xj), demonstre que " (C) =
—A"jy,/h", eom Centre Xge X, .
2) Considere o sistema de m equagdes lineares a
n incégnitas AX = B ndo homogéneo e suponha
que A e pl|£?] tem a mesma caracteristica r < n.
Fazendo d—n —r, construam-se as solugdes

GAZETA DE MATEMATICA

JN21 eee X(H-i que se obtém tomando para asin-

cégnitas secundarias os elementos das linhas da
matriz (d F1)x d

sdo linearmente inde-
+ X, X ,+ see+ X, . X

Prove que A'j, A", ee¢eX,
pendentes e que Y = Xj

ditt

ésolugdo de AX =B seesbése2 \ =1
i

R: 1) Para a tabela dada, afungdo F (x)—I(x),

onde 1 (x) €& o polinémio interpolador de Gregory-
-Newton,anula-se  nos n + 1 pontos X, (i=0,1 , e n).
A aplicacéo repetida do teorema de Rolle da
F'™* @) —I1">(@C) = 0, com 1 entre X, e X,. Como
A%y, - ATy,
I ()= .., vem imediatamente F"' (£)
‘-ho h
2) As solugdes Xi, X,,eee X, , sdo visivelmente
independentes pois na matriz
X,
_Xd+1
as linhas 2,¢-+d + 1 sdo independentes porque pas-
sam pela matriz 1, de caracteristica d. Como em Xj
ha pelo menos um elemento significativo nas primeiras

i colunas, da matriz e
d+ 1.

Ora

é claro que a caracteristica

AY = B=)I,AX,+ - + X, ,AX,_, =
= B=>XB + e+ X, B =B=>2"i =1
d+l

2 M-

1=>AY - XAXi+ seo+ > |AX,,, =

sy

= (Xi+ eee £x,,)B =B
0 que prova que Y ¢ solugdo de AX = B seesose

S x - 1i

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1" cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informacao
2* chamada - 18-6-1965.

+ X2

5646 — i) Dada a funcdo /(x) = lim .

X*»+ |
estude a sua continuidade e derivabilidade. Apresente
a imagem de /(x) .



GAZETA DE MATEMATICA

2) Calcule P
VTT

3) Supondo que o intervalo de convergéncia abso-
luta de s(x) —Sa,x" é ]—X,X[ e que a série
converge para X = X, pode garantir-se que S (x) =

o
= Sa, ,;+ 1 também converge para x = X ? Tem-se
S (X)= s (X) ? Justifique as respostas.
A série S , convergente para todo o X

real, pode derivar-se termo a termo em ] —o00,+ co[?
Porqué?

R: 1) Tem-se
2 (1X]<1)
f(x)- X (]x]>1)
1 x=1
0 x=-1)

A fungdo € descontinua para x = — 1, pois
f(-1+0=11¢e¢ f(-1—0)= -1, e é também
descontinua para X = —00 e Xx = + 00 pois f (—co)
e f(-)-00) nado sdo finitos.

. r2x  (|x]|<lI)

E claro que f>x) = {,

(1*1>1)"
Em x = 1 ndo ha derivada porque
fx)- f(1 X- 1
f (1) = Um ) ()=Um -1
x-1+0 X—1 x=[+0 X — 1
f(x)-f(l 2 —1
iy Hm (x)-f(1) U )
i=1-0 1 x=1-0 X — 1
Em x= 1 tiera
f(x)-f(-1
O 1= um (x)-f(-1) m + o0
140 2140 X -t- 1
f(x)-f(-1
fli(_ 1) = Um OG-t m 400 .
x=—1-0 X+ 1 i-ox + 1
9 arc sen x ,
) p— = 2 y I-t-x arc sen x—2 Pvil-x2
-1
= 271+ xarcseni f 4P — =
2\/1—x

= 2/ +xaresen X+ 4y'l —x.

3) Como a série das derivadas s (x) = Sa,Xx' é
convergente para x = X, entdo ela é uniformemente
convergente em [0, x] e como neste intervalo a série das

R Xo+»
S(X) = Sa, fcm
n+ 1
convergéncia ela também é uniformemente convergente
em [0,X]. Jem-se entdo S' (X)= s (X).

primitivas sempre um ponto de

39
A série das derivadas é S cosn’x, divergente. Por-
tanto, a série proposta nao pode ser derivada termo

a termo.
1

5647 — 1) Considere uma curva dada pelas equa-
cOes paramétricas x = @ (t) e y « +(i). Mostre que
s6 pode haver assintotas ndo paralelas aos eixos para
os valores i = IQ tais que lim 9 (t) = lim g (i) = o00.

t=t,
Sendo Y=mX + p a assintota, como calcula m e
p neste caso? Como se acham as assintotas paralelas
aos eixos? Justifique as respostas.

2) Sejag(x,y)-\r ~*2'
10 (X=}1rA2)

Prove que :

Y 9( >V) &continuaem (0,0);

*) ££(0,0)-,1(0,0)-0;

y 7 >2) 4o é diferenciavel em (0,0).

Em face do resultado obtido na alinea c), que pode
dizer da continuidade de ¢'. (x,y) e g¢g.(x,y) em
(0,0)? Porqué?

R: 1) & lim@(t) = limx éfinito ou lim I (t) =
) t—t,q)() i t_t’\()
=tl_irg1y é finito, ndo pode haver assintotas obliquas
porque para estas tem de ser lim x = limy = oo .

oy RN
m = i < = I -4 (1)
p= tL:J{nw —mx) = %J:T[ty ) —me @] .

Assintotas paralelas a Oy : Umg (t) finito e
lt'_t ®

m iji = 00
t=t,

Assintotas paralelas a Ox: limtf(t) = oo e
t=t.

lim & (t) finito.
t=t,

2) a)

ys>0, ,s=s f'""|"").

=>]g(*,y)l<*
0 que indica que lim g (x,y)= 0= g (0,0).
58

b)
x=0 X
5 (0,0)-Km**>">-<'"> 0,
y=0 y

c) <® afuncdo for diferenciavel em (0,0) verifi-
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ease a relagdo g (x,y) —g (0,0) = xg'.(0,0) +
+vyg'(0,0)+ e/x*+y* com UmE -0 ou
g (X,y) = eviX + xX* comifme= 0.
Ora
x-y)
Wy 0 ity

e iims na&o existe. A funcdo g (x,y) ndo é* diferen-

cfauei e ™Mor isso pode garantir-se que g*(Xx,y) e
(iy) '"®o sao continuas em (0,0) (se alguma
delas ofosse, afuncdo era diferenciavel).

5648 — 1) De um polinémio / (x), de grauinfe-
rior a n+ 1, conhecem-se os valores 1| (x) = vV,
(i =0,1, «=,n). Utilize a decomposi¢do dafraccao

/ *
racional ( )_ em elementos
(X — %) (x + XJ) o= (x —x,,)
simples para deduzir a expressdo de 1 (x) . O que é
o polindmio /(x) e sob que forma se apresenta?

2) Demonstre que matrizes ortogonais déo pro-
duto ortogonal. Sendo A ortogonal, mostre que o
sistema de equacbes A X = B & possivel determi-
nado e Xj= a, jb, {h= 1,¢een).

Discuta o sistema

xsena+ycos@+z=1

X+ ysenacosg+ z= cos @

X+ "NcosP + zsena= 1.
R :1) Fazendo P (X) «- (X — X,) (X —X])"-(X—X,,)

() _ " Y,

e f,(X) = o(X)/x- X,, -7-77 r,

donde 1 (x) = >J °TCYyi. 1(x) iopolinémio inter-
1=B Gi (".)
polador de LAGRANGE .
2) IAl= sena cos p 1
1 senacosp 1
1 cos p sen a
= cosp(sena—1) (sen* + 2) (sena — 2) .

a) Quando cosp=/rO Asena 1,isto é $=fr2nt

+_2— Aa nTC+ ( l)"2—” sistema e'possivel deter-
minado e a regra de CRAMER fornece a sua solugéo.

b) Quando cosp=0Asena=1, isto é p=2mrt +

GAZETA DE MATEMATICA

101
Ty A*- n+ vem A = 10 1 0
10 1
mas, como 4= 111e/tO, Pem r= 1. Os determi-
nantes caracteristicos  sdo a» 11 -le
1 0
1 1 = 0. Osistema é impossivel
11
c) Quando cos$=0f\sen a=f=l, istoe', p=2mir +
Ti it sena 0 1
i-"Z-A«=£n Lst(_1)"_vemA |.- 1 o 1 °°
1 0 sena
mas sena 1 e r= 2. O caracteristico ¢é
1 1
ai- sen a | i = 2(sen« - 1)70 eosistema
1 10
1 sena 1
é impossivel.
d) Quando cos p==0Asena=1, isto é, P=jfc2mir+
1 cosP1
+ — A«=2n*+(-1)» —, tan|A| = 1 cospl -0,
1 cospl
A—I1113=0, r= 1| eos caracteristicos sao
1 1 cosp— 1 e ia 1 1-=0.
1' cos p 1 1

Com cosp= 1, osistema é duplamente indeterminado
e, com cosp =f= 1, o sistema é impossivel.

I.S. C. E. F. — 1* cadeira — MATEMATICAS GERAIS —
Exame final — Epoca de Julho (1.* chamada) —
Prova escrita — 9-7-1965.

5649 — 1) Designando por w, V>i, eee«>, , as
raizes de indice n daunidade, calcule wl+ u?-\ \-
+ , sendo p inteiro positivo multiplo de n.

. 2kit _2kpir

R: w,=cis N => wWE= eis N e,conp=D,
vem w| = eis21lit=1, oqueimplica wg+ wjH 12
+ W;_,- n.

3X + 4
X(x+1) (x+2)'

decomponha-a em elementos simples e aproveite o
resultado para calcular Pu(x) e achar a soma da
00

e
Sendo f o g dois polinémios reais quaisquer, qual

¢ a condicdo que garante a convergéncia da série
2/(n)/"™N(«)i Porqué?

2) Dadaafraccéao racional u (x)

série 2 °
I
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R:
3Ix A4 a, b, c,
xx+D)x+2)~ xH xori— x+2
2 1 1
~ X X+ 1 X+2

PRI . % *\_ -
Px(x+1)(x+<5 109\*\-log\x + 1\

—Ioglx+2l'=log|(x+|) x+ 2)

$ Vv 7 L_\ _

An(n +1)(n+ 2 A~ Vn  "+1 n+ 2]

Sendo p ojraude f(n) e g ograu de g (n), a
condicdo que garante a convergéncia de 2f (n) /g (n)
eq>p+2.

3) Considere a funcdo /,, (x) = log

—x log (_1

tural, e prove que possui apenas um maximo no seu
campo de existéncia.

Sendo Af,, o maximo de /,, (X) e Xx,, 0 maximizante,
calcule lim (x,,, M,,).

n= op

onde n designa um ndmero na-

R: fFIW-TTNi %fl +-) =
1+ x/n \ n/
- % 1+
n+ X
K (x) > 0<=>— log (I + =\ >0<=>
n+ x \ nj

<=> Tk 2? log (I + _a> <>

<=> x<L e

L)

c(x)do<=>*;

log
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[n.Cr.1)] [%(U=+) I

X foff M - —",

Zm x,, = m
n= ao ii GD
l1—n fl+—
n=o0o0
D (Ilr7~>(nr) B X l
iim —= —
1 n=00 Y] 2
zZm M, = lim | ioj
n=ce a0 1 [n.(1.1)]

+nlog ( +ijj=0
e portanto  lim (x,,,M,) = (1/2,0).

4) Ache o termo geral do desenvolvimento em
série de MAC-LAURIH de y = x*“j/1+ x e aproveite
o0 resultado para calcular y*" (0).

R: Vi+T - (I+x%)"- (;H!Fb
«T(1-0 + H

~r o para

- jxAnc

Yy-X*Vi+x-2
o

n!
para |x|< 1
y(5)(0)

51 X5=>n+2=5=>n= 3 e portanto,

>0 4. -

A:>y<s)(0)11 i ° I’
51! 31 B

16

5) Sendo f(x,y,z) homogénea de grau m, uti-
lize o teorema de EULER e as operacdes de JACOBI
para provar que
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ofx* fxy fxz (m- 12 pex fxv fx
fux  fv* fyz 82 fux av fV

fix fxy fz* m f
f. A 1

R: O teorema de EULEB da

xfl+yth+ zfl=mf
XG4-yG + "G-(m-1)«.
G + y'y>+ 2f,',= (m-1) f;

XG+yG+«G - (m—

O L | 1 owr &y
*Xjr *Xr
fooye fyz z

yX
G zy zs fAzx tMzy t o 'zs

e, multiplicando a 1."linha deste determinante por X,
o segunda por y e adicionando a 3."",vem

G G G 1 i><* 'fx y "xfx

z £ f c
g 8 g (mDf mihye, (nylnF,

*Xy

fx f» if

Multiplicando a 1."" coluna deste &eterminante por
a segunda por y e adicionando a 3.", vem

fx'. fo m - 1 fx'
f; fi. f;G g\:
8 G fx

(M-1)2 e ¢, fx
72 fyx 1. n
mf
m-1

mf

f, f,

6) Designando ° ndmero de inversGes da per-
mutagcdo (Pi, p.,P3) em relagdo a permutagdo prin-
cipal (1,2,3), prove gque ndo existe nenhuma matriz
real de terceira ordem tal que todos os produtos

(— 1)~ ojgj a.p. a,j3, sejam positivos (sugestdo: forme
0 produto de todas estas expressfes e investigue o
seu sinal).

Determine a expressdo geral das matrizes permu-
taveis com T2 —1-].

Li iJ

R: Osprodutos 1" a " a,p,a.p. sédo an a,
‘3j, ai2 as agi, ‘i3 a,i aj2, —a3 a, a.i, —a, a,, 83
e —au a, a.,.
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O produto detodas estas expressdes €
(*T1 *?2°13°21°S2°23°4i *32°33) < (@]

e, portanto, osprodutos daforma (—1y aj a,q.8
ndo podem ser todos positivos.

T2 Ta bT_r2a —c 2b—dl
LI ljLcdj |_*"+c b+dj
Ta b'IT2 -1 T r,,+b —a+bT
Lc dj LI lj"|_2c¢c +d -c +dj
r2a-b 2b-dnr2mm+b —a+b]l _

b+dJ"L*%Zc +d —e+dj -
2a c- 2a+b

|_" +c

2b —d=— a+b
=7 a+c=2c+d
b+d — —c-t-d
b- —c

b+ a—d= 0, inde
c+d—a- 0
b—d—a
c=a-d & Por-

tanto, as matrizes permutaveis com a matriz dada sdo

La-d d

e este sistema é equivalente a

terminado de grau 2. A solugdo é

I. S. C. E. F.—1* Cadeira —MATEMATICAS GEKAIS —
Exame final —Epoca de Julho (2.* chamada) —
13-7-1965.

5650 — 1) Demonstre que (A — B)\JB = A<=>
<=>A=B.

R: Fazendo p=xeA e gq= xeB, temdese

provar que

(P A - d) Val<=>pl <=>(q =>p)
para o que basta construir a seguinte tabela de verdade

Pq IKP A ~q) V qg]<=>pl === (q=>p)
0 0 0 0010 1 1
0o 1 0 1100 1 0
10 1 1011 1 1
11 0 1111 1 1

2) Dada a familia (C,,) de curvas de equagdes
y=«"—a((x-1), onde a é um parametro real,



GAZETA DE MATEMATICA

mostre que as curvas de (C) passam todas por um
mesmo ponto. Ache as equacdes das assintotas e prove
também que estas passam por um mesmo ponto.

Para que valores de o as curvas de (C) tém um
minimo ra,? Calcule em funcdo de a o minimo m,,
e 0 minimizante x, .

R : Tomando duas curvas quaisquer de (C,,), por
exemplo, as que correspondem a a= 0 e a= 1, vem
r, = ¢

ly=e¢—(*+1)

isto é, as curvas passam todas pelo ponto — 1, e ).

Como lim e = 0, as assintotes sdo as rectas
Ifm 00

Y= —a(X+1) quepassam todas pelo pento (— 1,0).
Notando que (y' = ¢ —a, afungdo so6 pode possuir

Jy —e¢'
1x4-1=0

ry = e
Ix=-1,

extremos quando a>0. Nessa hipotese y' = 0=>
=>x, = loga e como y"> 0, trata-se de um mini-
mizante. Tem-se x, = loga e m, = —alog a .

3) Sabendo que 4xy" + 2y'—y =0 (y=f(x)),
® ®
ache a série 2 n* (“o=I) tal que /(x) =

0 0
Qual é o intervalo de convergéncia desta série ?

00
)
®

i
y*=S n(n- 1) a, x->
S
® ®
4x2]0(n-1)a, x~* + 22 °° ™~ -
2 1

-2 a,x»=0
(0]

® ®
42n(n-1)a, X" $£2 nax"" —
1

00

g ememe
;qpm+1um+|n=¢

(2ii+2) 2n+ 1)

a,,_|
(2n+2)(2n + 1)2n(2n-1)
a, 1
[2(n+ )3 2@+ 1]

o (2n)!

e o intervalo de convergéncia ¢ ]—oo, + co [.

4) Calcule : a) P cos (log x)

/ sen x \ "
b) hm ( ) *-peee®
0\ x ]

R : a) Pcos(logx)= xcos(logx) + P sen (log x) =
= xcos (logx) + xsen (log x) — P cos (log x)

2 Pcos (logx) = xcos (0<? x) + xsen (log x)
P cos (io"x) = % [cos (log x) + sen (io<? x)]

se» X
b) Como lim =1e

sen X
X — sen

. coS X
lim im =
=0 %0 1—oos X

00
1

tem-se uma indeterminagdo do tipo 1°°.

Calculemos
T~ ten X *1
Km £o< II llserexN’ """ ' II = lim sen X log /(senx>
X0 Ly x / J X0 X —8en X VX
oS X 1
m 07 sen x—log X senx X

K

¥ X —Senx X0 Sen X — X oS X

«en’ x
e |lim - |_| i.

Logo,

lim
x-0
5) Quais sdo as funcgdes f(xy) que satisfazem
a condicao fA(x ,y) — g (y) ? Mesma questdo para
1,,'_(X,y) *=g (x) . Justifique as respostas.
As funcgbes f (x,y) = X+ Yy ep(x,y) =x +
+ 26xy+ t/'@ 0) tém derivadas idénticas ao
longo da curva C) x=<f({), y= (I). Ache a
equacdo da curva C) na forma F (x,y) = O.

R :

EC»w)—g W =>f(xy)r gy *+1t(y)
V'(>y) = g()=>"(",y) - g(x)y + *00-
2x," () +2yf (t)= (2x + 2by)¢’ (t) + (2y + 2bx) +'(t)

y," () +xf (1)-0,

isto &,

F(x,y)=xy -k-0.
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6) Verifique que no sistema

s+y—0
2x +3y-0
X+ 2y=2

3x +ay —k

as trés primeiras equacgdes sdo independentes e mostre
que, qualquer que seja k, a quarta equacdo é com-
posi¢do linear das trés primeiras. Ache essa compo-
si¢do linear.

R : Na matriz

tem-se A= j1 1 O0l=25c0 e portanto, as trés
2 30

11221

primeiras  linhas (equacfes) sao independentes.
matriz é do tipo (4x3) « 0 sua caracteristica

Como a
é 3,

forcosamente a quarta linha e composi¢do linear das
trés  primeiras.
Para achar essa composicao linear tome-se

110 H =0

2 3 0 4.
1 2 2 st
3 4 k 4.

e designemos por Xj,X,,X3 e X,= A, respectivamente,

os complementos de a, ,a, ,a, e a, . Tem-se
x.~ - 2 30 - -k-2,
2 2
3 4 k
x, -1 10 = k- 2,
1 2 2
3 4 «
x.= -1 1 0= —kex—2

2 3 0
3 4 k

leXj+ 2e¢Xj+ 1leX, +3eXxX,=0
leX, + 3eX, + 22X, + 4.X,=0
0-X, + 0-X,+ 2«X,+ kX, =0
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ou

Xji[110]+ X,[230]+ X.,[122]+ X.[34 k]- O

[B4k]l= (£ +1) [110]+ (l-y) [230] +
+i[122]
ou
f<- (A+i)¢|+(i_|)fi+ tioe

I. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS — cadeira —
Exame final—Epoca de Outubro (prova escrita) —
1-10-1965.

5651 1) Mostre que o0 conjunto constituido
pelas raizes cubicas da unidade é um grupo multipli-
cativo.

Hi  As raizes cubicas da unidade sao Wp= 1,
1 t/F 1 . I/3
wj 1-i e w, = i Em re-
2 2 * 2 2
lagdo a operagdo multiplicacdo pode construir-se a ta-
bela
wo w, W j
w w Wl w
Wi Wi w w

donde se conclui facilmente que se trata de umalei de
composicao interna, associativa, comutativa,  possuindo
um elemento neutro (w,= 1) e existindo inverso para

cada umdoselementos @ wj"'=w,, wj"'=w,, wj' = wj.

2) Seja /,, (X) — e~*(xi 0), onde « é um
n!
ndmero natural.
Compare os maximos M,, e M,, , das duas fun-
M.

coes /,,(x) e/, _, (x) e calcule lim

R: 7em-se fE(X) — —e ' (n—x) e como
nl
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f.() " O<=>x£n

\X) = 0<=>x = n,

e evidente que Xx=n e um maximizante e M,,= e"e.
n!
< (n—1)-~*
Fem entdo M,_, =
\—<
- 1+ Como (1+
. M,
¢ M, IM,_, eZm —= 1.
—« M,,_,

3) Calcule P
X*—5x — 36

R : Como x*- 5x*-
tem-se

36- (x - 3) (xf3) (x+4),

Sn

X*- 5x- 36 X—3 X'+ 4

T(x+3)(x+4)1," 108

vo x [(x-3) (x{+I~L ™ ~ 108

e, fazendo A= x' + 4, tome-se
1 1
(x-3)(x +3) X*-9 —13 +A
donde resulta S,= — 1/13.

Tem-se entdo

X+ 3

X —3 - 26ARC<I’?T

.4 _5.j 36 108

4) A fungdo /(x) definida por 3 i con-
. on‘+ X
tinua em ] —oo0, + 0o [? Porqué ?

Sendo i'(x) a primitiva de /(x) que se anula
para x = 0, pode garantir-se que
1 X
:n n’

em ] — 00, + co[? Porqué ?

R: Como y se]- oo, f »][

+ X’ n*
Y, é convergente, a série 5]

, n* n'f x°
mente convergente em ] —oo0, + oo [ e portanto pode
garantir-se que f(x) é continua.

A uniforme-

45

™ 1 X

A série das primitivas >] e arctg
para X = O e portanto
1—o00, + 00[.

converge

converge uniformemente em
Pode pois garantir-se que F'(x)=f(x).

5) Suponha f(x,y) diferenciavel no circulo de
centro P(a,b) e seja Q(a +h,b +k) um ponto da
respectiva circunferéncia. Tome

<?{t)=f@ +htb + kt)
e, utilizando para esta funcdo o teorema dos acrésci-
mos finitos em [0,1], prove que f(a + h,6+ k) —
—f(ab) = hf,(arth ,6 +6&)+£/,,"(a+8 A, 0+ efc)
com 0< 8< 1.

R: <f(1)—ce (0)=< (9) e portanto
-f (a,b) -

f(a+h,b + k) —
h'fr @+ 8h,b+ak)+kf~(a + 6h,b + ek).

6) Demonstra-se que

X0 - -
e »? (xj —

X.) (Xj— Xo) ¢++ (X, —X,)

Xi)---(x,,—ae,)

Utilize este resultado e a teoria dos sistemas linea-
res para provar que, dados n + 1 pares de valores
(xiji’iy = 0,1 ,eee, n) com X =j=X,, existe ume
um soé polinémio interpolador y=a,+aixH \-ax".

Empregando determinantes, indique as formulas
que permitem obter a,a,-a,, em funcdo dos va-
lores Xje t/i.

R: Como A — o g " xg =k O, em vir-
| X".-X;
i * Xj-=-

Xj, osistema de n + 1 equagbes a
(a,, ai, *e a,,)

g de se ler X,
n+1 incognitas

y,- a,+ aix, H l-a,x? (i=0,1,¢°cen)

é" possivel  determinado

polinémio interpolador.
Para obter as formulas

utilizar

e portanto existe um e um sO

queddo ao, ai,**°a,
a regra de Cramer:

basta

A G2 01,- )

onde A(i/y) seobtém de A substituindo a sua i-ésima
coluna pela coluna dos termos conhecidos ,.
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I. S. C. E. F. —1* cadeira — MATEMATICAS GERAIS —
1° ponto de informacdo e 1.° exame de frequén-
cia - |.« chamada - 16-2-1966.

5652 — 1) Prove que é valido o argumento

p=>[«V(»-V«)]
~[PA(ry )]
~p==>q
2) Sendo a, b, c e d nimeros racionais e admi-
tindo que X é irracional, prove que

a+o0oX=c+d =a—c b—d.

R : 1) Facamos uma demonstragdo pelo método de
reducdo ao absurdo :

1 p=>[qV(rVvs)] prem.

2. P A(rV sy prem.

3. ~(p =>q) prem. adicional

4 ~pPVIQV(rV s 1 e equiv.

5. - pV~(Vps 2 e equiv.

6 pA-q 3 e equiv.

7 p 6 e simplif.

8. ~ ~p 7 e equiv.

9. - (rVy) 5,8 esilog. disjuntivo

10. ~pPVQV (Ve 4 e equiv.

1. _p vq 9,10 e silog. disjuntivo

12. p=>q 11 e equiv.

2) a+bx =c+ dx=>(a--c)+ (b- d)x=0=>

=>a-c = 0A(b-d)X-0=>a=cAb = d.
n
5653 —1) Seja A um conjunto linear limitado

e designem men nameros reais com JI>0. Mos-

tre que B =+\m + nx :x eA\ é limitado e

sup B e=m+nsup A, infB =m+ ninfB .

2) Verifique a proposi¢do lim «,+ lim v, <i

limu,, + limv, , tomando

I ) 2 ) = «21o0g [1+ (_'i')"\-lz.

< lim (g, *+v,,)

=)t e v,

(-)-n-

R:

1) Sendo A limitado, tem-se V- xe A |x|<, K
e portanto 'y xeA |m + nx|<;|m| + nK e o

conjunto B é limitado.
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Com L = sup B vem
y XeA xgL

\/S>0,3x"6A x'>L ,
o que implica

sy xeA
yE>03x'eA

m-f-nx<m | iiL

m+ nx'"> (m+ nlL)- X,

isto ¢ m+ nL é sup B. Raciocinio idéntico se
adopta para mostrar que infB- = m + nin/A
2) limu, =2, limv,= —1, Umy, =1

lim (u, 4 v,) = 1
e de facto
H(-1)~14a2 + 1.

5654 —1) Estude, dos pontos de vista da con-
vergéncia absoluta e da convergéncia uniforme, a

rie 2 n 3"

2) Considere as funcdes reais de variavel real
que satisfazem a relacdo / (x +y) =/ (X) + f(y)
para todos os valores de x e .

a) Calcule /(O) e mostre que f (x) é impar.

6) Mostre que, sendo f (x) continua para x = 0,
ela é continua para todo o valor de x.

R : 1) Como.
-n+l
um CEUT i
n=00 3(n+ 1) 3
L3

a série é absolutamente convergente para |x|-<3 e
divergente para |x|> 3. Para x = 3 o série di-
verge e para Xx = —3 a série converge simplesmente.
A série é uniformemente convergente em qualquer inter-
valo [- 3,a] (a<3).

2) a) Fazendo x=y =0, vem f(0) —2f(0),
donde f(0)=0. Entdo, tomando y= —x, f(x—x) =
= f(x) + f(-x) ou f() =0=f(x) +f(_x), o
que significa que f(x) é impar.

b) Sendo limf(x) = f(0) = 0 ecomo f(x —a) =
= f(x)—f(a), tem-se x> a=>f((x—a)-»0=>
=>f(x)~f(a).

Enunciados e solucfles dos N.°* 5643 a 5654
de Fernando de Jesus
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CALCULDO 1

F. C. L. —EXAME FINAL DE CILCULO INFINITESIMAL —
i1-6-65.

5655 — Enuncie condi¢cdes que garantam que a
equacdo diferencial y' =/ (x,y) tenha umaeuma
s6 solugdo satisfazendo a condigdo y (XQ) = a. Justi-
fique que s&o satisfeitas tais condicdes se / for fun-
¢do de classe C num conjunto fechado de R

Determine pelo método de PICARD (até termosem
x*) a solucdo daequacdo y' = x —Yy que satisfaz a
condicdo y(0) =1. Confronte com o resultado obtido
pelos métodos elementares e por desenvolvimento em
série de TAYLOR.

Como aplicaria o método de PICARD a pesquisa de

cPy
uma solucdo aproximada da equacao = .4 cosy 4
di’
+ Bseny (A, B constantes) satisfazendo a condicdo
inicial y (0) - 0= y'(0) ?

5656 — Considere a seccdo feita no elipsoide
X +2t/f+ a*= 1 pelo plano x +y = 1 e determine
0 ponto da curva mais proximo e o ponto mais afas-

BOLETIM

N F 1 NI

TESIMAL

tado da origem do referencial (suposto ortonor-

mado).

5657 Diga como se generaliza o conceito de
integral-ii a dominios n&o limitados e enuncie e
demonstre algum critério de convergéncia de inte-
grais improéprios que tenha estudado.

Determine o volume do conjunto de R* definido por

[(*iV,» +422< — Ay> Ij.

5658 — Dado o campo vectorial F =ye +
+ ze, + xe3, calcule, usando a definicdo de integral

de superficie, o fluxo de rot F através das superficies

*

Seria de prever a relacdo que existe entre os dois
fluxos? Porqué?

[37+~+2=1
a>0.

X +y-+a —1
]
a>0 |

Enunciados dos n.’' 5655 a 5658 de F.R. Dias Agudo
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Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacées de Matematica de que os Autores ou Editores enriarem dois exemplares a Redacgédo

159 — P. L. HENNEQUIN et A. TORTRAT — Théorie des
Probabililés el quelques Applications — Masson
et C.""— Paris.

Este livro escrito com o objectivo de ser utilizado
no 3."" ciclo francés e nainvestigacdo, € um tratado
de introducédo a teoria das probabilidades, no sentido
em que nao pretende cobrir um campo actualmente
extremamente vasto, pois que compreende nao s6 o
nucleo desta teoria mas também todas as suas mul-
tiplas ramificacbes e aplicacdes. Como introducéo,
o livro limita-se portanto a alguns objectivos funda-
mentais e a definir algumas vias de progresso.

Nestes termos aqui se encontra um desenvolvimento
notavel em extensdo e em outros aspectos da teoria
da medida que est4d na base de todos estes proces-
sos, da teoria da integragao das funcdes de valore’
reais (ou complexos) sobre o espaco abstracto dos
probabilistas e sobre os espagos topoldgicos.

Dedica em seguida um longo capitulo as leis de
probabilidade em R ou R" e as funcbes caracteris-
ticas, a sua unicidade, composi¢cdo e convergéncia,
apresentando numerosos exemplos assim como o
caracter absolutamente continuo e lingular de algu-
mas delas. O estudo das probabilidades condicionadas
desenvolve-se principalmente nos dominios das pro-
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habilidades condicionadas, regulares e das medidas
compactas ou perfeitas. O estudo da convergéncia das
sucessdes de varidveis aleatérias 6 mais cléassico,
aproximando-se do estudo da convergéncia das leis
de probabilidade sobre um espaco topoldgico ou
métrico, do tipo polaco. Depois de apresentar algumas
nocdes gerais de estatistica faz-se o estudo das leis
limites de KOLMOGOBOV-SMIBHOV e das leis finitas de
que elas derivam, exemplo de problema concreto muito
importante em estatistica : desvios entre duas amos-
tragens ou entre uma amostragem e a lei de que ela
deriva, ou de que se supfe derivar.

Enfim, a teoria das cadeias de MABKOFF discretas,
com algumas aplicagfes, desenvolve-se em pormenor
e atinge determinados resultados recentemente obti-
dos e ligados a teoria do potencial.

Em principio, a exposi¢do basta-se a si propria,
fazendo no entanto em alguns pontos referéncias a
tratados ou artigos originais. Destina-se tanto a
fisicos como a matematicos, numa linguagem simples
e acessivel, e com espirito suficientemente aberto por
forma a tornar-se atraente ao leitor neste apaixo-
nante capitulo dos conhecimentos humanos.

indice das matérias

1. Probabilidades discretas, axiomas, deposicdes,
exemplos.

2. Espacos mensuraveis e medidas.

3. Integrais e valores médios ou esperangas mate-
maticas.

4, Leis de probabilidade sobre R"
caracteristicas.

5. Probabilidades e médias condicionadas.
Sucessdes de variaveis aleatérias. Propriedades
assintoticas.

7. Alguns problemas de estatistica.

8. Teoremas de KOLMOGOROV e de SMIBNOV e repar-
ticdes finitas de KOLMOGOROV-SMIBNOV: compa-
racdo de uma amostragem com a lei de que
dépendu e comparacdo de duas amostragens
entre si.

9. Cadeias estacionérias discretas de MABKOFF.
Bibliografia.
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160 — P. ManGYEssy — Decomposition o[ Superpo-
sitions of Distribution Functions — Publishing
House of the Hungarian Academy of Sciences.
Budapest.

Em estatistica matematica, fisica, biologia, etc
ocorre muito frequentemente o seguinte problema :
como resultado final de uma determinada série de
experiéncias, obtem-se uma curva a partir de uma
sobreposicdo de fungdes de distribuicdo (denominadas
«componentes») de um determinado tipo; apenas esta
curva pode ser utilizada para a determinacdo de
certos parametros desconhecidos (com significado
fisico, etc.) das componentes (esta determinacdo de
parémetros tem o nome de «decomposi¢do»). Por
exemplo, admite-se que a curva da distribuicdo de
intensidade das secc¢des de um espectro atémico seja
a seccdo do gréafico de uma superposicdo de funcgdes
de densidade normal (admite-se que o gréafico da dis-
tribuicdo de intensidades seja composto de curvas
«em sino» de Gauss). Assim, partindo da curva da
distribuicdo de intensidades ha necessidade de deter-
minar a localizacdo dos méximos, calcular os com-
primentos de onda, etc, problemas que ocorrem na
investigacdo das caracteristicas do espectro, a partir
das curvas componentes (que por vezes se entrelacam
prejudicando a sua compreensao).

Este livro apresenta pela primeira vez um trata-
mento sistematico, utilizando a teoria das probabili-
dades, deste problema de interesse basico e pratico;
contém numa grande extensao, os resultados de inves-
tigacOes pessoais do Autor. Através de exemplos, for-
nece um método exacto ou aproximado de decompo-
sicdo de numerosos tipos de sobreposigoes.

Estd escrito, antes de mais, para leitores que tra-
balham no campo das ciéncias experimentais ; por
esta razdo sdo apresentadas em Apéndices varias
gquestdes que exigem maior pormenor de conhecimen-
tos preliminares. O livro é de igual interesse (princi-
palmente nestes pormenores) para especialistas da
teoria das probabilidades.

Enviem-nos os nomes e moradas dos v0SS0S

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirdo assim eficien-

temente para que a «Gazeta de Matematica» setorne cada vezmais interessante e Gtil.
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que as inscrigdes atinjam o numero de 300, proceder-
-se-a, a composi¢do, impressdo e distribui¢cdo danova
edicdo do ano 11. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 ser4 vendida ao preco de escu-
dos 40.

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazeta de Matematica aceita,
quando pedidas directamente, assinaturas de quatro
nimeros, ao preco de escudos 50, para o que basta

ANGARIE AS S
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e 50 centavos

relativa a 1967 (4 numeros) 50 escudos

80 escudos

indicar o nome, a morada e o local de cobranca
As assinaturas sao renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas
as assinaturas tém inicio com o primeiro namero
publicado em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS

Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Mateméatica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da suaassinatura.

NUMEROS ATRASADOS
Estdo completamente esgotados os nameros 5 a 15,
da Gazeta de Matemdtica. Os restantes numeros sao
vendidos aos precos seguintes :
N."" 1-4 (2.* edi¢do do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto)  40£00
N." 16 a 49, cada namero 12£50
N.° 50 60100
j.. 51 a 75 fcada nimero simples 17750
' 78a991 » » duplo 35j800
N." 76-77 coioo
A administracdo da Gazeta de Matematica executa
qualquer encomenda a cobranca pelo correio.
INANTES PARA
MATEMATICA»
para o melhoramento
comerciais
PRECO ESC. 35%00
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