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APRESENTACAC

Gazeta de Matemdatica inicia, com o presente numero, a
sua publicacao.

Duas palavras sobre os seus objectivos e o seu pro-
grama.

Pretende ela ser um instrumento de trabalho e um
guia para os estudantes de Matematica das Escolas Su-
periores portuguésas num campo onde éles encontram,
porventura, as maiores dificuldades — o campo da pre-
paraciio pratica. O escasso tempo de que em geral dis-
pdem as aulas praticas nas diferentes escolas, a falta de
boas coleccdes de exercicios, adaptadas a orientaciio das
varias cadeiras, sio males que assoberbam o estudante
e que a Gazeta, sem pretender anuld-los, proeurard, no
entanto, atenuar, na medida do possivel.

Para isso, procedera & publicagiio de todos os pontos
de exames de freqiiéneia o finais de todas as cadeiras de
Matemética das Escolas Superiores, acompanhando-os
dos resultados e, quando pareca conveniente, dos passos
fundamentais da resolucio ou, mesmo, da resoluciio com-
pleta. Assim, a colecciio dos nimeros da Gazeta consti-
tuirA um repositério de problemas e resolucdes que
orientara o estudante na sua preparacio.

Outro problema que & Gazeta merecerd um cuidado
especial é a situacio dos centenares de candidatos &
admissio das Escolas Superiores. Por motivos que ndo

6 oportuno analisar aqui, encontram-se &les quési as

cegas na escolha do caminho que hio-de imprimir & sua
preparaciio para os exames de aptiddo.

Mencionemos apenas que o critério dos selecciona-
dores, revelado na organizacio dos pontos dos exames

A NOCAO DE

Seja R? o espaco euclideano a trés dimensdes reais.
Recordemos a nocao de limite de uma sucessdo de pontos
de R3. Seja py,p2, - Pu, - uma tal sucessdo; diz-se que
ela tem por limite o ponto p quando a distancia de p a 2, tende
para zero quando #» aumenta indefinidamente.

Seja 4 um conjunto de pontos de R*. Como se sabe,
diz-se que p € ponto de acumulacdo de A, se A conteém, pelo
menos, uma sucessdo de pontos p,=p que tem por limite o
ponto 2.

A nocdo de limite de uma sucessio pode definir-se para
sucessdes de rectas, curvas, fungdes, superficies, etc. Conside-
remos uma sucessdo de semi-rectas #, que tenham por ori-

de aptidio, nem sempre esti de acordo com o critério
que preside & elaboraciio dos pontos dos exames de saida
dos Liceus, critério @ste que, necessariamente, tem enorme
influéneia na orientacio do ensino liceal.

Pois bem, Gazeta de Matematica procedera a publica-
c¢iio dos pontos de matematica saidos nos exames de apti-
dio das vérias Escolas, dari os esclarecimentos necessa-
rios para a sua resoluciio e assim contribuird para orientar
os candidatos.

Em cada ndamero publicar-se-4 também um artigo
de carjeter didactico, sobre um assunto de matemdticas
elementares ou superiores. ;

* *

As pessoas que assumem o encargo duma publicacio
desta natureza sabem que ela vingara e tera condicdes
de vida apenas na medida em que consiga interessar a
massa dos estudantes a que se dirige ; mas, para que ésse
interésse seja mais acentuado, ela necessita da colabora-
cio dos seus leitores. Para isso, cada nimero conterd
algumas questoes propostas para os leitores resolverem.
Nos ntimeros seguintes seriio publicadas, com indicacio
dos nomes dos autores, as melhores solucdes recebidas.

E assim, com a colaboracio de todos, redactores e
leitores, Gazeta de Matemdatica constituira um organismo
vivo, um instrumento eficiente de trabalho e, a0 mesmo
tempo, um Amigo, animado do desejo de bem servir.
Tste é, acima de todos, o seu objectivo fundamental.

CONTINGENTE

gem um ponto fixo p (r,=pp,). Diremos que esta suces-
sdo tem por limite uma semi-recta'# (de origem ) se o angulo
das semi-rectas » e 7, tende para zero quando » aumenta
indefinidamente. (Chamamos aqui angulo de duas semi-rectas
com a mesma origem, ao menor dos dois angulos que essas
duas semi-rectas determinam). De modo anilogo ao ante-
rior se podia agora definir a semi-recta de acumulacdo de um
conjunto qualquer de semi-rectas (com a mesma origem).
Estas nocdes que acabamos de recordar sdo indispensa-
veis para definir a no¢do de semi-tangente a um conjunto 4
num dos seus pontos de acumulacdo. Seja p wn ponto de
acumulacdo de A; diremos que a semi-vecta pq ¢ uma

———
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semi-tangente @ A no ponto p Se existiy uma SucessAo
DisyPay vy Puy e de pontos de A (sendo p,==p) lal que a
sucess@o de semi-yectas ppy,pps, -y Pbu,y -+ tenha por limite
a semi-recta pg. Ao conjunto de todas as semi-tangentes a
um conjunto 4 no mesmo ponto p, dia-se o nome de con-
tingente de A no ponto p. Esta designacdo é devida ao mate-
maitico francés Bouligand!. Se o contingente de 4 no poato
2 se reduz a uma recta » diz-se que 7 & langente ao conjunto
A no ponto p. Se o contingente de 4 no ponto p contém
todas as semi-rectas de um plano que passa por p, e so
essas, diz-se que ésse plano é tangente a A4 no ponto p.
A mnocdo de contingente contém como casos particulares as
no¢oes de tangente a uma curva (plana ou torsa) e de plano
tangente a uma superficie.

E possivel definir para um conjunto de pontos de R¥,
nog¢oes que generalizam as nocdes de plano osculador, circulo
osculador, etc. Pode, portanto, estudar-se a geometria infini-
tesimal independentemente da teoria das funcoes.

A éste novo capitulo da matematica deu Bouligand o
nome de Geometria Infinitesimal Directa, que pode conside-
rar-se como uma ciéncia em plena formacao. O seu apareci-
mento era indispensavel. De ha muito que se reconhecera a
complicacdo que os métodos da Geometria Analitica traziam

! Bouligand — Introduction a la Géométrie Infinitésimale Directe.

C.O L AB

A Gaszeta de Matemdtica pede aos Professores e Assisten-
tes das cadeiras de Matematica das Escolas Superiores de
Lisboa, Porto e Coimbra que colaborem com a Gaseta facul-
tando-lhe os pontos de exames, das suas cadeiras, com a indi-
cacdo dos respectivos resultados, sempre que for possivel.

para a resolucdo de certos problemas. Todos os estudantes
conhecem as complicagdes que podem aparecer na resolucao
de certos problemas de geometria por métodos analiticos,
quando ndo se escolhem convenientemente os eixos coordena-
dos. Os eixos mais convenientes sdo aquéles que conduzem a
calculos mais simples, o que depende evidentemente do pro-
blema a resolver. E como ndo se conhecem regras gerais para
a escolha dos eixos mais convenientes essa escolha constitue
um dos misteriosos quebra-cabegas da Geometria Analitica.
Para estudar, por exemplo, as propriedades de um triangulo,
umas vezes convém escolher para eixos coordenados dois dos
seus lados, outras vezes convém escolher a recta que contém
um dos lados e a perpendicular no ponto médio, etc. No estudo
das curvas torsas, o sistema de eixos mais conveniente pode
mesmo variar de ponto para ponto (triedro de Frenet-Serret).
Todas estas circunstancias deixam perplexo o estudante des-
prevenido, perante os laboriosos calculos que tém, as vezes,
que fazer para demonstrar uma propriedade simples da
Geometria Elementar, pelos métodos da Geometria Analitica.
Compreende-se assim a importancia da Geometria Infinité-
simal Directa em que ndo existem eixos que compliquem a
resolucao dos problemas, nem hipéteses de continuidade sobre
as funcGes (ou sobre as suas derivadas) que mascarem com-
pletamente a natureza geométrica das questdes a estudar.

ANTONIO MONTEIRO

RACAO

As respostas 2s questdes propostas deverdo ser enviadas
a: Gaszsela de Matemdtica, Faculdade de Ciéncias, Rua da
Escola Politécnica — Lisboa.

A Gaseta sera enviada gratuitamente aos colaboradores
permanentes.

“PREMIO NACIONAL DOUTOR FRANCISCO GOMES TEIXEIRA,,

Transcrevemos duma portaria do Ministério da Educa-
¢do Nacional publicada no inicio do presente ano lectivo o
seguinte:

«a) E criado o «Prémio Nacional Doutor Francisco Gomes
Teixeira», em homenagem ao insigne matematico contempo-
raneo, cuja obra didactica e de investigacdo contribuiu pode-
rosamente para o progresso das ciéncias exactas em Portu-
gal, e cujas virtudes civicas ficaram como modélo perene
de bondade e amor pétrio, o qual se destina a galardoar,
mediante concurso, o melhor trabalho de matematicas puras
elaborado em cada ano lectivo por um aluno de qualquer

estabelecimento de ensino universitirio em que sejam pro-
fessadas;

b) O prémio da importancia de 2.500%00, serd anualmente
concedido por proposta de um juri constituido pelo presi-
dente da Junta Nacional da Educacdo e por dois professores
de cada Faculdade de Ciéncias, sob a presidéncia do primeiro:

¢) Os directores das trés I'aculdades, ouvidos os res-
pectivos Conselhos, elaborardo, no prazo de noventa dias,
para serem superiormente aprovadas, as normas técnicas e
regulamentares a que hdo-de obedecer o trabalho e o con-
curso a realizar j4 no corrente ano lectivos.

EXAMES DE ADMISSAO AS ESCOLAS SUPERIORES |

Pontos modelos publicados no'«Diario do Govérno» (n.° 114) —
I série de 18 de Maio de 1939

Cursos da Faculdade de Engenharia da Universidade
do Porto

1— Um pai tem 27 anos e o seu filho 3. Quantos anos
serdo precisos para que o filho tenha 1/4 da idade do pai ?
Havera lugar para a discussdo a formar? Justifique a res-

posta. R: Representando por x o mimero de anos que sdo preci-

S0s, vem % @7} x)=38-+x donde x=5.

2 — Ache a expressdo do desenvolvimento de

A+a)"+(1—ay.

3 — Determine s, de maneira que a soma dos quadrados




GAZETA DE MATEMATICA

(U4}

das raizes da equacdo: «&2-}-(m—2)x —(m-}-3)=0 seja
igual a um ndmero #. A que se reduzem as raizes ?

L 1FVEK—94V8 L ktayk—79
S : :

R: m=1+Vk—9

4 — Calcule por logaritmos a superficie e o volume dum
cilindro regular com 0,18643 m de altura e 0,09325 m de raio
da base. R: S=0m%16408 V = 0m3,00506 .

5 — Demonstre que: tg(a-}-8).tg(@ —b)=

sen’a —sen® b
cos?a — cos® b

6 — Pelo método do problema contrario trace uma recta
que seja cortada pelos trés raios de um feixe de semi-rectas
dado, segundo dois segmentos de comprimentos também dados.

7 — Que é necessario para que o produto de dois nt-
meros fracciondrios irredutiveis seja um nimero inteiro?
R: E necessdario que o numerador de cada uma das fraccoes
seja multiplo do denominador da outra.

" Curso de habilitagdo para professores de desenho
dos liceus

8 — Forme a equagao do segundo grau cujas raizes sao os
valores de & e y que se obtém resolvendo o sistema
XA -

o
et bt
3

V — -

R: 6x*—5x+1=0.

X
\

1
6

9 —a) Defina o limite de uma sucessdo. §) E possivel
a desigualdade 3x—a>—10>0 ? Justifique a resposta.
R: &) Nao, porque o descriminante e o coeficiente de X* sdo ambos
negativos.

10 — Calcule por logaritmos a area do triangulo isésceles
sabendo que a altura € 102,27 m e que o angulo da base mede
520 48' 341,

11 —Escreva a expressao geral dos angulos que verificam

a igualdade cosa= st . R: oa—=Rkxw _—_I—_% :

5 (radianos)

12 — Calcule o volume de um cilindro de revolugao de
raio 3m sabendo que a altura é o dobro do lado do qua-

drado inscrito na base. R: v=¥5dr{/2m?’

i3 — @) Quanto mede em radianos o angulo externo de

um hexagono regular? R: e b) Enuncie o teorema das

trés perpendiculares.

14 — Qual é a condicdo necessaria e suficiente para que
um numero primo divida um produto? R: Que divida um
dos factores do produto.

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro geodgrafo

15 — Determine # de modo que a equacdo
(@a—0bPa?+2(a*—b)x+n=0
n = (a-}b)2.

tenha raizes iguais. R:

16 —a) Que relacio ha entre log,16 e log,167
R: log,16=2log,16. &) Quando se diz que a funcado
¥ = f(x) €& continua no ponto x,?

17 — Calcule por logaritmos a area de um triangulo rec-
tangulo em que a hipotenusa tem de comprimento 94m,623 e
um dos angulos mede 26° 49' 51/,

cotga

tga -} cotga=—5—-
g rtie cos® a

18 — a) Verifique que b) Escre-

va as expressoes gerais dos angulos que tém o mesmo
coseno que o angulo 2. R: x=2nw-oa, onde n é um
numero inteiro.

19 — Verifique que a area de uma coroa circular é igual
ao produto do perimetro da circunferéncia exterior pela dife-
renca do raio das duas circunferéncias, subtraido (o produto)
da area do circulo cujo raio é a.diferenga dos raios das duas
circunferéncias,

20 — Que relacdo ha entre o maximo divisor comum
de dois numeros @ € 4 € o maximo divisor comum de
dois ntmeros ac e bc? Justifique a resposta recor-
rendo ao método da decomposicdo em factores primos.
R:Se M=mwm.d.c.(a,b) é: Mc=m.d.c. (ac,bc).

(Pontos modelos publicados no «Didrio do Govérnos n. 132, 2.2 série,
de 8 de Junho de 1939)

Instituto Superior Técnico

* 21 —Porque é que ¢ <0 ¢é condicdo suficiente mas nao
necessaria para que as raizes da equagdo aa’-bx-|-¢=0
sejam reais ? Determinar os coeficientes 4 e ¢ de forma que

1

2

for a>0) porque o descriminante, A, ¢, neste caso, posi-
tivo; mas nio é necessdria porque, sendo ¢ >0, A pode, ainda,
ser positivo. Somos condusidos a equagdo 2x*—5x —3=0
e portanto b=—5

asraizessejam 3 e R: 4 condi¢do ¢ suficiente (se

¢ c=—3.

22 — Possuem-se duas qualidades de carvao de composi-
cdo desconhecida. Se as reiinirmos na propor¢ao de 1:3
obtemos um lote com 15 por cento de cinzas ; se as reiinirmos
na proporcio de 3:2 obtemos um lote com 11 por cento de
cinzas. Qual é a percentagem de cinzas em cada um dos car-
voes existentes? R: Se representarmos por X e y as percen-
tagens de cinzas dos dois carvoes serd

xI 8y =15

Seoln; cpp BRREE i Uy, ST Pl

23 — Dado um triangulo rectangulo de hipotenusa 2& e
: ; a .
de altura correspondente a hipotenusa iguala -, determinar

a posicio de um ponto sobre a hipotenusa tal que, tirando
por éle uma recta perpendicular a éste lado, o triangulo fique
dividido em duas figuras de 4reas iguais. R: Uma das duas
figuras da decomposi¢do ¢ um triangulo rectangulo com o
vértice do angulo recto no maior segmento da hipotenusa de-

-
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terminado pelo pé da altura. Seja x o cateto désse triangulo
que pertence a hipotenusa do triangulo dado. A expressio ana-
litica que indica que a drea dum dos triangulos é dupla da
do outro ¢ [visto a ras@o de semelhanga dos dois triangulos ser

i Lo S RN Joiide
R eV e v3
“aVe V3

V2

24 — Dada um circunferéncia de raio R, determinar a
distancia a que devem passar do centro duas cordas parale-
las e simétricas para que a area do paralelogramo formado
sobre elas seja igual a metade da area do circulo. R: Os ou-
tros dois lados do paralelogramo também sdo cordas paralelas e
simétricas. 4 equagdo a que se chega é 64x'—64R*x2-}-m2R*=0
se for x a distancia referida. E encontram-se duas solucoes
corvespondentes aos dois pares de cordas paralelas e simétricas

il V At YTo—=,
8

25 — A distancia entre as arestas opostas dum tetraedro
é d. Calcular os volumes em que éste tetraedro é dividido
por um plano paralelo a uma das faces, passando a metade
da altura, R: 4 aresta do tetracdro é d {/2; a drea de uma
3

T

X

¢ 0 V0-

face é, pois, A altura do tetraedro é E%—

3
lume %- - O wvolume do tetraedro que se obteve pela decompo-
S ends 2y 3 7d?
si¢do indicada ¢ 51 ¢° volume do solido restante o5

Instituto Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras

26 — a) Diga como resolve desigualdades do 2°¢ grau e
em que propriedades se baseia essa resolucao. &) Resolva a

2 252w 4-1
desigualdade —o— > 2.

R: Ha queresolver X__,ai '_3 >0. Ads solugbes sdo
1i=—4/13 7 14 (/13
R e S e L

27 —a) Diga o que entende por proporcionalidade de
grandezas; dé exemplos geométricos de grandezas directa e
inversaments proporcionais. &) Resolva o seguinte pro-
blema : determinar dois nimeros tais que a sua diferenca, a
sua soma e o seu produto sejam directamente proporcionais,
por esta ordem, aos numeros 2, 3,5. R: Os numeros sdo10e 2.

28 —a) Defina figuras semelhantes e diga que casos
conhece de semelhanca de triangulos. &) Resolva o seguinte
problema: Seja um triangulo rectangulo AOC de catetos
AO=a e OC=0. Prolonguem-se o cateto 40 até D e a
hipotenusa 4C até I, sendo D e F dois pontos situados
no semi-plano determinado pela recta OC que ndo contém
o ponto 4, de modo que D e F _estejam numa mesma
perpendicular a 40 . Determinar x = OD de modo que a
area do trapézio ODFC seja igual & area do triangulo 40C.
(Nota — O enunciado deste problema tem, aqui, uma forma
que difere da do original. Esta inclue uma gravura que
fomos obrigados a dispensar). R: E-se condusido @ equacao

2
%?.sz—}—%b—(g) e a solugdo ¢ x:a(‘/-2-—1).

20 — E dada uma esfera C de centro O e raio conhe-
cido 7; Seja S a sua area. Sobre um diametro AB, tome-se
um ponto M e faca-se OM —=x. Com AM e MB como dia-
metros, tracem-se duas novas esferas C; e C,. Determinar x

de modo que a soma das areas de C; e C, seja 2 S (n,in-
n

teiro e positivo). Discutir a solu¢do mostrando quais sdo os
valores possiveis de #. R: E-se condusido a equagio

4ry? A : 5
m(r+xP4-n(@—x)P= 5 que so tem rvaises veais para

n=0 e n=1. O unico caso de interésse é o de n=1 a que

corvesponde a solugdio =x — % 5
30 —E dado um triangulo isésceles de base I e altura %;
divida-se a altura em # partes iguais e pelos pontos de divi-

sdo tirem-se paralelas & base. Determinar a soma dos com-
primentos dos segmentos dessas paralelas limitados pelos

n—{—l1
&l

lados do triangulo. R: 4 soma pedida é

Instituto Superior de Agronomia

31 — Pondo em equacdo o problema: «Circunscrever a
uma esfera de raio R um cone de revolucdo cuja superficie
total seja igual a =Rm », acha-se, pararesolvé-lo, a equagio
X2 L Q@RR—m)X 4+ R(m-+R)=0 em que X mede a distan-
cia do centro da esfera ao vértice do cone e o parametro m
é um certo mualtiplo de K. Verifique entdo: 1) Qual a condi-
¢do necessaria e suficiente para que o problema seja possi-
vel; 2) Que éste ndo pode ter uma solucdo tinica; 3) Qual o
valor a atribuir a s para que a superficie total do cone seja-
dupla da superficie da esfera néle inscrita. Comecara por
definir o que € que se entende por condicdo necessiria e por
condi¢do suficiente. R: m>8R,

32 — Dada a demonstracdo do teorema: «Num circulo a
maior das cordas é o diametro»: Interpretar as sucessivas

relaces conducentes & demonstracdo (que sera escrita no
quadro negro, em seguida a extraccdo do ponto); Justificar
cada uma das mesmas relacdes. Dizer: 1) Qual foi o método
seguido na demonstracdo; 2) Em que consiste ésse método;
3) A que outros métodos, dedutivos ou demonstrativos, se

recorre nas matematicas.

33 — Como é que se pode tornar calculavel por logari-
tmos uma soma ou diferenca de dois senos ou duas tangentes
trigonométricas ? Aplique o processo a uma das expressoes:
sen 36012/ 27/ {-sen 122015/ 10", 6; tang 1380 125! - tang 120
45'16'",8; limitando-se porém, a fazer os célculos apenas
quanto a uma das quatro operacdes indicadas,

34 — Ache dois nimeros que tenham 9 divisores comuns
e tais que um déles seja raiz quadrada do outro. Escreva
todos os divisores de cada um désses niimeros. Diga que par-
ticularidade oferece o problema, justificando a resposta.
R: Os dois mimeros sdo da forma p* ¢ p'® ou p>q® e p'qt,
onde p ¢ q s@o numeros primos quaisquer.

35 — Mostre que a equacio i‘/x+2 = |/2x+4 embora
tenha uma raiz dupla e outra simples — facilmente se resolve
por um artificio de calculo, comecando por elevar ambos os
seus membros 2 6.2 poténcia. Verifique as solugdes achadas.

=)

R: 4 rais dupla é —2 e araiz simples s
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ALGEBRA SUPERIOR E MATEMATICAS GERAIS

Faculdade de Ciéncias de Lishoa
(1.° exame de freqiiéncia de Algebra Superior 1938-39)

I

36 — a) Defina divisdo de nimeros complexos e indique,
justificando-a, a representacdo geométrica de tal operacio.
0) Defina limite de uma varidvel e enuncie as propriedades
que dizem respeito a noc¢do de limite. ¢) Defina funcdes homo-
géneas e enuncie o teorema de Euler que lhes respeita. @) In-
dique em que conmsiste o problema da transformacido das
equacgdes algébricas e defina transformacdo homografica.
¢) Defina equagao reciproca, enuncie as condicdes a que
devem satisfazer os coeficientes de uma tal equacio e indique
como se procede ao abaixamento do seu grau.

37 — Sabendo que as raizes da equacio
%% 4254 — 5y —6 =0, verificam as relagées o o, =1 e
ag9-f-o3=—1, determine os valoresde o, 2, € o3, R:a—=—1,
Op =20 i0n—"—3.,

38 — Calcule a derivada de primeira ordem-da funcio y
definida pela equacdo %z
sen xy tg x Xy
it S e o ()6
e [cos (x — »)] ! ll—}—x" 0

39 — Determine os maximos e os minimos da funcéo

1R0OE S g el

y=2tgx—tg’x, i i

condusindo, ambos,
ao maximo y =1,
II

40 —a) Defina niimeros complexos conjugados e enun-
cie as propriedades que lhes respeitam. 4) Defina funcio con-
tinua num ponto no caso de uma s6 variavel independente e

_enuncie os teoremas que respeitam a tais funcdes. ¢) Escreva
as formulas de Taylor e de Maclaurin para as funcdes intei-
ras de uma s6 variavel independente. @) Indique a condicio
necessaria e suficiente para a divisibilidade de um polinémio
inteiro em x por ¥—o. e enuncie a regra de Ruffini. ¢) Indique
em que consiste o problema da separacido das raizes de uma
equacdo algébrica e enuncie os teoremas de Rolle e de Des-
cartes.

T i e e

; 3’ (14-24)

R:|z|:8,argz:—:<-1%—{~2k> k:O,1,2,3.

41 — Calcule os valores de &—

42 — Aplique a férmula de Leibnitz a determma(;ao da
derivada de 4.2 ordem da funcio y =a*+!./lx.

43 — Calcule 7Zim x(lx)*. R:lim x(Ix)2=0
=0 x=0

Instituto Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras
(Exame de fregiiéncia)
4y —2y—3s=1
548yt o=
6) Determinar os valores de & de

z-1 —z-1
RS = el da
@ X 5 y 5

44 — Dado o sistema . a) Determinar

x¥ e y em funcdo de z.

y-’l
modo que seja ==1,
@

b) zi=1y/3, zy=—1iy/3.

45 —Dadas duas fun(;c")es _y (¥) e &(x) satisfazendo as
relacdes 32 s2=1, y°} =1, Y =1 mostrar
que  yy' 436 =0, yyfssll=—1, gyl + &8l =
yyVt eV =1,

46 — Estudar e representar geométricamente a funcio

chnlyp
y—1_i_g
4

47 — Calcular a soma 1-}7-}42-}-..-} 4 (discussdo

conforme os valores de #). R: A4 soma ¢ uma fungdo do
resto da divisdo de n por 4 dada pela tabela de correspondéncia

0—1, 1—>1+4i, 2—i, 3—0.
‘l__'l‘l Z
48 — Dada a equacgio Tx(-_l%c?_—i_—)ﬁ:k, determinar %2 de

modo que a equac@o se reduza a forma 2" — 4 =0 e resol-

vé-la, nessa hipotese.

R: Para k=—2 vem x"—lz—1—~:0 cujas raises sao

1

X—+\/ ey

Para k=1 vem x*—

cu]as raises s@o

2-+k

o=

T V2 tk
~Instituto Superior Técnico
(Mat. Gerais, 1.° exame de freqiiéncia — 1938-39)
I

B T e v
49 — Achar a derivada de: y = \/M '

log ¢/ (tg )
9x2—6x-|1

50 — Estudar a fungdo: y = -
x

tacdo geomeétrica.

Represen-

51 — Sendo thx = 0,75, calcular x com 4 casas decimais.
52 — Provar que a série 3#? <1—cos %) ¢é divergente

para todos os valores de x diferentes de 0.

5 1I
53 — Mostrar que todas as raizes da equacdo
AN s TPt :
—=cos —-}-7sen— sdo reais.
<1 g m> ki g i

54 — Calcular o triangulo isésceles de area méaxima que
podé ser cortado numa folha semi-circular, supondo que a
base é paralela ao diametro do semi-circulo, € o vértice esta
no centro.

55 —Calcular j—yv sendo 107} y7.sen {/a2 |- y2-}- y19r—0,
dx

1

56 — Calcular o verdadeiro valor de y = % ‘ para x=+0.

Outros exercicios
57 — De uma f6lha metalica, com forma circular, é supri-
mido um sector de modo que a parte restante da folha pode
formar um recipiente cénico. Calcular o angulo que deve ter
essa parte restante para que o recipiente tenha a capacidade
méaxima. R : Represente-se por r o raio do circulo dado e por x o
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niimero de radianos do angulo a calculay, Como o comprimento
do arco de circunferéncia que permanece depois da supressio ¢

2 JEATX ;
X, o raio da base do cone ¢ 5 E o problema é, agora, o da

determinagdo do mimero que dd para a fungdio
3

22 s T
V(x)zéﬁ%\/ﬂ_%. (volume do cone)

um minimo. Encontra-se que o angulo pedido é \/g = radianos.
58 — Determine » de modo que 2 -7 verifique a equacio

61 2

S —28?24+5—72=0. R: ra=—-1| "1

% s 25 " 95
59 —Resolver sens —=0. R:Hd que resolver a equacio
elz__ e-iz )
=0, ou e%Z—1 dondesctiva z—k= , Sendo k

2i
um numero inteiro.
60 — Sendo » uma fungdo de x definida pela equacio

4

1es
mostrar que é y”:gx Sy

e
3

A% ¥ =1,

61 — Dado um segmento rectilineo 4B e uma recta X'.X,
perpendicular ao segmento e passando pelo ponto O do seu
prolongamento, determinar o ponto P de X'X do qual o
segmento AB € visto sob o angulo méaximo. Determinacio

graficade P, (04 =a; OB=10; a>b). R:Seja OP—x

¢ o @ varidvel vepresentativa da medida do angulo sob o qual o
segmento AB é visto dum ponto qualquer de X'X. Nota-se fa-
cilmente que tgo— < ide. —b~> : (1 - 2) E o problema,éagora,
s g
o da determinacdo do valoy que dé um mdaximo para a fungdo
(a—b)x
b -} x2

deve ser tal que OP ¢ a média geométricade a ¢ b.

¢ (X) = arctg Encontra-se que o ponto P de XX/

62 — Verificar a identidade tg & = cotg & — 2 cotg2x e
utilisd-la no calculo da soma da série convergente

w5 g+ (53)
63 — Resolver a equacdo (s--7)'—(5—7)" =0, mos-
trando que todas as raizes sdo reais. s
64 — Demonstrar que se a série v, é convergente, tam-

’ = 2 3
bém a série X" ¢ convergente.

%y

65 — Averigue se hd polinomios inteiros em x que satis-
facam a equacao

d . d*y
Y+ @x—1)y'—4y=0 <y’+ Yy oyi= J>'

71’;7 ds
R: Suponha-se que um polinomio de grau n satisfas esta

equacio e ver-se-d que o coeficiente de x" ¢ nulo. A resposta é,
pois, negativa.

CALCULO DAS PROBABILIDADES S

F. C. L. (I.> exame de freqiiéncia, 2.2 Chamada 8 Fev. 1939)

66-—a) No problema das provas repetidas como define
desvio médio quadratico do nimero de vezes que o aconteci-
mento se realiza em # provas ? Como define desvio provivel
e desvio médio absolute ? Indique algumas relacées entre
estes desvios. 4) Quais s@o as expressdes exactas da proba-
bilidade de que o acontecimento se realize 7 vezes e de que
o desyio tenha o valor 1?2,

(67— a) Defina curvas de probabilidade e indique as suas
principais propriedades. ) Enuncie os teoremas de Tche-
bycheff e de Bernoulli. "

MECANICA

F. C. L. (I.° exame de freqiiéncia de 1938-39)

70 — Cdlculo vectorial : 1) Defina produto mixto de trés
vectores e diga quais as suas propriedades. 2) Defina mo-
mento axial e momento polar de um vector aplicado. 3) De-
fina fluxo elementar de 1 vector. 4) Escreva a expressio
vectorial do centro de um sistema de vectores paralelos e
indique o significado das letras.

71 — Cinemdtica: 1) Escreva as componentes tangencial
e centripeta da aceleracdo dum ponto mével. 2) O que en-
tende por movimentos de aceleragdo constante? Quais as
trajectoérias déstes movimentos? 3) Defina movimento cen-
tral e enuncie as suas propriedades.

72 —Umsistema é constituido pelos vectores: (4;,2e,),
(4,,3e), (4;,—4e;) sendo as coordenadas dos pontos de
aplicacdo 4,(0,0,0) 4,(0,2,0) A4;(,1.1); determinar
o centro do sistema e a equacio do seu eixo central.

68 — Calcule a probabilidade de obter duas vezes e s6
duas vezes a sena, quando se lancam sobre uma mesa 4 dados.
Descreva o raciocinio que féz. R: Probabilidade de obter a
sena em dois dados préviameute fixados, e, s6 neles :

Sy (5\ . Bxchabilitnde sidirs- 2 1) (5\*_ 25
<G 6> robabilidade pedida : K2> 6, <\6 216
69 — Qual ¢ o numero de vezes que se deve lancar uma
moeda ao ar para que seja 1/2 a probabilidade de aparecer
um desvio relativo em valor absoluto menor que 0 ,02? Des-
creva o raciocinio que féz. \

RACIONAL AR
[\ = - ‘,L——A i

73 — Um ponto material mov!-‘s'e de formaque as com-
ponentes da sua aceleracdo segundo dois eixos coordenados

rectangulares sdo /=y, y''——_sen#. Determinar as
equacdes do movimento e a equacgao da trajectéria sabendo-se
que para =0 é: x=2, a'=—1, y=0, yl=1,

Escola Naval (1.° exame de fregiiéncia — 1939)

74— Um ponto move-se segundo uma recta com a se-
guinte lei dos espagos s=#3f/1-2. Determine o ins-
tante em que a velocidade e a aceleracdo tém o mesmo valor
€ os valores médios da velocidade e da aceleracdo no inter-
yalot -1 Fasufe—cs

75 — Um ponto percorre uma circunferéncia de 2m de
raio com a velocidade linear » =4 m/s. Determine o niime-
ro de voltas por minuto e a aceleracdo centripeta.

e —— e e et e

i
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S GEOME

v

TRIA
F. C. L. (Exame de fre‘qiiéncia)

1.2 Chamada — 8 de Fev. de 1939

76 — a) Razdo dupla de 4 elementos de uma forma de
1.% espécie; defini¢do, propriedades, valores principais e suas
relacdes. §) Feixes harmonicos; definicoes e suas proprieda-
des. ¢) Coordenadas projectivas nas formas de 1.2 espécie ;
definicdo e transformacio de coordenadas. d) Involucdo nas
formas de 1.2 espécie; definicdo. Ponto central e norma da
involucdo; definicbes e sua determinacdo analitica. ¢) Gera-
¢ao projectiva das conicas e propriedades que dela derivam.

77 — Dados dois raios @ e b de um feixe de centro proprio,
determine graficamente o raio ¢ tal que seja (@bec) = —3/2.
Justifique a construcdo empregada.

78 — Determine a equagdo da projectividade entre duas
pontuais sobrepostas # e #!, sendo conhecidas as abscissas
2 e 6 dos seus pontos limites 7 e J/, respectivamente, € 3 e 5
as de dois pontos homdlogos A e A/, respectivamente, e cal-
cule as abscissas dos seus pontos unidos. R: A equacdo ¢
xx! —6x —2x! 118 =0 ¢ as abscissas dos pontos unidos sio

44- /3 ¢ 4—{/3.
79 — Determine graficamente os pontos de intersecgdo de

uma recta dada » com uma cénica definida por cinco pontos
B C D RETE “Justifique a constru¢io empregada.

PROJECTIVA <

SRS ——

2.2 Chamada (10 de Fev. de 1939)

80— a) Razdes simples de pontos e de raios; definicoes
e sua relacdo. &) Pontuais harménicas ; definicdo e suas pro-
priedades. ¢) Coordenadas projectivas homogéneas nas for-
mas de 1.2 espécie ; definicdo e significado geométrico. Coorde-
nadas dos elementos fundamentais. ) Formas projectivas;
definicoes e propriedades. ¢) Teorema de Desargues sobre
as conicas e seus casos limites.

81 — Sendo dados, sdobre uma pontual, trés pontos 4, B
e Ctaisque AB--3BC—=—0, determine graficamente o
ponto D de modo que seja (4BCD) = — 1. Justifique a cons-
trucdo empregada.

82 — Determine a equacio da involucdo sobre uma pon-
tual, sendo conhecidas as abscissas —9 do ponto central
e +1 e —1 de dois pontos homélogos, e calcule as abs-
cissas dos pontos unidos dessa involugdo. R: A equagdo ¢ :
xx! +-9(x+x)-+1=0 e as abscissas dos pontos unidos sio

—9+4y8 ¢ —(9-+/80)

83 — Definida uma cénica por cinco tangentes a,b,c,d e ¢
determine graficamente uma outra tangente 2 mesma cénica
e o ponto de contacto da tangente &. Justifique a construcio
empregada.

~CALCULO: INFINITESIMAL

F. C. L. (I.°c Exame de freqiiéncia 1938-39)

I

84 — a) Defina séries inteiras e enuncie o teorema de
Abel. Defina convergéncia uniforme. b) Poténcia de um con-
junto. Conjuntos com a poténcia do continuo; definicdo e pro-
priedades. ¢) Defina infinitamente pequenos equivalentes e
enuncie os teoremas sobre a substitnicdo dos infinitamente
pequenos. d) Critérios deintegrabilidade. Funcoes integraveis;
definicdo e propriedades. ¢) Determinante funcional ; defini-
Gao e aplicagdes as fungdes compostas e as funcdes inversas.
v;.'85’;.}— Determine o ntimero a que corresponde a fraccio
continua [2(3,1,1)], R: 2>+ VIT

86 — Determine x de forma que sejam coplanares os
vectores
u=xe —2e,-+e v=2e-e,—3e w=e —2e}2e,.
R: O anulamento do produto mixto é uma condicdo suficiente

e 9
(e necessdria) que conduz @ x — e

87 — Detinidas as funcGes v e v de x e y pelo sistema
(vly —e' a3 =0 ; )2
calcule

? uy — 2y =9

ta-se o logaritmo neperiano).

>
(Nota. Por I represen-

1

88 — @) Critério geral de convergéncia de um produto
infinito, Produtos infinitos absolutamente convergentes ; defi-
nicdo e propriedades. &) Medida dos conjuntos. Conjuntos

mensuraveis. ¢) Vectores colineares e vectores coplanares;
defini¢Ges e propriedades. @) Funcio continua num conjunto.
Continuidade uniforme. Teorema de Cantor. ¢) Enuncie o
segundo teorema sobre a existéncia e derivabilidade das fun-
¢Oes implicitas,

8% -— Determine o caricter da série

1 1 1

= E e
3.4Jr [3.4.5.6'

N i :
 (a+1)(n+2) m+3)nf4)

rio de Duhamel-Raabe mostra que a série é convergente,
i
90 - Dados os vectores u==2e,—e,-3e, v=xe 1ye,

coni'a origem comum O, determine x e y de forma que o
paralelogramo construido sobre u e v seja rectangulo e tenha
uma 4rea iguala {/70. R: Para que o paralelogramo seja
rectangulo tém de ser perpendiculares entre si os vectores u e v,
isto ¢, tem de ser nulo o seu produto interno,; para que a drea
do paralelogramo seja igual @ \/70 deve ser éste 0 médulo do

vector produto externo. Portanto x—=—+1 ¢ y=-+2.

1ro;, e Sodb -

R: Termo geral u, 0 crité-

91 — Definida a funcdo & de v e y por = :uv-}—% v

sendo #=x>—3* p=ay e w=e¢", calcule

Xy
I. S. C. E. F. (I.° Exame de freqiiéncia de Matematicas
Superiores, 12 de Jan. de 1939)
92 — As fungdes
y=2x*+3x}1, y,==
sdo linearmente dependentes ?

x"‘2y .y:ilexﬂ—ly

pe

A —
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93 — Determine os méaximos e minimos da funcao

= sen x -|-sen y -}- sen (¥ -|- 3).
xy+uw=1
94 — O sistema { x|y determina # e v como

Ry T
2 2
funcGes de x e y. Calcule -b—u H
da? d y2

2.2 Chamada 19 de Jan. de 1939)

95 — Achar os maximos e minimos da funcdo implicita
» de x definida pela equacdo cos (y —x)—2sen y —cosx=0.

96 — Mudar a variavel independente na equacio

(x——x)zx{ (1~—3x'—‘)%—xy:0 sendo x= y1—#°

{Rs a5 de
97— Sendo 2x%x7 | log sen ‘/—ljiﬂ‘—3sen Vy =0

by
2e
dy?

I. 8. T. (1.° Exame de freqiiéncia 1938-1939)

calcular e e
Oy

) e
98 — Calcular o integral /md
2 - pa—1

99 — Estudar a convergéncia do integral f

dx
ol—x

para valores convenientes de a.

2

&
x"—2(cos y)*+ VY arc sen — =0
100—Dado o sistema o

‘ x*log v +tang —l—y - =¢"

calcular iz Q .
dx dx

101 —Determinar os méaximos e minimos da funcdo
=5x+3y sendo 4seny —3cosy=0.

GEGDESIA
F. C. L. (Exame de fregiiéncia de 1938-39)

102 — a) Defina o geoide e a intensidade da gravidade num
ponto. &) Indique a significacdo que se deve dar ao «compri-
mento de um fio de invar» indicado no certificado do constru-
tor. Quais sdo, as correccdes a fazer para atender a inclinacio
da recta que une os extremos do fio ?

103 —a) Quais sdo as condicbes a que deve satisfazer
um teodolito em estagdo para servir na medicdo dos angulos
azimutais ? Como se determina o angulo de inclinacio do eixo
dos munhdes dum teodolito? &) Defina latitude, longitude e
azimutes geodésicos. Como explica a necessidade de calcular
os azimutes geodésicos dos lados dos triangulos de uma
cadeia.

104 — O mesmo angulo foi determinado por 20 medidas
feitas com um instrumento e 25 feitas com outro, obtendo-se
para valores compensados num e noutro caso 45%,2375 e
4591,2364. Computando-se em 20 e 30/ respectivamente os
erros médios quadraticos duma medida isolada: @) fazer a
compensacao de tdodas as medidas; ) determinar o érro médio
quadratico do valor compensado final.

105 — Para determinar o angulo azimutal de duas direc-
¢oes CA e CB adoptou-se a estagdo excéntrica Z. As leituras

azimutais feitas para 4,C e B foram respectivamente 178° 43
22", 1480 20 10" e 1150 3/ 26/!. Calcular o valor do angulo ACB,
fazendo areducdo das direc¢des ao centro da estagdo, supondo:
1.° .que a gradua¢do do limbo cresce no sentido do movi-
mento dos ponteiros dum relégio; 2.9 que as distancias hori-
zontais C4 e CB sdo respectivamente 20206™1 e 14203m4 ;
3.9 que a dlstanma CE = 3m (8,

( ANALISE SUPERIOR

Faculdade de Ciéncias de Lishoa (1.° ex. freq. 1938-39)

106 — @) Fungdes analiticasnum dominio: Definicdo; teo-

rema das fun¢Ges compostas e teorema das funcdes implici-
tas.
gradsky-Green e formula de Stokes. ¢) Séries trigonométricas:
Definicao; Formulas de Fourier para o intervalo (—=w,+m);
condi¢des a que deve satisfazer uma funcdo para ser suscepti-
vel de tal desenvolvimento. @) Funcdes holomorfas : Defini-
Gao; generalisacdo da série de Taylor para o caso das funcdes
de varidvel imaginaria; desenvolvimento duma funcéo holo-
morfa em térno de um dos seus zeros; teoremas relativos aos
zeros. ¢) Residuo de uma funcido: Definicdo; teorema dos
residuos de Cauchy relativo as funcées meromorfas e sua
aplicagdo ao caso das funcdes uniformes, numa regido limitada
por um contorno simples. -

b) Integrais de superficie : Definicdo ; formula de Ostro-

107—Calcular a area da regido da superficie 52— 24y =0

compreendida pelos planos de equacdes =0, x=1,
y=0"e"Yy—x=0.,

108 — Verificar que a fungdo cot & ¢é periédica de

periodo =, determinar os seus polos e reduzi-la a forma

u(@,9)+iv(x,y).

109—Calcular y*dx — 242 ydy ao longo do arco da
b yay g

elipse x2-1-23>=1 compreendido entre os pontos

A <1/2,%§>

B <‘/§» 1/2> no sentido de 4 para B.
PROBLEMAS PROPOSTOS |

1—Um sohdo ¢ limitado por duas bases nos planos hori-

h :
zontais s&=-—- e &=—_— e por uma superficie tal que

2 2

a area de cada sec¢do dum plano horizontal é dada por uma
expressao da forma:
casos especiais, alguns dos coeficientes podem ser nulos).
Mostrar que o volume do solido é dado pela féormula

V:%h [Bi+B,+4M], onde B, e B, sdo as areas das

a,5°+a, 5>+ a,5-Fa; (onde, como

bases e M ¢ a area da seccdo média horizontal. Mostrar que
as féormulas para o volume dum cone e duma esfera podem
ser incluidas nesta f6rmula, no caso em que a@,=0.

2 — Calcular
Lim il 5) A
a—>0%J 0

3 Fazer o tra(;ado da curva de equagdo

1
(1 sen 2¢)' dt.

y~~m[‘/a+ Va~—7-—‘/aj,m>0 a>0.

4 — Determinar 2» -1 ndameros inteiros consecutivos

tais que a soma dos quadrados dos primeiros #--1 seja
igual 2 soma dos quadrados dos # restantes.

As solugies devem ser recebidas na redaccdo da Gazeta de

Matematica no més de Fevereiro de 19-40.

|




