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Grupos de Isotopia 
por Êlon Lages Limo* 

1. Introdução. 

As transformações que se obtêm defor-
mando continuamente uma figura sem rasgar 
nem colar são homeomorfismos desta figura. 
Mas é evidente que existem homeomorfismos 
(por exemplo, a reflexão num espelho) que 
não podem ser obtidos por meio de uma 
deformação do objecto. Poe-se então o pro-
blema de determinar os homeomorfismos 
(isto ó, transformações biunívocas e bicon-
tínuas) que podem ser obtidos a partir da 
transformação identidade por intermédio de 
uma deformação contínua, sem rasgar nem 
colar. Mais geralmente, dados dois homeo-
morfismos f,g de um objecto X, procura-se 
saber se o homeomorfismo fo( j~ x pode ser 
obtido por deformação. Se tal for o caso, ó 
natural considerar f e (j como equivalentes. 
A composição de homeomorfismos induz entre 
as classes de equivalência assim obtidas uma 
estrutura de grupo, que chamaremos o grupo 
de isotopia de X , e representaremos por 
I(X). 

O grupo de isotopia de um espaço é por-
tanto um invariante algébrico natural e de 
fácil descrição. Todavia ele não tem mere-
cido a atenção dos topólogos. A razão para 
isto pode talvez ser encontrada no facto de 
que os grupos de isotopia não se enquadram 
nos padrOes abstratos e gerais da topologia 
moderna. Por exemplo, um dos aspectos 
peculiares de / ( 3 f ) é que este grupo não 
satisfaz nenhum dos axiomas de EILENUKRG 
O STEEXIÍOD. 

Em [3] calculamos o grupo de isotopia de 
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S2. No presente trabalho, demonstraremos 
os isomorfismo» entre os grupos de isotopia 
de li'1, Sn e Bn+1, Determinaremos também 
a modificação que sofre o grupo de isotopia 
de uma variedade compacta quando dela se 
omite um número finito de pontos. Queremos 
agradecer ao nosso colega M. IIIRSCH por 
muitas discussOes estimulantes. 

2. Definições e notações. 

Indicaremos com Rn o espaço euclideano 
de dimensão ó a recta e R2 o plano. 
O símbolo 0 indica o ponto ( 0 , 0 , - . - ,0) e fí*. 
Com jarj indicaremos a norma de x = (xlt 

, ... ,xn)elt», isto é, = 
B" e Sn-1 representam respectivamente a 
bola de dimensão n e a esfera de dimensão 
n—1 , isto ó, S " = | x e J f f ' t ; j a ; | < l | e 
= [a? e Hn; | x | = 1 j. ü 1 é o intervalo fechado 
[ — 1 , + 1 ] e ÍS° consta dos pontos , + 1 . 
Em geral, Sn~l é a fronteira de Bn . O sím-
bolo I significará o intervalo fechado [0 ,1] , 
O equador de Sn é o conjunto dos seus pon-
tos com última coordenada igual a zero. Tal 
conjunto é evidentemente homeomorfo a Sn~l, 
razão pela qual o indicaremos com Sn-I. 
Representaremos por i/,v (resp. Hs) o hemis-
fério norte (resp. o hemisfério sul) de 3", 
isto ó, o conjunto dos pontos de Sn cuja 
última coordenada é > 0 (resp. < 0 ) . A in-
terseção Hs r> Hg ó o equador Sn~ l . 

Toda aplicação continua f : S"'1—*• S"-1 

estende-se a uma a p l i c a ç ã o contínua 
f : B n ^ > B n que consiste em transformar, por 
mero de uma rotação, o raio de Bn que passa 
por xe iS'1-1 no raio que passa por f(x)eSn~1. 
Mais precisamente, f ó definida pelas fór-
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mulas / ( O ) - 0 , 7 ( y ) = | y j -/(yf \ y \ ) , yj=0 . 

Tem-se fog^fog e, se f é a identidade 
de ,f é a identidade de ü " . Assim, se 
/ ó um hoineo morfismo de S*~l, f é um 
homeomorfismo de Ba. (Diremos sempre 
«homeomorfismo de X» em vez de thomeo-
morfismo de X sobre Xt ) . Chamaremos f 
a extensão radial de f . 

Consideremos Sn~l como o equador de 
Sn . A aplicação (a?i, • • • , a;n , a;n+1) —v (:Ci, 
, • • • , , 0) induz homeomorfismos de HN 

(hemisfério norte de S") e Hs (hemisfério 
sul de Sn) sobre Ba, de modo que podemos 
considerar esses hemisférios como bolas 
«-dimensionais cuja fronteira comum é S"-1. 
Então, dada f : Sn~l —>• Sn~l, temos as exten-
sOes radiais fy: HN —> IIX e f s : Hs —*• IIS . 
As aplicaçOes / iV e f s coincidem com f em 
Sn-1 = lis o IIS e portanto definem nma apli-
cação / : Sn —>- S* (pois S*=>Et/[jSs) que 
chamaremos a suspensão de f . Tem-se 
fog =fog e a suspensão da identidade de 

$ a identidade de S". Em particular, 
se f ó um homeomorfismo de S " - ' , sua sus-
pensão f é um homeomorfismo de S".. 

Dados os espaços topológicos X,Y e as 
aplicaç5es contínuas / , g : X —>Y, uma homo-
topia entre / e g é uma aplicação contínua 
F.XxI-^Y tal que F(x, 0) =f[x) e 
F(x , 1 ) » g(x) para todo xeX. Quando 
existe uma homotopia entre f o g são homo• 
tópicas. A relação « / e g são homotópicas» 
é reflexiva, simétrica e transitiva, donde re-
parte o conjunto das aplicações contínuas de 
1 em 3r. Se 2. 6 outro espaço, se f , g: X-*- Y 
são homotópicas e f ,g': Y—>Z são tam-
bém homotópicas, então f o f , g' o g : X—*-Z 
são homotópicas. Se a aplicação identidade 
i-.X—*• X é homotópica a uma aplicação 
constante X~>peX, então o espaço X 
diz-se contrátil. Por exemplo, F(x, í) = 
= (1 — t)x é uma homotopia entre a aplica-
ção identidade de R" (resp. de Bn) e a 

aplicação constante jRn—v 0 (resp. B" 0 ) . 
Portanto li" e Bn são espaços contrateis. 

Sejam f,g homeomorfismos de um espaço 
X. Uma isotopia entre / e g é uma homo-
topia FiXxI—*• X entre / e g tal que, 
para todo tel, a aplicação Ft :x —F{x, í) 
é um homeomorfismo de X. Se existir uma 
isotopia entre f o g diremos que f e g 
são isotópicos. A relação « / e g são isoto-
picos» é reflexiva, simétrica e transitiva, 
donde divide o conjunto I1(X) de todos os 
homeomorfismos do X em classes de equi-
valência disjuntas, chamadas as classes de 
isotopia de X, Se feJI(X), indicaremos 
com [ / ] a classe de isotopia de f . Se / é 
isotópico a g e f 6 isotópico a g' então 
f o f é isotópico a g o g'. Então pondo 
[ / ] " [í/] = [ / 0 S ] ) e s t a operação é bem defi-
nida e introduz uma estrutura de grupo no 
conjunto I(X) das classes de isotopia de X. 
O grupo I(X) chama-se o grupo de isotopia 
de X . Observemos que a composição de 
homeomorfismos dá ao conjunto II {X) uma 
estrutura de grupo e o conjunto D(X) dos 
homeomorfismos isotópicos à identidade é um 
subgrupo normal de H{X) tal que I(X) = 

3. Exemplos. 

A) Uma rotação de Ra é uma transforma-
ção linear ortogonal cujo determinante é + í . 
Uma rotação r de 7Í"4-1 induz um homeo-
morfismo de S" que indicaremos ainda com 
r e chamaremos uma rotação de S". Como 
exemplo de isotopia, demonstraremos que 
toda rotação de Sn é isotópica à identidade. 
Isto decorre do Lema 3. 1, que será usado 
na secção seguinte. 

LKSIA 3. 1. Seja a uni ponto e r uma 
rotação de S ° . Dada uma curva contínua 

tal que a(0) = a e a ( l ) = r (a ) , 
existe uma isotopia R : S° X I - > S" entre a 
identidade de Sn e a rotação r com as seguin-
tes propriedades: para cada tel o homeo-
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morfismo R, : X --+ R (x , t) é uma rotação de 
S- e Rt (a) — R (a, t) = « ( t ) . 

Demonstração. Uma rotação de tS1 con-
siste simplesmente da multiplicação x —x • r 
por um número complexo r de módulo 1. 
Pondo fí (x , í) => x • <x.{t) obtemos a isotopia 
requerida. Suponhamos n > 1 e o teorema 
verdadeiro para JSb_1 . Tomemos em Rn+1 

uma base ortogonal { « i , - . . ,en + t| tal que 
en + 1 = a . Uma rotação Rt de Sn fica deter-
minada pelas imagens 7?, (e;) dos elementos 
desta base, devendo tais imagens formarem 
uma base ortonormal com a mesma orienta-
ção que a base e f . Pondo Rt(a) = x(t), 
devemos ainda definir oa vectores ortonor-
maís Rt{ei) , • •• , Rt (e„) continuamente em 
função de t, de modo que a base j / f ( {ei ) , 
,•••,-&(«»),«(<)! seja positivamente orien-
tada em relação a \ei, • • • , e„ , a\. Ora, para 
cada tel, o espaço tangente P^fí) à esfera 
S" no ponto « ( í ) é ortogonal a de 
modo que o problema reduz-se a definir, de 
modo contínuo, para cada tel, uma base 
ortonormal j»i ( í ) , *• - , vn (í)j de tal 
que |«i(i), • tWf.(0 i «(01 tenha determi-
nante positivo em relação à base inicial e;. 
Além disso, cada «,(0) deve ser equipolente 
a ej e cada Vj { l ) equipolente a r {ej) , j = 
= 1 , • • • ,n . Existem as projecções estereo-
gráficas pi: A% —*- Rn e pz : Ai —*• Rn , onde 
Ai = 8n — a , Ai — Sn — (— a) . Estas pro-
jeções são homeomorfismos sobre Rn (veja 
[1], pág. 64). 

As curvas Cf , » ••, C» , imagens dos eixos 
de Rn por p~x são diferenciáveis em Rn+l 

e possuem, em cada ponto x e Ai, vetores 
tangentes não nulos Fj (ar) , ,1^(3?), que 
são funções contínuas de x e formam uma 
base ortogonal do espaço tangente Vx a S* 
no ponto x , Assim, se indicarmos com 
Aj(as) o vector unitário de mesma direcção e 
sentido que T j ( x ) , o sistema j A'j (a;), - • - , 
,A'í,(ar)j é, para cada x G A i t uma base orto-

gonal do espaço tangente Vm, a qual chama-
remos base natural de Vx no sistema de 
coordenadas y'. Ora, em virtude da conti-
nuidade de existe um inteiro positivo p 
tal que cada subintervalo h = [k/p , k/p + 
+ l /p] Cl I satisfaz à condição « ( A ) d , 
coma = l ou 2 . Basta então definir os vec-
tores » ! ( 0 > •' • > v" (0 p f l r a t 6 Ih , k = 1, - • •, p , 
de modo que esta definição seja coerente nas 
extremidades dos l k . Procederemos por in-
dução. Para k=0, suponhamos, para fixar 
as ideias, que « { / f l ) c A2 . Dada a base natu-
ral ] A|(a) , • • • , seja T0 a transfor-
mação ortogonal tal que Ta Xj (a) = ej , 

j = 1 , ,n. Ponhamos vj(í) = T0XJ(ct (í)) 
para teJo . Suponhamos agora os Vj{t) de-
finidos para 0 <t <k/p e admitamos, para 
fixar as ideias, que . Seja Tk a 
transformação ortogonal tal que Tj, X\ (a • 
(k/p)) = Vj (k/p) , j = 11 ,n. P o r e m o s 
Vj (t) = Tk Xj (a (í)) para í e 4 , excepto se 
k = p — 1 . Neste caso, observamos que os 

X\ {a (1)) formam uma base do espaço 
tangente em « ( l ) = r(a) com a mesma orien-
tação que a base inicial | | , Com efeito, 
começamos com t>j(0) = ej e prosseguimos 
por continuidade. Tomando determinantes 
sempre em relação à base eit det(Vj(t)) ó 
igual a + 1 para t — 0 e nunca se anula, 
pois os Uj(í) são sempre linearmente inde-
pendentes. Logo det Xj (« (1))) > 0 . 
Assim existe uma rotação p do espaço a n 
dimensões tal que p Tp-X XJ (a ( l ) ) = r (ej) para 

j= 1 Pela hipótese de indução, existe 
nma família continua de rotações p ( í } f l — 
— l / p < í < l , tal que p ( 0 ) = identidade e 
p(l) = p. Modificamos então a definição dos 
vj(t) em Jp_i pondo v, ( í ) - p (.í) Tp.i X) (a (t)) 
para \ — \/p<t<-l. Isto conclui a constru-
ção da família |vj(t)j e a demonstração do 
Lema 3. 1 também. 

COROLÁRIO 3 , 2 . Dada uma rotação r de 
S° , existe uma isotopia F entre r e a iden-
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tidade de S" , tal que para cada t e I , Ft é 
uma rotação de S" . 

Com efeito, tomemos aeSa arbitrário. 
Como Sn é conexo por arcos, existe uma 
curva a ligando a e r(a). Então aplicamos 
o Lema 3, 1. 

B) O grupo de isotopia de um espaço X 
não é, em geral, abeliano. For exemplo, se 
X é discreto com p elementos, I(X) é o 
grupo Jtp das permutações de p objetos. 
Na secção 5 demonstraremos que, se M é 
uma variedade compacta e A é um subcon-
junto finito de M, então 1{M— A ) = 2 ( i l / ) x 
X / 0 1 ) e portanto, se A possui mais de um 
elemento, I(M—A) não ó abeliano. 

C) Se Y è um espaço contrátil, duas apli-
cações f,g:X —*-Y são sempre homotópicas. 
Realmente, seja F uma homotopia entre a 
aplicação identidade e a aplicação constante 
Y-^-peY. Então F'(x, t) = F (f(x) , t) è 
uma homotopia entre f e a aplicação cons-
tante X-~*~peY, donde f <5 homotópica a 
g . Em particular, dois homeomorfismos de 
um espaço contrátil são sempre homotópicos. 
Não é verdade porém que dois homeomor-
fismos de ura espaço contrátil sejam sempre 
isotópicos. Realmente, como homeomorfismos 
isotópicos de Sn têm o mesmo grau, existem 
em I(S") pelo menos dois elementos, a saber, 
a classe da aplicação identidade e a classe 
da reflexão no plano a?„+i = 0 . Então se-
gue-se da proposição 4, 1, que demonstra-
remos a seguir, que 7(.B,l"t"1) tem pelo menos 
dois elementos, embora Zí"+l seja contrátil. 

4. Isomorfismos entie I {R"), I (Sn) e 
I (Bn + I) . 

Indiquemos com E : II(Sn) —>• II(Bn+l) o 
homomorfismo que associa a cada homeomor-
fismo f de Sn sua extensão radial E(f) f. 

PROPOSIÇÃO 4. 1. O homomorfismo E : I I • 
(S°)—>• Il(Bn + 1) induz um isomorfismo E de 
I(Sn) sobre I (BD+ L). 

Demonstração. Mostraremos em primeiro 
lugar qae E {D (S"))cD (B»+ 1 ) . Seja / um 
homeomorfismo de Sn isotópico à identidade 
Consideremos uma isotopia F; Snxl—Sn 

então / e a identidade de S". Definamos 
agora E: Bn+lxl-*- B"+l pondo F(x,t) = 

= | # | - ^ W I « | > 0 3 0 6 ^ ( 0 , 0 = 0 . 
Então F é uma isotopia entre f = E ( f ) e 
a identidade de Bn+1 , Assim E induz um 
homomorfismo E : I(Sn) —> 1 (ZJ"+I) definido 
por - £ ( [ / ] ) = [ / ] • Este homomorfismo 6 
binnivoco. Realmente, seja F: Z í ' 1 + 1 x/ -> i í n + 1 

uma isotopia entre a extensão radial E ( f ) 
do homeomorfismo / de S* e a identidade 
de B"- + 1 . Para cada t e J a aplicação 
Ft: x —*• F(a? , t) , sendo um homeomorfismo 
de Bn+l, transforma Sn em Sn (isto de-
corre imediatamente da invariância dos con-
juntos abertos de um espaço euclideano por 
homeomorfismos) e portanto a restrição 
F = F\{S*xI) define uma isotopia entre a 
restrição f = E(f)\S* e a identidade de 
Sn. Isto mostra que o núcleo de E reduz-se 
à identidade, donde E é biunívoco. Para 
mostrar que E è sobre /(Z?""1,1), usaremos 
um raciocínio de AL.EXAXDER [2]. Seja g um 
homeomorfismo de e g' a restrição 
gr | iS™. Como vimos acima, g' é um homeo-
morfismo de Sn, Mostraremos que g é iso-
tópico à extensão radial E ( t f ) . Para isto, 
definiremos uma isotopia G que, era cada 
instante í , é o homeomorfismo de Bn+X que 
coincide com E(jg') no interior da bola de 
raio 1 — t e centro 0 e, no interior desta 
bola, coincide com o homeomorfismo g «con-
centrado» aí. Mais precisamente, definiremos 
G : Ba+l pondo 

G{x ,t)~\x\-g{xj\x\) se 1 — t<'.j 0» 
G(x,t)=(l~t)-g(x,'(l~t)) se 
< ? ( 0 , 0 ) - 0 . 

Verifica-se imediatamente que G ó uma iso-
topia entre g e TC (</'), e portanto [g] = 
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=[ J£(5f ' ) ]=£([^ ' ] ) f donde E ê sobre, o que 
conclui a demonstração. 

Tomemos um ponto a na esfera S". A pro-
jecção es te reo gráfica pa : Sn — a—Rn é um 
homeomorfismo sobre. (Por simplicidade, es-
creveremos p em vez de pa, sempre que 
não houver perigo de confusão). Dada uma 
aplicação contínua f : R" —R" ,p~lfp: Sn — 
— a~>-Sn — a ó continua e p~l(f o g)p = 
="( p~lfp) (P'19 p)- Se / é a identidade de 
li" , p- 1fp é a identidade de S*— a. Em 
particular, se f é um homeomorfismo de 
Rn , p~l f p è um homeomorfismo de Sn — a 
e portanto pode ser estendido do modo único 
a um homeomorfismo f de S n pondo-se 
f (a ) — « , pois S" é a compactificação de 
ALEXANDROEI1, de S"—a. A aplicação/—»*/ 
define utn homomorfismo P = Pa: H(-/?") —> 

II(S"). 

PROPOSIÇÃO 4 . 2. O homomorfismo P : • H 
( E " ) - > H ( S B ) induz um isomorfismo de I (RN) 
sobre I (S D ) . 

Demonstração. Seja f e 11 (A'") isotópico 
à identidade por meio de uma isotopia F. 
Definamos F* : (&" — «)x1 —S" — a pondo 
F* (x ,t)=p~l(F(p(x),t)). Então F" é uma 
isotopia entro p~lfp e a identidade de Sn— a. 
Para cada te 1, a aplicação F*-.x —*- F*(x,t) 
ó um homeomorfismo de Sn — a e portanto 
estende-se a um liemeomorfismo Ft de S" 
pondo-se Ft(p) = a, Definiremos F:Snx 
xl-^-S" por P(x, t) F,(x). Vê-se sem 

dificuldade que F ó uma isotopia entre f e 
a identidade de S" . Por conseguinte o ho-
momorfismo F transforma D{Rn) em D(Sn) 
e assim induz um homomorfismo P-.I(R")—*-
-*-I(S») pondo-se P([/]) = [ / ] . Este ho-
momorfismo é biunívoco. Com efeito, dado 
um homeomorfismo f de Rn, suponhamos 
que exista uma isotopia F entre / e a iden-
tidade de S". A curva oc;I—*Sn definida 

por « ( í ) = J F ( a , < ) è tal que « (0 ) = « ( l ) = a . 
Usando o Lema 3. 1 com a rotação r = iden-
tidade de S", obtemos uma isotopia R entre 
a identidade e si própria tal que R(a, i) = a(f). 
Seja S,=*Rrl. Então S(x,t) = Si(x) define 
uma isotopia entre a identidade e si própria 
tal que S(a(t) , t) = a . Definiremos então 
G:8*xl—vfi» pondo G{x, /) = S(F(x, t), t). 
G é uma isotopia entre f e a identidade de 
Sn, tal que í) = a para todo t e I , 
Então a restrição G* = G | (Sn — a)X I ê 
uma isotopia entre p~xfp e a identidade de 
Sn—a. Logo pondo J{x, t)=p{G*{p~1{x),t)) 
obtemos uma isotopia entre / e a identidade 
de A"*. Assim, P ( [ / J ) = l implica [ / ] = 1 , 
donde P é biunívoco. Finalmente, dado um 
homeomofismo g de Sn, seja r uma rotação 
do S" tal que rg(a) = a. Então rg=f onde 
f é um homeomorfismo de R". Ora, pelo 
corolário 3. 2, r é isotópico à identidade de 

donde M = [r.7] = [ / j = P ( [ / ] ) . Por-
tanto P ó sobre, o que demonstra 4. 2. 

COROLÁRIO 4 . 3 . Cada um dos grupou 
I F B 1 ) , I ( l i1) , I ( S ' ) e 1 (Bâ) tem dois ele-
mentos. 

Com efeito, S° consta dos pontos — 1 e 
+ 1 portanto J(S°) tem dois elementos. Em 
virtude de 4, 1, J(Bl) tem também dois ele-
mentos : a classe da aplicação identidade e a 
classe do homeomorfismo x—— x. Sabe-
mos que B1 ó o intervalo fechado [—1, + 1 ] . 
Ora, todo homeomorfismo do intervalo aberto 
( — 1 , 4-1) ó uma função estritamente monó-
tona e portanto estende-se de modo único a 
um homeomorfismo de B 1 . O mesmo ocorre 
às isotopias e essas extensOes induzem um 
isomorfismo de / ( ( — 1 , + 1 ) ) sobre I(BX). 
Ora, ( — 1 , - ) - l ) é homeomorfo à recta Rl, 
donde /(J?1) é homeomorfo a I{BX). Por 
4. 2, I(Sl) é isomorfo a I(Rl) e por 4. 1 
I(B2) é isomorfo a I(Sl), onde estes grupos 
constam de 2 elementos cada um. 

Dado um homeomorfismo de f de S", sua 
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suspensão f é um homeomorfismo de Sn + 1 ; 
se g ê outro homeomorfismo de S*, fog = 
=s fog. Portanto a aplicação f—*-f define 
um homomorfismo S: Ii(S" +l) . 

PROPOSIÇÃO 4 . 4 . O homomorfismo S : H * 
(Su) H (S" + l ) induz um homomorfismo S 
do grupo de isotopia I (Sn) no grupo de isoto-
pia I ( S B + 1 ) . 

Demonstração. Devemos mostrar que se 
feiI(S") ó isotópico à identidade então sua 
suspensão f e H(S"-+ 1) é isotópica à identi-
dade. Seja F-.SnxI^*-Sn uma isotopia en-
tre f e a identidade de S". Considerando o 
hemisfério norte como uma bola 
de dimensão JI+I , obtemos, como na demon-
tração de 4. 1, uma isotopia FN entre a ex-
tensão radial f # & a identidade de IIx. 
Analogamente obtemos uma isotopia Fs entre 
f s e a identidade de lis • Como Fs e Fs 

coincidem com F em SnxI=(IIN^ Hs)xl, 
definimos uma isotopia F : 5'N+1 X Sn 

en t r e / e a identidade de iSn+1 pondo F ( x , t ) ^ 
= Fx(x,t) se xeIIN e F(x, t) = Fs(x, t) 
se x e £IS. 

O homomorfismo S: l(Sn) ~> I(S" + l) é um 
isomorfismo sobre se m = 0 , l . Para « > 2 , 
é um problema aberto determinar o núcleo e 
a imagem de S . 

5. Um teorema sobre isotopia em varie-
dades compactas. 

O objectivo desta secção ê generalizar a 
proposição 4. 2. 

Uma variedade topolôgica de dimensão n é 
um espaço topológico M (de I I A D S D O R F F ) 
conexo, tal que todo ponto x e M possui uma 
Vm homeomorfa ao espaço euclideano R". 
Vx será chamada uma vizinhança coordenada 
do ponto x. Toda variedade M é um espaço 
localmente conexo e localmente compacto. 

Por simplicidade, suporemos ainda que a to-
pologia de M é definida por meio de uma 
métrica, o que acontece por exemplo se M 
possui uma base enumerável de abertos. Esta 
restrição não ó lògicamente necessária mas 
simplificará a demonstração de 5. 4. Indica-
remos então com d(x,y) a distância entre 2 
pontos x,yeM. Exemplos de variedades de 
dimensão n : Rn, S" e todo subconjunto aberto 
de uma variedade de dimensão n. Uma va-
riedade topolôgica de dimensão 1 é homeo-
morfa a R* ou a Sl. 

No restante desta secção, consideraremos 
uma variedade compacta M de dimensão « > 2 
e um subconjunto finito A = \at, ••• ,ap \ ClM. 

L E M A 5 . 1 . Sejam a e M e W I , * - * , W P 

abertos disjuntos de M tais que U Wi |J a é 
aberto em M. Então existe um único índice 
j , 1 < j < p , tal que Wj (J a é aberto em M -

Demonstração. Seja V uma vizinhança 
conexa de a tal que F c U Wi a, Como 
dim M > 2 , V— a é conexo. Além disso, 
r - í C U r , . Portanto F - « ~ (J ( W i n ( F - a ) ) . 
Sendo os Wi{\(V— a) abertos disjuntos, a 
conexão de V implica que todos eles são va-
zios com exeção de um, Wj—<x)= V—a. 
Segue-se que VCZ Wj |J a , o que implica ime-
diatamente que WjU a ó aberto. Suponhamos 
agora que Wk\J a seja aberto, Então 
existe uma vizinhança V de a tal que 
VczfPkUa. Portanto VÇ\ V <= ( WtUa) n 
n ( H ^ U « ) = í», donde Vf]V'=a, o que é 
absurdo pois Ff i V ó um conjunto aberto. 

Observação. É fácil ver que o lema 5. 1 é 
falso numa variedade de dimensão 1. 

Para uso nos dois Lemas seguintes, con-
vencionaremos chamar entorno de um ponto 
aeA a todo o conjunto aberto V<Z.M — A 
tal que F(Ja é aberto em M. Em outras 
palavras, um entorno de n é um conjunto 
da forma V= V* — a, onde F"*<ZM ó uma 
vizinhança de a que não contém nenhum 
outro ponto de A. 
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LEMA 5. 2. Sejam f um home o morfis m o de 
M — A e V , , . . . , Y P entornos disjuntos dos 
pontos » i , • r •,ap respectivamente. Então existe 
uma única permutação ff dos índices 1 , • • • , p 
tal que f ( V i ) , *•• , f (Vp) são entornas (disjun-
tos) dos pontoa a0(i), • •* ,a,(P) respectivamente. 

Demonstração. O complementar de U FJ 
em M—A é compacto e portanto é também 
compacto o complementar de (J / (F<) em 
M—A. Isto significa que f(Vi)\J A é 
aberto em M, donde (J / (F i ) ó um entorno 
de cada elemento de A, isto é, U / ( Fj)U<*> 
é aberto em M para cada Índice j. Pelo 
Lema 5. 1, dado j, existe um único iudice 

tal que /(I^pD")) é um entorno de aj. 
A aplicação j-*-f(J') é uma permutação dos 
índices 1 . • ,p. Para prová-lo, basta mos-
trar que, para cada índice k existe um j 
cora /c = p( i ; ) . Realmente, o feclio K=*f{ F*) 
intersecta A pois do contrário K seria um 
compacto tal que / ( r t ) c Í T C i V — A. Então 
f-*(JK) seria um compacto tal que F » C 
c / " ' ( A ' ) c M — A e assim Fí não seria um 
entorno de « * e Â . Seja aje AÇ\K. Então 
/ ( íij) ^ u m 6 ntorno de aj, donde / ( F P ( ^ ) n 
f(Vk)^=0, o que obriga k—ç{j). Chamando 
de a h permutação p - 1 , vê-se que / ( V j ) — 

é um entorno de Para 
concluir a demonstração, resta sòmente pro-
var a unicidade de a . Seja T uma permuta-
ção satisfazendo à condição do Lema. Para 
cada índice i, / ( P i ) ó um entorno de aT(i). 
Tomando j *=• ff-1 t ( í ) , temos au(j) = ar(i>. 
Portanto / ( F f ) ó um entorno de a*u) • Ora, 
/( Vj) também goza desta propriedade, donde 
/ { V j ) r \ f ( V i ) ^ = 0 . Segue-se que i = j . Isto 
significa que, para todo t , t ( í ) •=• t , 
donde <j — r. 

LEMA 5. 3, Todo homeomorjismo f de M—A 
estende-se de modo único a um homeomorjismo 
{ de M . 

Demonstração. Sendo M—A denso em 
M, a unicidade de / è evidente. Para de-

monstrar a existência, tomemos entornos 
Vi, • • • )Vp como no Lema 5. 2, Assim obte-
mos a permutação a tal que / ( F j ) é um 
entorno de Ponhamos então f(x)=f(x) 
para xeM — A e / ( o f ) = para a(eA. 
Resta verificar que f ê contínua em cada 
ponto ajeA. Seja U um entorno arbitrário 
de ao(j) contido em / ( V j ) . Aplicando nova-
mente o Lema 5. 2, desta vez com o homeo-
morfismo f~x e os entornos / ( F i ) , ••• 
... i / ( f j - i ) , í 7 , / ( Ff), - ,(VP), obtemos uma 
permutação T tal que ! ' = / - ' / ( Vi) Ó um 
de aT J ( ( ) , i , e / _ 1 ( ^ T ) ^ u m entorno de 
ara(,-). Ora, Fi é um entorno de at; como 
os Fi são disjuntos, isto obriga a TF(T) = I 
para i . Consequentemente T a (j) = j 
também. Assim f ~ l ( U ) é um entorno de aj, 
mostrando que / é continua no ponto aj. 

Dado um homeomorfismo felI{M — A), 
indicaremos com JeII(M) sua extensão a M 
e com o ( / ) e / / ( ^ l ) a restrição f\A, a qual 
se identifica com a permutação a tal que 

f(ãi) — a o W , É imediato que f ^ g = f ° g e 
ff ( / o g) — a ( / ) o o- , de modo que a apli-
c a ç ã o / - > - ( / , ff ( / ) ) define um homomorfismo 
P: S(M— A) - v f T ( i í ) x ff (A), onde 
JI{M)xH(A) indica o produto directo destes 
grupos. Observemos que H(A) = 1{A) = 
— g r u p o das permutações de p objectos. 

PitOPOSigÃo 5. 4. 0 homomorfismo P defi-
nido acima induz um isomorfismo P do grupo 
de isotopia I (M — A) sobre o produto directo 
I (M) x I (A) dos grupos de isotopia I (M) 
e I ( A ) . 

Demonstração. Mostraremos primeiro que 
P transforma D {M—A) em D{M)xD{A), 
isto é, que se feII(M— A) é isotópico à 
identidade então ff(/) é a permutação iden-
tidade e / é isotópico à identidade de M , 
Com efeito, seja F: {M— A) x ! M — A 
uma isotopia e n t r e / e a identidade de M—A . 
Para cada tel, Ft: x F(x , í) é um ho-
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meomorfismo de M—A. Logo existe <r = cr(Ft) 
tal que lim F(x ,t) = quando x —> aj , 
x e M — A , para todo aj e A , Mostraremos 
que <J(/'Í) não depende de t. Como 
ó o elemento identidade de I1(A), conclui-
remos que a ( f ) = cr (F0) é o elemento iden-
tidade de H(A). Para isto, basta mostrar 
que existe 3 > 0 tal que \t — t '|<3 implica 
a (JJ) = a {Ff) , Ora, seja e > 0 tal que 
e < min \d{cti, aj), i = 1 , • • • , j ) j , Existe 
o > 0 tal que |í — í ' | < 3 implica d(F(x,t), 
F(x, í ' ) ) < e para todo xeM—A. Fixemos 
t,t' como acima e um índice j . Sejam 
d = a { F f ) . Fazendo x—>aj, x 6 Jlf— A, te-
mos d (da (j), iVü)) = lim d(^F(x, t), F(x, í')) < 6 , 
donde « a y j=a 0 f y ) . Sendo j arbitrário, g = 
o que demonstra que a(f) é a permutação 
identidade. Ponhamos em seguida F (x , í) = 
— F(x,t) para xeM—A,tel e F{aj,t)= 
= a„ (j) para e A . Dado 6 > 0 , existem 
v i , 3 > 0 tais que d (x , aj) < YI e jí — í0 | < 3 
implicam d(F(x, tQ), aj) < e / 2 e 
, ^ ( « , ^ < 6 / 2 , donde d (F(x, t), aj) < 6 . 
Isto mostra que F: MX I M é contínua 
em AxI e portanto é uma isotopia entre 
f e a identidade. 

Assim, se pusermos P ([/]) = ([/], a(f)), 
obteremos um homomorfismo bem definido 
P:1(M - A)-* I(M)xI(A). O facto de 
que P è um isomorfismo sobre resultará dos 
Lemas 5, 5, 5. 6 e 5, 7, que demonstrare-
mos a seguir. 

LEMA 5 . Õ. Seja B D M um subconjunto 
fechado e « : I — M uma curva contínua tal 
que «{í)cM — B, Então existe uma família 
contínua h t , t e l , de home o m orfis mos de M , 
tais que h0 = identidade, ht (a (t)) = a (0) e 
h,(b) = b para todo t e l e b e B . Se a ( 0 ) = 
= «(1) = a então existe também uma família 
contínua k t , t e I , de homeomorfismos de M 
tais que k<> = ki = identidade, k t (b) = b para 
todo b e B e t e l e, além disso, k t(h t(a)) = a. 

Demonstração, Existe um inteiro ífi>-0 tal 
que, para lj=[j/p, (j+l)/p] , i = m — l , 
tem-se «(/,-) c Vj, onde os Vj são vizinhanças 
coordenadas em M, contidas em M—B. 
Suporemos ainda que aeVj implica V0, 
o que é sempre possível fazer. Definiremos a 
família ht indutivamente, para í e lj , de modo 
que esta definição seja coerente nas extremi-
dades. Seja fn-.Vo—>- R'1 um homeoraorfismo 
tal que fo (a (0)) = 0 . Para te To, poremos 
ht (a?) = x se x$V0 e ht {x) — fõ* (fo (a;) — 
—/o(a(0)) 8e xeV0. Note-se que h, em V0 

consiste da translação y — / o ( a ( 0 ) de R'1 

transportada para Vo• Como uma translação 
induz a aplicação identidade no infinito, segue-
-se que hí(x)~-*-x0 se u : e í o tende para o 
ponto da fronteira de Vo. Portanto ht é 
contínua na fronteira de Vo, donde é hoineo-
morfismo de M. Tem-se evidentemente 

identidade, A,(«(í ) )=a(0) e h,(b) -=b,b e B. 
Alem disso ht depende continuamente de t. 
Suponhamos agora ht definido para 0 < t < j / m 
de modo a satisfazer a estas condições e defi-
namos ht para telj. Seja f j - V j — u m 
homeomorfismo tal que f j (a ( j j m)) — 0 . 
Poremos, para t e lj ,ht(x) = hjim(x) se xèVj 
ht (a;) = hjjmfj1 ( f (x) — f (« (t))) se xe Vj . 
Vê-se imediatamente que esta definição de ht 
dá a kj/m o mesmo valor que a anterior e que 
cumpre as condiçOes requeridas, o que com-
pleta a primeira parte da demonstração. Para 
demonstrar a segunda parte, admitamos 
a ( 0 ) = « ( l ) = a . Então h0 (a) => Ai (a) = a e 
a curva fechada í—»-A ;(a) inteiramente con-
tida em Vo. Com efeito, se t e l 0 ) é evideDte 
que / i í (a)eFo. Suponhamos que ht(a)eVa 
para 0-<t-<j/m. Então, se te Vj, o a aeVj, 
o que implica ht(a)e Vj = Vo , ou então 
caso em que Aí(a)=A7|im(a)6Fo pela hipótese 
de indução. Seja então kt,te / , o homeo-
morfismo de M definido por k,{x) = / õ 1 (fo(x)— 
— fo ht (a))) se x e V0 , kt (a) = x se x . 
A família kt assim definida satisfaz às 
condições requeridas na segunda parte do 
Lema 5. 5. 
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LEMA 5 . 6 . Seja f e I I ( M — A ) tal que 

f 6 II (M) è isotópico à identidade e a (f) é o 
elemento identidade de II (A) . Então í é iso-
tópico à identidade. 

D e m o n t r a ç ã o . Seja GatMXI-*- M uma 
isotopia entre f e a identidade. Ponhamos 
ai (í) = Go ( « i , t) • Usando o Lema 5. 5 com 
B = 0 e a = stj, obtemos as famílias de 
homeomorfismo s ht e kt satisfazendo as con-
diçBes ali estipuladas. Ponhamos agora 
<?! ( x = Aií Go (a , 2 í) , X e M , 0 < t < 1 / 2 
e ©»(«.íJ-Jfeí-ttALitC»), xeM, l / 2 < í < l . 
Isto define uma isotopia G \ : M x I — ^ M entre 
f e a identidade de M, tal que Gi (<*i, í)=eti 
para todo t e / . Seja agora a2 ( í ) = Q\ (as , í) . 
Então « 2 ( í ) e J / — ai . Usando o Lema 5. 5, 
desta vez com i í = j at } e « = obtemos as 
famílias de homeomorfismos h] e k * , t e l , 

com as propriedades ali mencionadas. Pomos 
ent&o <?s(»,<)—h\t Gi(w,2 < ) , « « <1 /2 
O G z , Í ) = k h - 2 ( x ) , x & M , l j 2 < t < \ . 

Isto define uma isotopia Ga : M x l — * M entro 
f e a identidade, tal que G \ ( a i , t) = « i , 

O í ( a í ) t ) — a 2 , para todo t e ] . Prosseguindo 
analogamente, concluiremos a existência de 
uma isotopia G = G P entre f e a identidade, 
tal que G (a f , í ) = a ; , i = 1 , • • • , para todo 
t e l . Então G' = G\{M— A) x l é uma 
isotopia entre f e a identidade, o que demons-
tra o Lema 5. 6, 

LEMA 5 . 7 . Dado um homeomorfismo g e H ( M ) 
e uma permutação a e H ( A ) , existe um homeo-
morfismo f e H ( M ) isotópico a g e tal que 
f(ai)==aa(i), isto é, tal que g = f e <j=a(í). 

Demonstração, Como M é conexo por ar-
cos, existe uma curva «i : / — M tal que 
«i (0) = a<i{i) e ®t ( l ) = S ,(ííi) • Usando o Lema 
5. 5, obtemos um homeomorfismo A1 de M, 
isotópico à identidade e tal que A1 (g (ot)) = 
= Pondo f l = h^g, vemos que ó 

isotópico a g e f1 («i) = «a(i). Suponhamos 
por indução, definido o homeomorfismo , 
isotópico a g e tal que fj~l {a,) = a0(í) para 
i = 1, • •• ,^'—1. Ponhamos B= jao(i), • , 
fto(y_i)|. Como a dimensão de M è > 2 , 
M— B é conexo, logo existe uma curva 
«jil-*Mí*j(I)C.M—B) tal que «,-(°} = 
= n,(j) , = f f ~ l (Of) .i Usando o Lema 
5. 5, com B e eu, obtemos o homeomor-
fismo y , isotópico à identidade, tal que 
K{b) = b para be B e 
Então p = h->p~x ó um homeomorfismo de 
M, isotópico a g , tal que p (a/)= «a(i), i = 
= 1 , •••j, 0 que completa a indução. Pore-
mos f=fJ' e o Lema 5. 7. estará demons-
trado. 

Para completar os resultados desta secção 
observemos que, se M ê uma variedade com-
pacta de dimensão 1 (ÍBÍO É, se M é homeo-
morfa ao círculo Sl), e A = jai,• • • , a p j C Z M , 

então M— A =Ci U • • • U Cp onde os Ci são 
conexos abertos, disjuntos e homeomorfos à 
recta Rl, Logo, dar um homeomorfismo f 
de M—A consiste em dar uma permutação 
a—a(f) dos Ci, isto é, dos índices l,- -,p 
e, para cada índice i , ura homeomorfismo 
f • Ci—Co(i). Indiquemos com Z2 o grupo de 
dois elementos. A aplicação f—>(/i, • • • 
jnduz um isomorfismo de 1{M — A) sobre 
o grupo que cons i s t e das sequências 

, • • - , xP , u) com Xi e Zi e <r uma per-
mutação de p objetos, sendo o produto neste 
grupo definido por xy={xTWyu • • • ,xTMyP,TT), 
s e y = ( J ! , . . • , yp, T) . 
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