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DOUTORAMENTOS NA F. C. L.

Nos dias 15 e 16 de Julho deste ano tiveram lugar
na Faculdade de Ciéncias de Lisboa as provas de
doutoramento em Ciéncias Matemdticas dos assisten-
tes daquela Faculdade Jost T1aco pe Orivera e Raz-
muspo ps Oviverga Vicexre. O primeiro candidato
apresentou a dissertagio «Residuais de Sistemas e
radicais de anéis» que foi arguida pelos I'rofs.
Avmeoa Costa e Arxanpo Mavorerra, A dissertacio

do segundo candidato versou o tema A influéncia
da constitui¢3o do interior da Terra no valor das nu-
tages» e teve como arguentes os Profs. Fraxcisco
Nazart e Manuen pos Reis.

Ambos os doutorandes foram aprovados com a
classificagio de dezoito valores.

A aGazeta de Matemdtica» felicita os novos Dou-
tores. J. J. D,

CONGRESSO INTERNACIONAL DOS MATEMATICOS 1958

Em Edimburgo, de 14 a 21 de Agosto de 1958, sob
o patrocinio das Municipalidade e Universidade
de Edimburgo e da Sociedade Real de Londres,
realizar-se-4 o Congresso Internacional dos Mate-
méticos.

A Comissio de Organiza¢io propde-se convidar
certo nimero de matemdticos para realizarem confe-
réncias de 1 a 11/, horas. Haverd também reunides
cotidianas consagradas 4 apresentacgiio de comunica-
goes de 1/, hora.

Os membros do Congresso que desejarem apresen-
tar comunicagdes fd-lo-fo a partir de Janeiro de 1958.

O Congresso terd oito secgdes:

1—Légica e fundamentos das matemdticas
2 — Algebra e teoria dos nimeros

3 — Andlise

4 —Topologia

H — Geometria

6 — Cdlculo das probabilidades e Estatistica

7— Matemiticas aplicadas, fisica matemdtica e
andlise numérica

8 — Historia e ensino.

O Comité prevé durante o Congresso uma série de
recepgdes, reunides de ordem recreativa, excursdes, ete.

O Congresso comportard duas categorias de mem-
bros:

Membros ordindrios, tendo o direito de participar
em todas as actividades do Congresso e de receber as
Comunicagdes.

Membros associados, acompanhando os membros
ordindrios e gosando de todos os privilégios excepto
os de participar nas reunides cientificas e receber as
Comunicagdes

Mais informagdes poderfio ser obtidas quer por in-
termédio da Gazeta de Matemdtica quer pela Secre-
taria do Congresso:

Secretdrio — Fraxg Swmarmies, Mathematical Insti-
tute, 16, Chambers Street, Edinburgh, 1, Scotland.

J. G. T.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

I. S. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia ordinario — 29-6-57.

4311 — a) Defina limite minimo e limite mdximo
duma sucessdo u, e diga em que caso estes limites
coincidem, respectivamente, com o limite inferior e o

limite superior de (u,). Quando nfo se d4 essa coin-
cidéncia quais sdo os limites de WeiersTiass de (u,)?
Calcule

1
] 1 el H
| °g( # n) i nl
lim ——m—— & lim — _—
n=*on ]Gg n n—+xm T [Og n
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6) Enuncie a condi¢fo necessdria e suficiente de
convergéncia duma série e prove a sua necessidade.
Enuncie os critérios da raiz e da razio, demonstre
este ltimo e exemplifique com a série harmdnica que

T e a, -
as condigdes {/a, <1 e — <1 nio garantem con-
all
vergéneia,

Se u = lim{/a, , indique os valores de u para os
quais a série Za, (z — xp)" é: (1) convergente para
todos os valores de =; (2) divergente para todo o
w5=my; (3) convergente em certo intervalo (a,b)
(indique os valores de a e b).

Estude a natureza da série Za'*"" (considere os
casos a>1 e a<1).

= 1 0
nlog (1 + — log |1 4+ —
n n
R: a) lim —— 3 -

n—>m logn n—>o

logn

1
= — =0. Aplicando um teorema de Caucsmy, cal-

[==]
cule-se
;o Tk n!
Lim com X, = ———,
nso X, n"logn
(n+ 1)!n"logn
im - =
w=>w (n+1)"" log (n+1) n!
n " logn 1
=1lim =-—.
ns \ T + 1 log (n + 1) e
],
Como este limite existe, entdo Lim /' x, = —.
n—o0 e

b) Com a=>1 o termo geral u, = a""" ¢ um infi-
nitamente grande e a seérie ¢ divergente,
Considerando a<<1, aplique-se o ¢ritério de Raane

Ii = B P A
oot Wy Y A P
n n
-Hmnl-a'"m—‘l]-h'mu e"""""m.q] —

n=#an n=%a0

= limn 7! log a log

- n 4+ &

PP g L e e
— . a = — = [0g —.

u—z::? ¢ = n+1/ 7 . a

1 1
Se log—=>1 ou a<<--, a série € convergenle; se
a e

1 1 1
log— <1 ou a> — a série € divergente. Se a= =
a e
1
€ facil ver que %a™" se reduz a série T — divergente.
n
Resumindo: a série ¢ convergente se a <:: e diver-

i
gente se 3> o

4312 — Enuncie e demonstre o teorema que garante
a continuidade de ¥ (z) == [f(2)] em =z—=a. Mos-
tre que, existindo f' (a) e @' (b), é F'(a) =o' (})-
«f'(a), com b= f(a), e diga como pode concluir
desta regra que a derivada de uma fungfo ¢ a inversa
aritmética da derivada da fungfo inversa.
Calcule
@+ —x+1
@1 @ +1)

b) Demonstre o teorema de Laeranee para as fun-
¢bes regulares e indique a sua interpretagio geomé-
trica.

Escreva a formula de Tavror para a funcio f(x),
referente a © = a, e mostre a sua aplicagfio ao es-
tudo dos mdximos e minimos.

R: Decomponha-se préviamente a fracgio proposta
em elementos simples.

x4+ x*—x+1
-1 +1)

O polinémio ay + ay (x — 1) obtem-se, ordenando
segundo as poténcias crescentes de (x — 1) o numera-
dor e o denominador da fracgiio auxiliar R, (x) =

x?+ x* x4+ 1 {5

————— e efectuando a divisdo algébrica

x2 41

até obter um cociente do grau 1.

- — ses
Ry (x) = %E: = :;%—- que permite obter o poli-
némio 1 4 (x —1).

Para obter S, (expressio linear) considere-se a frac-
x3 4 x'—x+1
(x—1)*

a ordenagdo do numerador e denominador segundo as
poténcias crescentes de A = x* + 1. Obtem-se

ag+ay (x—1) S
(x—1)?

xt41°

=

Ter-se-a entdo

gdo auxiliar Ry (x) =

e pr da-8

—2x 4.

Ry () = —5 11—

e Bg=1.
Entido

X*+x?—x+1 1+ (x—1) i

G-—1'x*+1) (x-17 @ x+1
x4+ x2—-—x+1 1 1
- P +
@+l (=1 x=d
1
+P ,1 1 =—-ﬁ+lagix—1i+arctgrx+c.
x* + —_—

4313 — Responda a uma das seguintes alineas:

a) Deduza o teorema dos acréscimos finitos para
a fungdo de duas varidveis f(x,y).

Escreva a formula que dd a derivada de f(x,y)
ao longo da curva de equagdes x =9 () e y =14 (¢)
e diga o que é a derivada de f(x,y) segundo uma
direcg¢dio 7.




GAZETA DE MATEMATICA

39

Qual a condig¢fo necessdria e suficiente para que a
derivada de f(x,y) em P (a,b) se anule em todas
as direcgdes ?

b) Demonstre o teorema fundamental do Cédleculo
Integral.

Estabelega as diferen¢as e analogias entre o inte-
gral indefinido e a fungdo primitiva de f(x) no in-
tervalo (a,b).

L S. C. E. F. — Maremdricas (igrais — 2.° exame de
frequéncia extraordinario — 8-7-957.

4314 — a) Enuncie a condiglio necessdria e sufi-
ciente de convergéncia de uma sucessio e prove que
sucessdo mondtona limitada verifica essa condigHo.

n

Prove que VPy:- P;---P,—~ P quando P,— P e
aplique esta proposig¢iio ao cdleulo de

,'.L"?.'o\“/ (1 ——l"—) (1 2 g) (1 N z)

&) Demonstre que se obtem uma série convergente,
multiplicando os termos de uma série convergente
por mimeros positivos decrescentes.

Defina série absolutamente convergente e prove
que a sua soma ¢ independente da ordem dos seus
termos.

by

Supondo que “ tende para limite finito com u,
aﬁ
qualquer e a,>0 prove que X u, é absolutamente

convergente se 3 a, for convergente.

n

1
Caleule §, para a série Ylog e conclua que

n
ela é divergente.

R: a) lim \/(1 _a_) (1 _i)g... (1_5)“=.
S 1 2 n
= lim (1 —?—)Nu - T
n=e0 n

b) 8B,= é[tog (n+1) —log n]=1log (n +1).

Como lr‘fg 8, =+occ, a série é divergente.

0=

4315 — Demonstre que fung¢io continua num inter-
valo nfo passa de um valor a outro sem passar pelos
valores intermédios.

Defina oscilagio da fungfio f(x) em = =a e prove
que em ponto de continuidade a oscilagio ¢ nula.
A reciproca é verdadeira? Porqud?

Prove que num ponto interior de mdximo ou minimo
de f(xz) a derivada f'(x) ¢ nula ou infinita de duplo
sinal.

Determine intervalos de monotonia, extremos e sen-

tido da concavidade de y = _ac_1 3
S

R: Como y =1 +

1 vem facilmente

o que indica que a fungio € sempre decrescente.

R s
¥ 1)
para baixo em (—oo,1) e para cima em (1, + o).

e portanto a concavidade estd voltada

4316 — Prove que f(x,y) ¢ continua num ponto
onde tem derivadas finitas desde que em torno desse
ponto uma das derivadas se conserve limitada.

Considerando @ =¢(u) e y={(u) diferencidveis
em u=1u e f(x,y) diferencidvel em P (a,bd)
(a=w(ug) ,6 = ¢ (ug)) escreva a expressiio da primeira
derivada de F (u) = f[¢,4] em u=1uy,. Deduza a
expressio da segunda derivada.

Enuncie as condi¢des em que a equagdo f(x,y)=0
define uma fungfio implicita % = ¢ (x) na vizinhanga
do ponto P (a,b) e prove que, sendo f(x,y) dife-
rencidvel em Py (ay,b) e f,(a;,b) 50, entio
y=rw(x) ¢ diferencidvel para = = ay.

I. S. C. E. F. — Matemdricas Gersis — Exame final —
Epoca de Julho —(1.* chamada)—15-7-1957.

4317 — 1) Separeoszerosdea® —3a® —4x 4 13,
utilizando a sucessio de Fourier e calcule o menor
pelo método de Newron, em primeira aproximacio.

2) Sejam Al,... 4" e Bn+1 vectores do es-
pago a n dimensdes. Mostre que o iltimo é compo-
sigdo linear dos primeiros sempre que estes sejam
independentes. Qual é a condigfo de independéneia?

Admitida a independ@ncia quais sfo os valores de
3; na composigio B = A4'?

R: Os limites excedente e deficiente, calculados pelo
método de Newron, silo, respectivamente, L=3 e 1=—3.,

Construindo o quadro -3-2—1/10 1|23
{f |- + oo I = S U 1
fl+|+|+]|=(—[-|+
T Y R B I )

o e e e b o
var.f3 |2 |2 |2)12|2(0

verifica-se que a sucessdo de Fourier perde uma varia-
¢ilo no intervalo (— 3, —2) e duas no intervalo (2,3).
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Entio existe um zero no primeiro intervalo e dois ou
nenhum no segundo.

Como em (2,3) "' 50, todas as condigies de Fourier
silo necessdrias mas, como se verificam, nada esclarecem.

Caleulando o zero da primeira derivada em (2,3),
que é x'=2,5, conclui-se pela existéncia de dois zeros
para f(x) pois f(2)>0 e f(2,5) <0.

Ewxistem assim 5trés zegas reais nos
(-3,-9, (2.3) « (3.3)

A menor i}(}lz, g;u’cu!ada em primira aproximagio, €
Ki=—3—;m=‘— +H_——-ﬂ—2,2---

2) Representando por A a matriz [A1A?® .. A"],
a condigdo de independéncia € | A |50, Considerando
o sistema AX =B, os valores de A serdo (x;,Xs,--*X,))
solugdo do sistema.

intervalos

4318 — Deduza o desenvolvimento em série de
1
log (ﬁ), segundo as poténcias de 1/x e apro-
i

veite-o para achar o verdadeiro valor de

41 g
x[:clog (—)—1J para x©=occ.
® ‘
1
R: tog(lﬂ) = log (1+ —) -
x x
1 +

1 1 1
e Tl oA T s L
+1
lim x [x log (-x—) — 1] =
X 2 X
1 1 1
=i A e et B T et | (T
xl_s.n;x[l 2x+3x’ 4x3+ :I
: T 1
=lim|——+ —— s |=m——.
X0 2 3x 2

4319 — Considere a fungio
L
f(®,y) = zy’sen ;J—;f(ﬂ,(’? =0

calcule f;(0,0),/,(0,0) e mostre que f;, (0,0)=
_f;v;- (010)'

Calcule também f,, (x,y) em qualquer ponto dis-
tinto da origem e mostre que esta derivada rectangu-
lar é descontinua nesse ponto. Que conclui deste
resultado sobre a validade da reciproca do teorema
de Scawanz? Porqué?

£(x,0)—£(0,0
Be R0 e =000
x=»0 X

0

£0,y)—£(0,0) _

£,(0,0) = tim 0

&
f(x,5) —£©0,y) _
X

fi(x,0) = lim S =fix.0)
y=>0 y

1
f; (0,y) =lim y? sen —
x=+0

0

£.(0,y)—f,

£y (0,0) = tim -‘E_’!) x(0,0) Py
y=0 ¥y

rrrx(o|0) = lim f&m__i’@ =0
=0 x

i 1 1
Como f,,(x,y) = 2y sen — — cos —, verifica-se que
y y

fi?; f/y(x,y) ndo ewiste e portanto f,(x,y) € descon-
¥=+0

tinua em (0,0). A reciproca do teorema de Scawirz
ndo € verdadeira pois, como se vé, pode dar-se a igual-
dade das derivadas mistas num ponto sem que f,' (x,y)
seja continua nesse ponto.

L S. C. B. F. — Mareudricas Gerais — Exame final —
Epoca de Julho — (2.* Chamada) — 19-7-57.

4320 —1) A funglo r(z) verifica a propriedade
F'(x+1)=aT ().

Utilize-a para provar que aT (z) = (@ —1)1'(z) e
para achar a fungido cuja primeira diferenga é log =
(considere & =1).

2) Determine m por forma que o sistema homo-
géneo

x4+ y+z4+ t=0
2e+3y+z— t=0
e+ 2y—z+ t=0
x4+ 2y +mt=0

tenha solugdes nfo nulas. Qual é neste caso o seu
grau de indeterminag¢io? Quantas solugdes indepen-
dentes existem ?

R: 1) aT(x)=T(x+1)—=T(x)=xT(x)—T(x)=
=(x—1)Tr(x).

Como T (x+ 1) =xT(x), tomando logaritmos em

ambos 08 membros obtem-se logT (x+1) =logx+logT (x)

ou alogT (x) =logx. A fungdo pedida € pois logT (x).

2) A condigdo para que admita solugdes nio nulas
é que

L L L sl
2 3 1-1
1 2=1"1
1 2 0 m

0 que dd m =— 2. Como existe um determinante de 3.
ordem diferente de zero o grau de indeterminagdo € 1,
existindo assim 1 solugdo independente.

4321 — 1) Determine os valores de « e B por
forma que a fungfio 64 aud 4 Bt tenha extremos
para @ =2 e @ =3. Qual é a natureza desses extre-
mos ?

3
2) Calcule P —-

1+x*

e Pe*.x2.
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3) Desenvolva em série de Mac Lavrix a

fungio ———— e determine o intervalo onde é
(+1) (2+2)
vilido esse desenvolvimento.

R: 1) Calculando a derivada 6x5+5axt+4p x-",
terd de ser [ 6-(2)2+5a-2 +4p=0, sistema que
{ 6:(3)*+52-3+48=0
tem a solugdio o« =— 6 B=29.
A sequnda derivada 30 x4 — 120 x3 + 108 x2 ¢ negu-
tiva para x =2 e positiva para x=3. Assim x=2
€ um maximo e X = 3 um minimo

2) P

2 X x? 1
e (s = iy
+x?) + C Perx?=e*x? —2Pe*x = e*x? —
—32(e*x—Pe) =e*x* —2e*x + 6+ C.

1 1 1

U G GrD iH ivE

-2( 1)~=x--—£< —1p -

oy (1 QW) (— 1) xn.

0

O intervalo onde € wvdlido o desenvolvimento
é (—1,1).

4322 — Considere o dominio limitado pela curva
simples fechada T'=g¢ (2,y) =0, interceptada em
dois pontos pela recta r=[x=2at(a®+p2=1).

Py
Sendo z=f(x,y) funcio diferencidvel nesse dominio
e constante sobre T, prove que a sua derivada ao
longo da recta » se anula pelo menos uma vez no
dominio considerado.

Sendo k o valor constante assumido por z=f(z,y)
sobre I', onde estd situado P (a,d) se na sua vizi-
nhang¢a se verificam as condigdes de existéncia de uma
fungio implicita para a equacgio f(z,y) — k=07

R: Sendo ty e t; os valores do pardametro t cor-
respondentes a intersecgdo de r com T tem-se, em vir-

tude da hipitese, f(aty,Bty) =f(aty,Bty). A deri-
f f

va.da de f(x,y) segundo a direegdo r,— 3 B
Y

anular-se-é (teorema de RoriLe) pelo menos uma vez
entre tg e ty.
P (a,b) estard situado sobre T .

Enunciados e solucles dos nimeros 4311 a 4322 de Fernando
de Jesus,

ANALISE MATEMATICA

I. 8. C. E. F. — Andvise Mareuiricn — Exame final
— 20-7-56.

T xsendx

(2 — sen?x)?
a mudan¢a de varidvel definida por z +y == e
calcule-o.

4323 —a) Faca no integral J

.b) Estude a convergéncia de

a z’l
L= | —=ad
;i _,[ Vax — 2 %
Estabele¢a para I, uma férmula de recorréncia;

relacione I, com a fungio Beta;
caleule 1.

R: Por ser dx+dy=0 ven

_[E=nen—y) f« (n—y) sent
© [2 — sen? ('n.' —y)P = (2 — seny)?

y-

T y-gsendy
(2—senty)?

T 3
oy
o (2—sen?y)? 0

T gendy
Caleulemos = Jo o= senzy_)z dy fazendo cos y =1t
mondtona no intervalo (0,x); vem — senydy=dte

entdo o integral transforma-se em

(=4 (l—t!)sw.y d t
LSy 2
Ji (2—1+t2}2 seny

1.1 ¢ M4 42— 942
=] ——dt=1=n ——————+t ok dt
vy Ty

" dt "
- - t-2t(l +t*)2dt =
““,1+t* ﬂj (1 4 t2)

A+ rrls dd
P - 1+t= 1+tz "j_. 1+ ¢

Entdo, o integral dado, representado por 1, tem
o valor

(v —y) sendy
o (2—sen?y)?

'a xll
No integral 1 —f ————dx, quando x se
3 Vax — x2

aproxima de a, a fungdo ndo se conserva limitada,

= gome—I dondel—%.



42

GAZETA DE MATEMATICA

Jb o mesmo nio sucede quando x se aproxima de zero,
porque sendo regulares o numerador e o denominador,
em qualquer intervalo (a,x), com a regra de Cavcny
tem-se

x® nx"

lim

—— = lim i
=0+ {/ax — x? bt (a—2x) 5 (ax — x?)—"

Atribuindo a fungdo integranda, no ponto zero, o seu
valor verdadeiro, isto é, defiuindo-a com continuidade
o integral 1, sd € impréprio devido ao extremo supe-
rior x=2a.

Sahe-se que
= dx syl 1 1 J
J_ (a —x)* 1—a| (a—X)*! akak
i
portanto / ———— ¢ convergente com o<<1, diver-
o (a—x)*

gente com a>1.
Daqui se deduzem as segumtes proposu;oes

Com 0<f{x)§

vergente se a<<1.
Com Iimf (x) (a — x)* = L (finito) e a <1, entdo

tem-se ’ f(x)dx con-
(1]

)a. w

I f(x) dx € convergente.
0
Aplicaremos esta ultima:

2|
lim x* T (a —x)*~ T =X (finito) se o = 3 (qualquer

N—a

que sgja n). ¢
Entilo, o integral 1, = [ 23 + (a—x)~ T dx € con-
w
vergente.

Para achar uma formula de recorréncia, temos

(s gn—"g o 1 =1
I, = ———a— — 23" ———dx =
Ju Va_x a .Ju ik 2Va—x B

:[—2x"'%‘/ﬁ]‘ +2 (n-3) f x'_'—\/a xdx
U] v 0

/"

1 e
+2(n—~——)} x"‘%\/a—xdx.
2/

Vem, entio
L {a—x) > it T
Jo \/3*‘3
xn—l
= (n -é_) ‘/a X — xz r

( %)J Vaxu-xz o

2n—1
I,= 1
n 2!1 al,

dx =

o

(n>1)

Tem-se

8(a,b) = J' X+t (1 — x)v d x

L]
pondoem 1,,x=at vem: Innf x“';_(s—x)-';‘dx—
J o

1 1 1
=-[ a"t =T (1 — t)-Tdt
o 0

donde
1 n 1 1
n=24a 'B(n‘i'?!E =

L dx
Caleulemos 1y = [ ———— fazendo a mudanga
0 Jo V=5 S ng
de varidveis \/x(a—x) = xt ou x = T cuja deri-
dx 2at
vada € o (1_-1-';3)7 . Daqui resulta que a fungio

a
X = R € decrescente de Oa + oo e, tranforma este

intervalo (0, +oo) no intervalo (a,0). Vem, portanto:

. dsx {" 2dt
JoVxa-x)  Jim1+t
= 2[arteg t]}” =2artcgl = %

4324 — Calcule a drea da parede cilindrica do
sélido limitado por

@2+ 22 —2x =0 epor x?+ 22— y?=0.

R: x242*—2x=0 representa um cilindro de gera-

-

trizes paralelas a OY ; podemos pbr (x —1)?+22=1.
A equagdo x2 + 22 — y2=0 dd com y =c circunfe-
réncias, e representa pois uma superficie de revolugio

—>
em torno de OY ; como a meridiana € o par de rectas
reais x2 — y2 = 0, ¢rato-se duma superficie conica de

—
revolugio em torno de OY .

Os pontos comuns as duas superficies estido no cilin-
dro v?—2x = 0 (pontos das duas superficies com a
mesma cota z) obtido, eliminando z. KEstes pontos
projectam-se, sobre OX Y, na pardbola de equagio
y2=2x. Os pontos da parede cilindrica do sdlido
projectam-se num dominio A do plano OXY , que€o
sector determinado na pardbola y? = 2x pela recta
T=12.

Calcule-se a drea da parte superior da parede cilin-
drica. A normal ao cilindro tem parimetros directores
que se vio buscar a equagdo do plano tangente

X —n+ -y +5 @9 =0

2(x_1)(x—x)+2z(z—z)-0
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e sio:
2(x—1) 0 2z

Orientando a normal de modo a ser, do primeiro

—_—
quadrante, o seu dngulo com OZ, temos os cosencs
directores (normal exterior)

(x—1) z
+ Va2’ |+ Ve

g COBYy = ——080—— 0.

™
Temos, com 0< v < —
g +/(x=1)7 z2

Finalmente, tem-se

dxd
A-zﬂ—u=
A COS Y

onde z = + {/2x — x2, e A € o dominio plano atras
indicado.

2[‘ dx dy 9 +v’n
Jv2x-12 J V2x—x2.j\/n

=.4J \/232_" 2dx=4\/_J s/2—x

g --dx
A=— 8‘/2
0 2V

4325 — Mostre que, se a curva definida por
z = (£)

it
2JJ L ey 1o B
z

y =y (t) for plana, o Wronskiano
3 =z ()
= y &
W= |a" y" P
2!yt gt
é nulo.

Prove que, quaisquer que sejam os coeficientes
%2y %4520, h!ﬂllﬂ)l 12571) Yo, 3 curva definida por
T o=l 4+ 2agt + ag
y=PB82+ 2B ¢+ Bo
F=1f+2nt+tTe
é plana. Determine o plano da curva. Estude em par-

ticular o caso
z_FB_1
ag Bt oM

R: Se au curna € plana, as fungdes satisfazem
Ax+ By + Cz + D=0 onde A,B,C ndo simulti-
neamente nulos em nenhum t do intervalo considerado;
Derivando em ordem a t, vem Ax'+By'+Cz'+D=0
qualquer que seja t no intervalo, com A ,B,C ndio
nulos, sempre os mesmos; as fungdes x',y',z' sdo

linearmente dependentes, no intervalo considerado, e
vem a condi¢do bem conhecida W (x'y'z') =0.

O plano osculador da curva, €, sempre o mesmo,
qualquer que seja t

212‘.-"2“1 232"--’-231 2th+2Tl =0
2 2 28, 2712
0 0 0

ou

(*172—B211) (x — %) + (22711 — 21 72) (¥ — ¥o) +
+ (2182 — a2 B1) (2 — 29) = 0

sendo para 18so necessdrio que um dos menores:
Bive—PB271y 221 —a172, 2182 — az By seja diferente
a B T2

—_——=— = —

o B mn

de zero. Se sdo todos nulos, é: € tem-se

directamente das equagdes

x=a;(kt? +2t)+a
y =By (ktt +2¢)+Bo
z=11(kt?+2t)+ 7o

o
x—a y—Fh _ 32—
a4 By ol

4326 — Integre a equagio diferencial
Y —1=(z—y+17

R: E uma equagio de Riccar, admite visivelmente
o integral particular: x —y +1=20.
Para a resolver fa¢a-se u =x —y + 1 e vem

du 1 dy
dx dx
logo
u
—— =u?x
dx
d 1 2
—-—u—xdx ol ——x—-!-C
u? u 2
e portanto
x—y+1=- >
ST

1. S. C. E. F. — Axfrise Marem{rica — Exame final —
18-10-56.

4327 —a) Calcular o mdximo volume dos elipsoi-

des de revolugdo em torno de O_},’, cujos eixos somem
um comprimento constante.

Indique a dedugfio da equagfo dos elipsoides; indi-
que o cdleulo do volume de qualquer deles e, em par-
ticular, o do volume mdximo.
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b) Se A é um dominio limitado, fechado, cubdvel,
compreendido entre os planos z=a,z=254, e é cor-
tado por z=c(a<e<b) em figuras planas quadrd-
veis de drea S (c), sabe-se que, o volume de a é

o
dado porJ S(z)ds.

Enuncie a proposi¢gio generalizada ao espago R,
e calcule o hipervolume de

L Y AL B
a a a b2
x? z?
R: Considere-se a elipse — + 5y =1 e dé-se a
a

rotagio em tbrno de OZ obtem-se

q - g z2 x2 YZ z2
X* 4+ yi=un (1——1’—2—-) ol ;-I-?-FF-I.

b %2
O volume € dado por V = = a? 1——I—-\dz=-=
e bt

=—mnaab.
3 \
Pondo 2(2a +b) =2K, vem: b=K—2a, e
4
entdo: V= 3" a? (K —2a) e determina-se o mdximo

desta fungdo. Tem-se

K 8
V'u-—Bua(a—E) V”:-gfl{—lﬁn:a.

K
Ha minimo para a =0 e mdxzimo para i
. - s x2 yz
O elipsoide correspondente ¢: o Rk %
(3 )
: 4 K K
1 z— =1, e o volume: V——K?T.

3

Se a ¢ um dominio de Ry, limitado, fechado, men-
surdvel, compreendido entre os hiperplanocs x4=a,
xg=Db, e é cortado por x5==c (a<c<b) em sdlidos
tridimensionais cubdveis de volume V (c), o hipervo-

b
lume de a € dado porJ V (x4) dxy (Sfungdo V (x)
w

integrdvel no intervalo (a,b)).
A equagdo

€ um elipsoide de Ry, de revolugdo em torno de OXy;
08 hiperplanos x4=c cortam-no sequndo esferas de equa-
¢do »

2} + x} + x}==—2at ‘(l—-—i,-)
: b?

com volume

V (e) = Eu[a? (1“§)] .
Entdo, o volume do elipsoide de Ry, € dado por :
tad ANNE
V—f_.gﬂ[az(l‘—‘g)] dx,.-
4 s 22\ ¥z
:?ﬂailj—b(l--?) dxd

Faga-se a substituigdo x4 = bseng, mondtona cres-
cente (b > 0) no intervalo (— -;- ,%); vem

V=-§—ﬂ33 /.b (1 --E)shdx. -

v o—b

-%«a%]_

Com integragdo por partes, tem-se

cosopde.

Sk w©| A

1 3 3
rcos‘q:dq::l—[semp cosdo + T 4 Iaen&p]

e finalmente

1
V—?n’a"‘b

A hiperesfera x} + xI + x2 + x2 =1 tem um volume
dado por

1
V= —n?ri
3"
que se dedus, do anterior,com a=b =r.

4328 — a) Calcular ff (z+v—y?)dady,
A

sendo A limitado por 2 =32 e 2 +y =1.

b) Caleule o mesmo integral depois da mudanga de
u=1y —=x
v=y .

¢) em que se transforma o dominio A7

d) indique o valor do integral duplo por meio dum
integral curvilineo ao longo da fronteira dum dos
dominios, de preferéncia, do transformado de A; in-
dique o sentido do percurso,

) calcule directamente o integral curvilineo.

varidveis {
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R: O dominio A € o sector da pardbola x =y? de-
terminado pela recta x + y —=1; as ordenadas dos

LD
pontos de encontro — T + = que representaremos
por ¥g € Yi.
Temos

 d ks ¢

JJA(xr)—\Z) dx dy= Jy. dy-’ &

-J (———y*-i- )dy-=

1 3 _'.?5 ¥
'[Ey‘iy*doh

7 (x+y—y?) dx

Temos gf::i; 6(: ~ e 1; a transformagio
0(x,¥)

du plano (x,y) no plano (u,v) € univoca, reciproca
mas inversa porque o iacibiano € negativo.

A pardbola x =y? transforma-se na recta u = 0;
a recta x+y=1 transforma-se na pardbola v+ v—

1
que temn o eixo na recta W = -- —

(a + 1) ’ )

5
e 0s seus pontos de uu—z até U=+ oco.

O dominio A transforma-se, portanto, no dominio
A', que é o sector da pardbola v¥ + v— (u +1) =0
determinado pela recta u—=0.

O integral duplo, transforma-se em:

|2(x,¥)

J ](x-ly 2",;dxdv--JJ (v—mu) d( v
=fJM (v—u)-du-dv-j. dv.f‘-:.;.v.l du
y-[_v(vz+v_h1)+ﬁz+;__l)z:|dv_

vi |
~—v——v +IU ;

ALGEBRA

F. C. L. — Acomsra Suveesior — Exame final — (2
chamada) — 7-1955.

du dv

4330 — Mostre que a caracteristica duma matriz
simétrica real é igual ao nimero de valores préprios
significativos dessa matriz.

4331 — Seja f (2) um polinémio de grau n e a
um numero real on imagindrio diferente de n. Mostre

Para indicar o valor com um integral curvilinio,
recorre-se a4 formula de Riemanx:

J 13
JJ; (v —u)dudy = JI (vu - %z)dv

(r! no sentido directo).

dxdv-nj Q(x,y)dy.

Vem

Caleula-se o integral curvilinio, separando em dois

5
integrais, um ao longo do eizo OV e faz-se u =0 na
Sfungdo, outro ao longo da pardbola e faz-se u = v +
+ v — 1 na fungdo

& 2 Yy
J (vu —-u—)d\r-—
j i 2 Yo
¥ 2 — 1)
+J |:\r(v2+v_1)_(.l+v—):|ll\?=
¥ 2
1 1, w
Y B e e )

4329 — Resolva a equagio dlf’erenclal:
—y3=0.

R: y'(y — xy' — y'?) = 0 donde y' =0 o que dd
y=c e tamdém y — xy' —y'2=0. Pondo y'=p,
vem:

O-dv +

e oy

¥=xp =pl =l

; dp dp
ederivandoem ordema x: p—p—x——2p—=0
dx dx
on
d
(x—2p)2=0 p=c
dx

que conduz ao integral geral y —xc —c2=0 ¢ ao
integral particular y — % - % x2=0,
O integral geral da equagdo proposta é:
(y—0):-(y—xe—~c) =0

Enunciados e solugBes dos niimeros 4323 a 4329 de J, Ribeiro
de Albuquerque.

SUPERIOR

que se todos os zeros de f(z) se encontram no inte-
rior duma circunferéncia C, toda e qualquer raiz z

da equagdo:
F@E)=af(s)~2f (z)=0
pode por-se na forma:

2 =

§

a—n

onde £ é um ponto interior a C.
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4332 — Diz-se que o modulo M ¢ ligado a G,
(grupo simétrico) se para:

a) meM e o6&, se tem mIeM.

b) (mo)t=m-0t com te®, (associativa).

¢) (m+m'ys=ma-+ m's (distributiva).

d) me =m, ¢ elemento unidade de G&,.

e) Seos elementos de &, sfo automorfismos de M.

f) ze M é simétrico se zo0=1=z.

g) ze I ¢é anti-simétrico se z¢ = + z consoante

6 é permutagio par ou impar.

Provar:

a) z é simétrico se e 86 se z1 =2z para qualquer
transformacio «.

b) z é anti-simétrico se z1=—=z para qualquer 1.
¢) o elemento +2s com se@, éanti-simétrico.

GEOMETRIA

F. C. P. — Grougrria Sveerior — Bxame final —
7-957.

4335 — Seja E um conjunto arbitrdrio, e desi-
gnem X e Y partes de E®. Representemos por
Xo Y a totalidade dos elementos (a,’) de E? tais
que existe em elemento ce IZ para o qual (a,c)e X
e (c,b) e Y. Mostrar que é associativa a lei de com-
posigdo assim definida sobre P (E?).

4336 — Seja E um espago vectorial de dimensio
finita. Mostrar que, sendo f e g dois endomorfismos

4333 — Dividir a matriz [224+3 2= 1
x? 2 2z
1 2 3
pela matriz [z — 2 0 0
0 r—2 0
0 0 x -2

4334 — Partindo do conhecimento da nog¢do de
elementos associados mostrar que:

a) se (a,b) e (a,c) slo associados da unidade,
(ba,b) também o é.

b) (a,b) e (a,c) sendo associados também o é
(a,be).

c) (a,b) e (c,d) sho associados desde que o seja
(ac,bd).

SUPERIOR

de E tais qne gof=1 (I, identidade), entfio g e
f possuem inversas.

4337 — Mostrar que, se uma parte X de um es-
pago vectorial E ¢ uma variedade linear afim, toda
a recta que contem dois pontos distintos de X estd
contida em X.

4338 — Num espago vectorial real E chama-se
cone de vértice xy toda a parte X de E que é reu-
nifio de semi-rectas, abertas ou fechadas, de origem
g . Mostrar que, para que um cone C de vértice 0
seja convexo, & necessdrio e suficiente que, quaisquer
que sejam x e ¥y em C, se tenha = + yeC.
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O presente livro, dedicado a estudantes e engenhei-
ros electrotéenicos, pretende chamar a atengfo para
a simbiose da electrotecnia e das matem:diticas e foi
escrito como contribute para atulhar, um pouco que

seja, o fosso bem largo que em Portugal separa a teo-
ria da prdtica — diz o Autor.

A seriedade com que se tenta realizar o objectivo ex<
posto, obriga-nos, s6 por si, a considerar mais uma vez
o problema do ensino das matemdticas (o mesmo se
pode dizer a respeito da fisica) aos futuros técnicos
e a reconhecer que a politica seguida na resolugio
de tal problema tem contribuido, fundamentalmente,



