GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Maremdricas Gerais — Exame final —
Outubro — 1958.

Teéricas

4417 — Em que intervalo é decrescente a fungio
f{:,;) - gttnxp
Justifique a resposta.

4418 — Mostre que toda a fungdo integrdvel no
intervalo (a,bd) é limitada.

4419 — Que valores podem ter os elementos de
uma matriz hemi-hermitica ?
Justifique a resposta.

4420 — Qual a equagio de um plano definido por
3 pontos ?
Justifique a resposta.

4421 — Mostrar que toda a série convergente goza
da propriedade associativa.

Prélicas
4422 — Primitive a fungdo
+ a2 —1.

x+4 ¥ i
— e*" X cos X
x?4+1

4423 — Calcule os mdximos e minimos da fungdo
f(x) =gen?4x +sen2x.

4424 — Escreva os comprimentos dos eixos da
cénica x?+4y? — 8=0, a excentricidade e as equa-
¢oes das directrizes.

F. C. C. — Maremiricas Gerats — Exame final —

Outubro — 1958.

Tedricas
4425 — Em que intervalo é crescente a fungio
f(x) = sen 2z, quando = varia de zero a 2n?
Justifique a resposta.

4426 — O que entende por infinitamente pequeno?
hn

Justifique que =7 é infinitamente pequeno com —

n n

sendo A>0.

4427 — O que entende por matriz hemi-simétrica?
Em que casos ¢ o seu determinante nulo ?
Justifique a resposta.

4428 — Indique alguma propriedade do integral
indefinido f’f(e)d:.
- Justifique a resposta.

4429 — Designando por §;,8S,,S;, as raizes da
equagio em S de uma quddrica, quando teremos um
elipsdide ?

Justifique a resposta.

Prélicas

s
2tx

4430 — Trace a curva y = e

x—2

-
4431 — Calcule o integralj dz
o x?

—7a:+_1§

4432 — Escreva a equacgio do didmetro conjugado
com arecta y =2x+ 1 da conica =2 — 4y =1.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais —4.° exame de
frequéncia ordinario — 21-2-58.

4433 — Defina limites de Weiersteass dum con-
junto (w,).

Enuncie ¢ deduza as condigdes que caracterizam
estes limites.

(_1 nt
2:;
o8 seus limites de WeiersTrAss, bem como os pontos
de acumulag¢io, os pontos isolados e os pontos fron-

teiros, caso existam.
Quais as possiveis relagdes entre os limites de
WeiersTrASs € 0 minimo e mdximo dum conjunto.

5 1
R IR s
1 )

Congidere o conjunto u,=1+ e indique

O dnico ponto de acumulagdo

€ 1. Todos os pontos do comjunto sdo isolados no con-
Jjunto e fronteiros (1 também € ponto fronteiro).

4434 —1) Deduza as formulas de Girarp e apro-
veite-as para calcular a soma e o produto dos inver-
sos das raizes dum polindmio.
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2) Sendo os polinémios 4 e B primos entre si,
mostre que a condig¢io de primigeneidade AU+ BV =1
86 pode ser verificada por um dnico par de polinémios
U e V, inferiores em grau, respectivamente, a B e 4.

Determine m por forma que o polindmio 23+3z+4m
tenha raizes iguais.

8) Mostre que o polinémio interpolador nfo
depende da seriagio dos pares de valores {:‘ . Como

(]
justifica entfo a aparente diversidade de solugbes que
surgem da regra do zigue-zague?

Utilize a tabela de diferengas divididas

o | lw 1508 |

T | up
@y | wy | So1| 83re
x| uz| ¥
para exemplificar a resposta.

Calcule um polinémio de grau nfo superior a B
que represente aproximadamente a fung¢io f(xz) =
= x4 + 8> —1 no intervalo (—2,1).

R: 2) m=+2i

3) —2x34+x24+65x-—-1

4435 — 1) Indique a condigio para que as colu-
nas de uma matriz sejam linearmente dependentes e
prove que se as colunas completas sio dependentes
também o sfio as colunas incompletas. £ a inversa
verdadeira?

Justifique a resposta.

2) Considere o sistema AX=B5, de m equagdes
a n incognitas, em que A tem caracteristica r e
analise o caso r=m<<n por meio da teoria dos deter-
minantes.

Determine « por forma que o sistema

2+y+e+t=2
z+y+a—t=2
z—y+zs—t=2
t—y+s—38t=a
seja indeterminado de grau 1. Apresente neste caso
a sua solugdo.

R: 2) r=2—z

t=0

a=2

y=0

I 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.° exame de
frequéncia extraordinario — 29-3-58.

4436 — Dado o conjunto infinito X, defina ponto
de acumulagdo de X e prove que neste conjunto hd
pelo menos um ponto de acumulagfo.

Em que condi¢des admite X minimo ? Justifique
a resposta.

4437 —1) Deduza a férmula de Moivee e apro-
veite-a para exprimir cosn6 num polinémio em cos®
e, 8¢ n ¢ impar, sennf num polindmio em sen®.

2) Diga em que consiste o problema da interpo-
lagio polinomial e mostre que este apenas comporta
uma tnica solucio.

Duma fun¢lo interpoladora sfo conhecidas as
seguintes diferencas finitas:

0f(—1) = —4 A0f(0) = —1
altf(—1)=3 alf(0) =3
a2f(—1)=0 azf(0) =4
alf(—1)=4 alf(0) =4

Deduza a respectiva tabela de diferencas, caleunle o
valor de f(3) e determine, por ltimo, a interpoladora.

4438 — 1) Considere o sistema linear e homogéneo
MX =0, de m equacgdes a n incégnitas, de carac-
terfstica p. Mostre que a condigfio necessdria e sufi-
ciente para que os vectores X1X2...X? formem um
contra-resolvente é que eles permane¢am independen-
tes depois de multiplicados por M.

2) Enuncie o teorema de Liarrace e indique o sen
préstimo na dedugio da regra de Crames.

Discuta o sistema:

u+o+y -3
x—y =38
u +y+3z=3
u +y+32=0
2—y+22=1
U+ +y+ s=a

Bolugles dos niimeros 4456 a 4458 de Fernando de Jesus.

1. 8. C. B. F. — Mareuiricas Geras — 2.° exame de
frequéncia ordindrio — 30-6-58.

4439 — Resolva os seguintes problemas:
1) Decompor em quadrados x,x; + a3 + ¢ 25 -

2) Dados os planes my=2 +2—23=0,m=
—x+ay+2=0¢e ng=ax— By —4 =0, determi-
nar as condigdes para que eles contenham: a) um
dnico ponto comum; ) uma mesma recta.

8) Calcular P sec’z.
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R: 1
) 4 5'3:|¢3
T P
SES ARy
1 il
2 0 ] l 0 “—"fi-Eﬂ:i'i-ﬂi:
1
Iy 3
1 1 o +1
&y o ey g ey g%
1
— 0
T3 3
T3
1 1
x3 -——;- “‘"’f3=‘-I;L’3

1 2
Entido sera: =] —4f3+16 3 = (E =y + _1-,2) =

3! 2
—(En +ar.,) + =3

1= 0% 1
2) Como A= | —1 a 1| =28 — a2, a condigdo
a—fpf 0

para que os trés planos tenham um unico ponto comum
€ que A0 ou 2Bs£a?; para que contenham uma
mesma recta € necessirio que 8 =0 (a*=28) ¢ que o
caracteristico

1 198
—1 1 0 | se¢ja nulo («p=4). As duas eondi-
a 0 4
3 =
cles {" B dio facilmente a =2 ¢ B = 2.
af=4

3) Psec3x—=Psecx(1+tg?x) =Psecx+Psecxtg’x=
=logtg (% + %) + sec x tgx — Psecix

B 1l taf = ™ 1 .
secx---ﬂ— ogg—2—+T +§aecx 2 X

4440 — 1) Enuncie e demonstre a condigdo neces-
sdria e suficiente de convergéncia de uma sucessio.

Seuls lim - 1 \hen i <
Caleu Lis (1+ ?) , enunciando as pro

posigdes a que tem de recorrer.

2) A que condigio deve obedecer a sucessio a,
para que a série kag— kay+ kay—kas+ --- Seja
convergente ? Justifique.

Determine o intervalo de convergéncia da série

@y a2 Ay
P L e e W L e R
x x3 x"

Defina série absolutamente convergente e indique
algumas das propriedades mais notdveis destas séries.

R: 1) lim ’(1+i)lm_zs:m(1+ l)'?=
= = n=ge n

1 n7] legn
= lim [(1+ <) ]T= o i
n—o n

_ 1
2) Sendo ) =limy/|a,| e X=|-—m‘: a série sera
x

j |
absolutamente convergente quando X << = ou X>1 e
X< —A.

4441 —1) Prove que f(x), continua em (a,b)
toma neste intervalo todos os valores desde o minimo
ao méximo. Estude a continuidade e derivabilidade
i oty {8 (x>0

e~=(x<0)
¢do tem um extremo.

e mostre que em x=0 a fun-

2) Se no intervalo (a,b) a sucessfo de Fourier
¢ de 5.* ordem e apresenta as seguintes variacgdes:

a | b
f |+ |+
£l-1-
indique, justificando, o ndimero de
M| + | + | zerosde f(x) e sucessivas deriva-
su | - das até figj) no intervalo (a,b).
fﬂ\") + 4+
f\'l =y —

3) Diga quando é que f(x,y) é fungio diferencis-
vel e demonstre alguma proposi¢io que garanta a
diferenciabilidade.

Utilize a formula da derivagio da fungfio composta
para deduzir a expressio da derivada de y = g(z)
definida implicitamente por f(z,y) = 0.

e*(x>0)
e*(x<<0)
em todos os pontos de (— oo, + co) e admite derivada
em todos os pontos, excepto em x =0, Como f',(0)=1
e f',(0)=—1 a fungdo apresenta um minimo em x=0.

R: 1) A fungdo f(x)= { € continua
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I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerats — 2.° exame de
frequéncia extraordindrio — 7-7-1958.

4442 — Resolva os seguintes problemas :

1) Achar as raizes comuns a o4 4+ o3 — 22 42 —2
e 3 —x?--4x + 4, utilizando a teoria da elimina-
¢do.

z—y—z=0

2) Dada a recta rE{ e o plano

2+y+21=0
n=2x —y — 2z =0 determinar o plano 2 que passa
por r e é perpendicular a =.

3) Calcular Plog (1 —x%) . Ache o desenvolvi-
mento em série de log (1 — x?), segundo as poténcias

log (1 — =?
de =z, e.aproveite-o para calecular lim oAl — &)
a=0
R: 1) 1 —1-4 4 (0)
1 1—-1 1 -2
A=—1 2 3-3-2
Ap=—2 5 5-10
Ag=—5 10 10—-20

A,__IOI 20 20 —40

5 5 —10 8.
R=|[10 10-20| =0 R; = ‘m w| =0 Ry=5
20 20 —40

B =5 Bl=—10;

A equagdo das raizes comuns é Ryx?+ Rix +
+ R =0, ousga 5x2 4+ 5x — 10 = 0, cujas raizes
sdo xy=1,x3=—2.

2) O feixe de planos que passa por r € represen-
tado pela equagdo (m +1)x + (1—m)y+ (1 —m)z+
1=0. O que € perpendicular a = satisfaz a condigdo:
214+ m)—(1—m)—(1—m) =0 ou 4m =0 que
dié m=0.

O plano pedido é assim x +y +z+4+ 1 =0 que é um
dos que define r.

3) Plog(l —x?) =Plog(1—x) + Plog(1 +x) =

x x
log (1 - P
—x+x°g( o) 1+x

—!.'log'('l—x)nl—l:‘1
: 1
=xlog (1 — x) +P(—-1)+Pi-——£ + xlog(1 + x) —

1
—P1 +Pm—x]og(1-x)~—~x—log(1-—x)+

xlog (1+x) —x+log (1 + x)=xlog (1l —x2) —2x +
1+x
1—x

+ log

O desenvolvimento em série, valido para |x|<1, é

6 xb 8 x20+2
log(l—x)=—x2— — — — — — — 0. — — e e
e 273 4 n+1

x4 x6
SR I =T O
. log (1—x2) , 2 3
portanto: lim = lim
=0 X =l x2

=—1.

4443 — 1) Enuncie as condigdes a que deve satisfa-
zer (u,) para que wu, tenha limite (finito ou infinito).

Quando se confundem os limites minimo e mAximo
de uma sucessfio, respectivamente, com os limites
inferior e superior do conjunto dos seus termos?

L
Prove que lim (1+ i) = 0.
r=a n

2) Enpuncie algama proposigio que garanta a con-
vergéncia uniforme de X|u,| e aproveite-a para pro-
var que Za,x" e a sua associada sio uniformemente
convergentes em qualquer intervalo interior ao inter-
valo de eonvergéncia.

3 n+1

Determine a natureza de Xlog (T), recorrendo

a S

n

+1
R: 2) =Zlog (-n—) equivale a [log (n+1) —
n
—logn] e esta série € redutivel. Facilmente se vé que
S,=log(n+1).
Portanto L‘_‘E S, = oo e a série € divergente.

4444 — 1) Demonstre o teorema de Cauchy para
as fungdes regulares ¢ (x) e ¥ (xz) e deduza o método
de primitia¢io formal de um produto.

2) Deduza o teorema dos acréscimos finitos para
uma fungfio de duas varidveis f(x,y). Que se deve
exigir a f'.(»,y) e f',(«,y) em torno de P (a,b)
para que f(z,y) seja continua nesse ponto.

Fernando de Jesus

L S. C. E. F. — Mareudiricas Gerars — Exame final —
Epoca de Julho — (4.* chamada) — 1958.

4445 — Utilizando a teoria da eliminacfio, deter-
minar o8 paridmetros « e B por forma que os poliné-
mios

f(x)=a} — 22—z +a
g(x)=2%—622+11x—§

admitam duas raizes comuns. Calculd-las.
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R: 1| —2 -1 @
1 -6 11 —8
—1 —4 12 —a—B
4 4 —4—a—B da
—4|4—a—8 444a —4a

Para que existam duas raizes comuns € necessario
que Ry=| —4 12 =0, o que di —a—f=
4 —4—-a—p
= —8.
Entio terd de ser R = | —4 12 -8
4 —12 4da
—4 4440 —4a

=0,

0 que acontece com o = 2.

Qs valares dos pardmetros sdo entio a =2 e f=6.
A equagdo das raizes comuns € Ryx2 + Rix 4+ R} =0,
ou —4x2+12x —8 =0, cujas raises sdo xy =2 e
X3 = 15

-z -z +1
4446 — 1) Calcular P— ——— —
) Calcular oy

4447 — 2) Estudar a fungiio y = cos (z + a) +

s —:- (a>0), no intervalo (—m=,=).

R: 1) E-wrtraindo-se a parte inteira tem-se

xA—_x3—x+1 x34+x24x-—-1

et ek

x4 4 x2 x4 4 x2

A teoria da decomposigdo em elementos simples ensina

34+ x24x-1 ag+ayx So

e x2(x2+1) = x2 x2 41

a; constantes e Sy um polinémio do 1.° grau ax + b.
Obtem-se facilmente ag= —1, aj=1 e Sy=12.
Entdo

, COm @ €

4 —x3—~ 1 1 1 1
X_X.J__pl.}.p____p__gp
x4 4+ x2 x2 X

x241

1
=x—— —logx — 2arctgx + C.
X

2) O dominio € (—=, +=) e a fungdo € continua
em todos os pontos. Intercepta o eixo dos yy em (0,a)

= ™
e o eixo dos XX num ponlo entre X = — =« S T

™
A fungdo tem um mdaximo em x = i a e um mini-

on 2 ™
mo em T —a, € crescente nos intervalos | —m, < —a

6
A concavidade estd voltada para cima em

” ™ (fr bas
—_— —— e —_—— —
™y 2 a 2 7 a € para Lairxo

n 1: 5w
e ——s——a,w e decrescenle em F—a,—r——a.

em (— % —a, % — a) . Apresenta pontos de inflexdo

© ™
em X = —~2——a e x-?ma. Ndo tem assintotas.

-1 0
4448 — Dada a tabela s
y 0 SBae

teoria da interpolagfio para determinar a fungfo
y=r(x,?).

Calcular a por forma que a equagio f(z,f) + x+2=0
defina, na vizinhanga de z = —2 um fungio impli-
cita ¢(x), com um extremo neste ponto.

utilize a

R: A férmula de Greeory-NEwrton dd facilmente:

-8
Y=+t +x(x+1) = —.

para que f(x,t)+x+ 2=0 defina uma fungdo
t(x), na vizinkango de x = —2 e com um extremo
neste ponto, tera de ser:
f(—2,t)=0
fi(—2,t) +1=0

3
Verifica-se também que f) (— 2, \/ﬁ) =

3
sistema que di a=6 ¢ t=1/2.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gurats — Exame tinal —
Epoca de Julho — (2.* chamada) — 19/7/58.

4449 — Utilize a teoria dos determinantes para
estudar o sistema
x+y—e=2
x—y+2z2=0
z+3y—4z=4
z2—-3y+5s=m

Faga a interpretagio geométrica dos resultados
para os diferentes valores de m.

p I [ |
1 -1 2
R: Da matriz dos coeficientes e
1 -3 5

o determinante de maior ordem significativo que se pode
extrair (determinante principal) € de 2. ordem, por

R
exemplo, & = et
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Podem construir-se dois determinantes caracteristicos:

j L g o S
Al=|1—1 0] e a"=|1 -1 0.
1 3 4 1 -3 m

O primeiro € nulo e o segundo 86 € nulo com m =12,
Entdo o sist € si te tndet ado se
m=—2 e impossivel se m :,’: — 2.

A interpretagio geométrica € dbvia: as duas primei-
ras equaghes definem uma recta pela qual passa também
oplano x +3y —4z=4; se m= —2, o plano
x—38y + 5z =—2 passa pela recta e, se m=fE — 2,
serd paralelo & recta.

4450 — Resolva os seguintes problemas :

1) Daterminar 2,8 e 1 por forma que a fungdo
x2 4
y B+ 1
apresente a concavidade voltada para baixo em
(—oo,—1) e para cima em (— 1, + oo) e tenha
uma assintota de coeficiente angular igual a unidade.
Caracterizar o extremo e determinar a ordenada na
origem da assintota.

2) Calcular Ptghx.

(u B,7#0) tenba um extremoem x=1,

Bx2+2yx—a?B

B:i 1) ylm . Para que a fun-
)iy B+ 1)
gdo tenha um extremoem x=1 terd deser (1) B4+27—
2 2
—a2B=0. Como },u_g_')’ LA e e

(Bx+7)3
quanto & concavidade exige (2)7 =B. O coeficiente
angular da assintota calcula-se do seguinte modo :
lim f(¥) lim =2+« 1
X—=00 x x—boonz_i_Tx—ﬂ.

Como m =1, vem (8) = 1. Ascondigies (1), (2)
e (8) dio a=+y3,B=1,7=1. A ordenada na

origem da assintola € p = x[_l_[go [f (x) — m x] =

lim 3 —x
X000 g 4 1
x = 1 € abeissa do minimo.

Como y'"(1)>0 o ponto

= —1

2) Pigix=Ptgix- tg?x = P (sec?x —1) tgx=

tg x
=P tg?xsec?x — P (sec?x —1).= vgaT — tgx+x+e.
4451 — Resolva os seguintes problemas :

1) Dada a fungfio z = sen (z+y), calcular 3%
e o 4
dz(ayt—l

Saopondo z=t+ a e y=1¢— b, aplicar a regra

. dar
de derivagdo da fungdo composto para calcular #‘ 2

2) Sendo f(x,y) =2y +cxl+axy+de +
+ y — 1, determinar ¢ e d por forma que na vizi-
nhan¢a de =z =1 a equagio f(x,y) =0 definauma
fungdo implicita y (x) que tem um zero duplo nesse
ponto. Em x =1 a fungfio y(x) tem um extremo?
Justifique.

oFz ™
R 1) x—k—sen(x+y+ki~)
otz 3
dT’aF‘-m (x+y+k—)
dnz £ g\ gaf
ae (T*ﬂ) YT (1)dx“_'dy
() --+d'-l—f-2“sen x r+n—
2 dx"”dy dyn +Y 9/
2) Para x=1 vem y =0 e entdo terd de ser:
£(1,0) =0
£(1,0)=0
£, (1,0)£0.
d =
As duas primeiras equagies dio {;:_'_d_l{)’
sistema cuja solugio é c¢= R d —%. Como

f (x,y)=3x2y2+ 2xy +1, vem £,(1,0)50. Em

4z
x=1 a fungdo y (x) tem um minimo porque (_y) =
1

fi2(1,0) ot
2L,
- — =3>0.
5a,0 .
Resolugbes de F do de Jesus.

&

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerais — Exame final —
Prova prética — Epoca de Outubro — 45-10-1958.

4452 —a) Calcule as raizes de ¢ (x) = 224 —
— 1323 + 1222 + 172 — 10 e determine a expressio
lagrangeana do polindmio que para esses valores de
x (por ordem crescente) se reduz a 1, 2, 6 e 3, res-
pectivamente.

4453 —b) Prove a independéncia das formas

al xa que t8m por matriz

i [ R L (s
pies 1 -1-1-1 1
Tl ~1. A
Tl 15=1 .1

e resolva o sistema af xa = b;.
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R: a) As possiveis raizes racionais L4 sdo as
sequintes :
| 5
i11i23i51i101tiai‘§
1) =8
Como, {?( ) verifica-ge imediatamente que
¢(-1) =0

—1 € raiz. Efectuando a divisdo de ¢ (x) por (x+1),
obtem-se o cociente @ (x) = 2x3 — 15x2 4 27x — 10,
sobre o qual vai incidir a pesquisa das raizes. Como

{w(l) - ga=peg
91(—1)=-564=p+gq
o8 seguintes valores:

permanecem possiveis raises

1
2 —
55

Pela regra de RurFivy, aplicada a ¢ (x) , conclui-se

Sfacilmente que as raizes sio efectivamente 2,5 e I

A sequnda parte do problema corresponde a determi-
nar o polinémio interpolador (forma lagrangeana),
1
x| -1 — 2
dada a tabela 2
u 1552 6 .8

f(x)= zw.( )u‘ em que:

. Esse polinémio €

3—0 l(xl)
99 (x) = l(i =2x3—-15x2427x—10, ¢p(—1)=—54
x+1
Pix 1 81
91 (x) = ( : =2x3—-12x24+6x+20 , “(?)_ =
X ——
# (x)

9z (x) = — =2x3-9x2—6x+5 , 9(2) =— 27

% (x)

o {x)———2 x3—38x2—3x+2 , ¢; (5) =162
Emntao,
2x3 —15x* 4+ 27Tx— 10
f(x)= = -1+
2x3-12x24+6x+20 2x3-9x2-6x45
81 AfesT o N
T3
_|_2:3—3:1::?3—3:4-2_3:_ﬂx3 +2—832+
162 81 27
+£x - e
27 81

8 s B LSy |
1-1-1-1

b) C determinante -—

) Como o e TR S 850,
Tl al—1

de A € 4 e as formas sdo linearmente independentes.
O sistema € indeterminado de grau 1 e a solugdio € a
sequinte:

by—x 1 1 1
s e
by =gy L1
by—=x; 1 1-1 1

Xy = — 5-—-8 = (b1 +by) —x
il h1—15 1 1
1 bg—-x;,—l—-l
1 b;-—X5—1 1
1 bg'—'“x_r, 1—1

Xy == —8

ete.

4454 — a) Calcule Pz -arctgz.

1
4455 — b) Desenvolva ——— em série de Mac-
(1—=x)p?
-Lavsm.
R: a) Px:.aretgx X2 | aret J 2 L
' . ar -— Y P e g e
S B S M L d T A

3 £ 1P1+lp 1 2 ¢
- — arelg X — — — P —— = — arctgx —
Rk TR R e P
e a
— —x+ —arclgx S
2 e
1
b) i -1 x4+ X2 4 X3 4 o0 4 X 4 -
—x
-, x| <1
o
1
—_— =14 2x43x2 44 X3 D X
(1=x)%
=2+, x| <1
0
1

1
+n(n—1)x"2 4...) =
oy o KL
2

1]

A | o e L

4456 — a) Em que condigdes define

MR

uma rotagéo de eixos rectangulares?
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4457 — b) Supondo tais condigdes satisfeitas,
mostre que se tem sempre
=z Pt

#s  o's
d—a;*b?-w-l-d—yg (z=f(z,¥)
R: a) Com al =cosa, a} =sena, a} =sena ¢
al= —cosa.
b) x=1x'cosa L y'sena

y = x'sena — y' cos a e portanto:

0z 0z 0z
—c0fm + —é8ena
ay

ox  9x

dz 0z z
— = —geNna— —CoSa
dy' dx ady
As derivadas de 2. ordem caleulam-se rapidamente,
uma vez que as relagles de transformacdo sdo lineares.
Assim:

Jz *z 0tz 0'z

——cos?a+ 2 cosa - sen o + — sen? a
ay?

ox?  ox? 0x9y

2
ﬁ_ﬂ“"zm,ﬁg ol cmm-seﬂa+ﬁcaﬁ o
ay'* oJx 0xdy 0y?

e, somando membro a membro, obtem-se a igualdade
proposta.

Fernando de Jesus

CALCULO INFINITESIMAL

F, C. L. — Cdvouro IxFrsiresimar — 2.° Exame de Fre-
quéncia.

4458 — a) Enuncie o teorema relativo 4 existéncia e
derivabilidade de um sistema de fungdes implicitas e
deduza as expressdes das suas derivadas de 1.* ordem
em relagio as variaveis de que dependem.

4459 — 5) Enuncie as propriedades que respeitam
‘v

F (y) -J f(z)dz onde a se considera

constante. Indique qual a derivada em ordem a ¢ da

o

a funcglo

fangdo y (f) = Bf(a:)d:r, onde B se considera cons-
3

e defina integral indefinido.

4460 — c¢) Defina curvatura e torsio de uma cur-
va torsa num dos seus pontos e escreva na forma vec-
torial e na forma cartesiana as férmulas de Frexer-
-Sereer, indicando o significado das grandezas que
nelas figuram.

IT
4461 — a) Classifique a quddrica de equagio
222 - 222+ 220y —2yz—2—2=0.

Em seguida determine uma equaglio candnica da
superficie
osy?! — 222+ =0

4462 — b) Determine os pontos de coordenadas
extremas da curva de equacdes

¥ +y?—3atxy=0 (as£0,c").

4463 — ¢) Dada a expressio diferencial

d?y dy
=LA gy
d a? i€ y)dz
Mude as varidveis = e y nas varidveis u e v
(u ind., v dep.), sabendo que as equagoes de ligagio
sdo
L4

z = logu, y-‘E.

F. C. L. — Circuro InFisrTesivar. — Exame final — 4.2
época — Julho 1958.

4464 — a) Defina envolvente duma familia de
superficies, caracteristicas e aresta de reversio, enun-
cie as propriedades da envolvente e aplique os con-
ceitos definidos 4 determinagdio da equacio geral das
superficies cilindricas.

4465 — b) Escreva a equagiio vectorial das super-
ficies regradas, indique o significado das grandezas
que nela figuram, escreva a equagfo do plano tan-
gente num ponto de tal superficie e deduza a partir
dela uma condigio para que a superficie seja plani-
ficdvel.

4466 — c) Defina equagio diferencial de ordem n;
considere o caso particular da equagdo diferencial
linear e homogénea e enuncie as suas propriedades.

11

4467 — a) Ache uma equagfo cartesiana da envol-
vente da familia de superficies de equagdo

z—y+8rz+2(32+1/3) =0.

aonde % é o pardmetro da familia.
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4468 — b) Calcule o volume da regifo do espago
limitado pela superficie

=0, 2?—4a2+y2 =0, 2+ 42 —4y=0, z=xy.

4469 — c) Determine a solugfio geral da equagio
diferencial

yll‘+2yl+y_m_

F. C. C. — Circuro InrFrvitesimar — (2.* chamada) —
Fevereiro de 1958.

4470 — Calcule o comprimento do arco da cicléide
x=0—send, y=1—cosd compreendido entre 6=0
6 §=2nx.

el 7 4 1 T e an
R: s8=2 sen —0d o = —4 | cos — = 8
0 2 I 2

0

4471 — Determinar a série de Mac-Lavmin para
dt

Vioe

arcsenx utilizando arcsenz = J

Zz+ Bz
AT

x 1 22 3zt )d
arcunx-—o (+?+T+ Z ==

s PSR, ]
3¢ N Gt A ’

x3 1.3x5
P T P TR

T - s v

4472 — Desenvolva em série de Fourter f(z)=|x|
para ze[— m,n].

4473 — Determinar os mdximos e minimos da fun-

¢io
f(2,y) ==+ + 3wy
R: ﬂ =0e £ = 0 sdo satisfeitas para x=y =0
Jx Iy

en=y=—1. No ponto (0,0) ndo existe nem ma-
zimo nem minimo. No ponto (—1,— 1) existe um
mdaximo cujo valor é f(—1,—-1)=1.

4474 — Calcular o comprimento do arco da curva

v=08,y=1t"de t=0 t=4

s-f \/ +—t‘2tdt—

27[(1+;t’)3] =—(37V"*7)

4475 — Desenvolver em série de Mac-Lavrin e
senxz e derivar para obter a série de e*cosx.

R = (1 -—’ _’
- el aen
: e*senx ( + x + + — 4+ )

x3 x5 5 x3 x5
(xha+5_1+...)=x+x +-§..-.—36+-..

d
5 (e*senx) = e“senx + e*cosx =1 + 2x + x* —
x

x4 x4
—— — .., Entdoe*cosxw (1 4+2x4+x2— — — ... | —
6 6
xi = 3B x3
- gEIE e iRy O ak o | e e
(x + x*4 3 30 ) +x 3

4476 — Desenvolva em série de Fourmme f(z) = x*
no intervalo 0 <z <2x.

R

n

4477 — Determinar o gradiante no ponto P (0,3)
da fungfio z=ye~.

d
R: No ponto (0,3) na direcgdo s,d—z=3m+
8

dz
+ sen0. Para determinar 0 para o qual — seja

ds

maximo resolve-se diﬂ (—3—2-) = — 3sentd + cos =0

1
o que da tgﬁ——a— e 0 ou € do primeiro ou do ter-

dz
ds

€ megativo mo primeiro quadrante, o gradiante €

?- /10 (6 = 18° 26).
8

d
ceiro quadrante. E como T ( ) = — 3cost—send

Enunciados e solugdes de A. 8. do Carmo moral
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ANALISE MATEMATICA

L 8. C. E. F. — Anduisp Maremdrica — 2.° Exame de
frequéncia — 28-6-57.

4478 — Deduza a formula de Tavror para uma fun-
¢do escalar de ponto dum espago R,.

Diga como a utiliza para caracterizar um extremo
relativo da fung¢fo escalar num ponto interior do seu
dominio; enuncie condigdes necessirias e suficientes
de extremo, em termos diferenciais.

Diga em que consiste o0 método dos multiplicadores
de Laierawee e demonstre o teorema em que ele se
fundamenta.

4479 — Defina integral curvilineo e ennncie as
principais propriedades.

Indique as férmulas de redugfo dos integrais cur-
vilineos dz, dy e ds, da fungdo f(x,y) ao longo
do arco A B duma curva T, tanto no caso desta
estar representada por uma equagio do tipo
y = g(x), como, paramétricamente, representada por
s=x(f), y=y().

Deduza uma das férmulas de Rimmaxw.

Calcule, reduzindo-o a integrais cursilineos, o inte-

gral duplo
J' f o dus dy
A

onde o dominio a ¢ limitado por y =a? e
22
=24 —.
v +3

4480 — O que é a série de Fourier duma fangdo
F(x)?

Deduza a férmula de LrouviLLe e mostre a sua uti-
lidade.

Enunciado geral do problema do Cilculo das
Variagdes.

I. 8. C. E. F. — Awxfr1se Maremirica — Exame final —
2.* chamada — 20-7-57.

4481 — Reduza a primitivagio de

1
a) ‘/i'_'_—x_ svm
b) ——'--F‘l——-—__
z+1+4y —2z—a?

c) L

sen z {/cos

a primitivagdo de fracg¢des racionais. Complete o cdl-
culo para uma delas.

R: Para a primeira fracgio, definida em (—1,+ o0),
Jaga-se 1+x=18. A fungdo x=t0—1 que se vai supor
definida apenas em (0, + oo), € crescente e tem deri-

dx
vada - 6 t5; sendo mondtona em (0,+ oo) admite
uma inversa univoca t= -+ °V'1+ x. Vem:

666 6 6
e R G B
-8 -1 fiabiatbe =

Em qualquer intervalo fechado, contido no intervalo
aberto (— 1, + oo) tem se

. R e o 2/1+x +3%1+x +
Ve — Y/ Tfx
+6°%/T+x + 6log (YI+x—1) + C.

Na sequnda fracgdo faga-se x + 1 =1t e obtém-se
1

t+y1-¢®
tuigdo /1—t2

definida para |t| <1. Faga-se a substi-

n?—-1

; supondo
a1 § Supon
esta fungdo definida em (0, + oo) ela € crescente com

d 4
= (_‘Tu”z" esta fungdo transforma o in-
tervalo (0, + oo) no intervalo (—1,1) e admate uma

yi—e

derivada

inversa univoca u = -+ Tt Vem
4u 4u
(u2+2 u—1) (1+u?) 3 (u—a) (u—b) (14 u?)
«{ A B M+Nu
—u—a+u—b+ 1+ uz
1—y/2, b=—1+y/3, A 5
o 4 : (a—b)(1+a2)’
W
AR o T W R
(b—a) (1+b2?) GENEen

Finalmente a terceira fracgdo estd definida s6 para
valores de x que ndo anulem senx nem tornem nulo
ou negativo cosx: por exemplo, o tintervalo aberto

n
( 5 E) e uma infinidade numerdvel doutros intervalos.

Pondo cos x=t?, 1sto é, x=arccos t*, fungio defi-
nida para t no intervalo (0,1), € uma fungdo decres-
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cente que transforma o intervalo (0,1) no intervalo

O) deri due’dx =ik Vem
— B B
e A E dt i—w

fi dx Zepuy’ dt
J sen x/cos x 1—th
dt > 1/2.dt

-2
th+1)ft—1)(t=+1) (t+1) (t—1)
1/2.dt ~ dt dt
ft’--;—] !Jt th+1 1+1t2
Jn dx fogc\/‘ m\!x_-l—a?'ctg;fcosx
senx\/cos x

Veosx + 1
4482 — Calcule o volume do sélido limitado por
=24 y?, 22 =22 + 3*
a) Utilizando coordenadas esféricas; &) por qual-
quer outro processo.

R: A equagio z = x2 + y? representa um parabo-
loide de revolugdo em torno de Oz com vértice na ori-
gem ; 22 = x% 4 y? representa uma superficie conica
de revolugdo em torno de Oz com vértice na origem.
E a folha superior do cone que intersecta o paraboloide,
segundo uma circunferéncia situada no plano z—1=0
de centro no eizo O z.

As coordenadas esféricas sdo

X == p CO8 p 8en b Yy = psen g senb Z = pcosb
e tem-se

cospsenl pcosgcos —psengsend
J(xy2) P e P

————=|sen psen psenqcosd pcosqsenbl=p2senh

6
2kt os B — psenbd 0

Para o volume vem

A
Ve dxdydz =
JJJ /)
cos
/2 ik ety
n‘lf depJ seﬂﬂda‘/‘mﬁpzdp
/o /4 0

visto que ge tem:

fﬁn&mﬂdpdﬂdw—

z = X2 + y? ou pcos0 = p?cos? ¢ sen? ) + ¢? gen? ¢ sen? b
ou cosf = psen?f
segue-se o cdlculo:
el /2

V=4 de
¢ /4

1 cos®o
3 senbo

sen 0d6 -

4 72 rnfa

——‘j dp} cotgd - cosec?0-df =
3 0 . JI|r
/4

4 w2 1 w[2 1 /e ™
-—— d — —cotghh =4 dypss—.
3jn 'P[ 4 4 —[fr,h 3.}0 ¥ 6

Para caleular por outro caminho, € de escolher, evi-
dentemente, aquele que resulta do facto de os planos
zek com 0Lk l, cortarem o sdlido segundo coroas
circulares de drea A (z) = = (z — 2?).

Entdo

22 3 |! 1 1 ™
Ve — = | = ) e
J ® (z—z%)dz 1:[2 3]0 w(2 3) 8

Pode ainda calcular-se como a diferenga de volumes
de dois cilindroides de base x?2+y2=1 e determinados
pelo cone e paraboliide. Vem

v —J J (VR + 3t — x2—y?) dx dy =
Al 1‘/1__)”
- J d xlj (1/ x2 4 y2 — x’-—y?) dx dy =
-1 Vi

a g 1
-Jf(e—e’)pdpdu—] duf (> —¢%) dg =
¢ w0 0
™ 1 1 £3
R

4483 — Procurar na curva o2 — oy + 42 —1=0,
o ponto mais proximo e também o mais afastado da
recta 3o —4y =12,

R : Valores extremos da distincia de (x,y) & recta,
com a condigio de (x,y) pertencer & curva.

A fungdio a extremar pode ser antes (3x — 4y — 12)2
com a condigio x2 —xy +y2—1=0.

Com o método dos multiplicadores de Lacranas
g(x,y) =@Bx—4y—12¢ +2(x* —xy + y*—1)
e determinam-se os multiplicadores com o sistema

og

S m6Bx—4y 12+ 2x—2y=0
0g
o e -8(B3x—4y-12) —ax + 22y =0

2—xy+y2—1=0

6@Bx—4y —19)

A primeira equagdo dd i = yas

que
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se elimina nas outras; vem o sistema

3 4
2x—y -2y-——x ou

Y-—EI

2 —xy+y?—1=0
2

x? —xy+y:t—1=0

2

X4 ‘/_3_9 Xz-ﬂm
(Prpal o e SR
1= V38 Y

Estudam-se agora os extremos livres das fungdes

— (x}—xy+y2—1)

1
g1(x,y)=(B8x—-4g—12)2 + 5

1
g2 (x,y) = (Bx—4g—12)2 — a‘lgg(xz—xyﬂ’*ﬂ

2 5
no ponto (@v —m)

f”_13.=.w+snx-9(2+—-)i
d x2

1
x ~ 839

Tem-se

MATEMATICAS

Exame de aptiddo para frequéncia das licenciaturas
em Ciéncias Matemdticas, em Ciéncias Fisico-
-Quimicas e em Ciéncias Geograficas, preparatd-
rios das escolas militares e curso de engenheiro
geografo — Ano de 1958 — (1.* chamada). F. C. L.

4484 — Determinar todos os nimeros naturais que
divididos por 17 ddo resto igual ao quadrade do
cociente respectivo.

R. Os nimeros serdo da forma 17 x+x* sendo x um
inteiro maior que zero e tal que x* <17, Conclue-se
entio que x s6 pode ser os valores 1,2, 3 ¢ 4 e os cor-
respondentes nitmeros sdo 18, 38, 60 e 84.

4485 —Determinar os valores de m para os quais
a equagio 2*—38x + 6 =m(x — 6 —m) tem as raizes
reais e desiguais.

R. A equagdo proposta é equivalente a x* — (3 +
+m)x + 6+ 6m + m? =0. Para que as raizes sejam
reais e desiguais & necessdrio que o deseriminante seja
positivo. Serd entio (m + 3)* — 4 (m® + 6m + 6) >a
desigualdade equivalente a m? + 6 m + 5 < 0; esta
como se reconhece facilmente tem como solugdes os valo-

39
Ll TR P8 S e
ox9y —8y89/’

g 1

78 _3242)=2 ST
kb b )

sendo os sinais superiores para a fungdo gy(x,y) e
os inferiores para gy (x,y). Como se tem

’24+L)'_ 18 (2+Lﬂ)(1e+—3:) =
( 339 ~ 339 —8y/39
17 276
I T 3yms <"
17 372
i e m 0

A fungdo (3x —4y—12)2 tem extremos da mesma
gqualidade e nos pontos onde o8 tém as fungbes
g (x,y) e g2(x,y); vem entdo

2
maximo em (— E ’l/%)

77w

Fernando de Jesus

minimo em (

ELEMENTARES

res de m tais que —H<m<<—1, visto —5 ¢ —1
serem os zeros do trindmio primeiro membro da desi-
gualdade.

4486 — Derivar a fungio y = :c/ (V.l = z’-‘) ® sim-
plificar o resultado.

R. Serd y’—(l—x-"}‘*'i'+x.(—«;_).
L= x5 1. (—8xY) = (2 + x%): 2y [T =2).

4487 — Sem usar tdbuas, resolver o tridngulo rec-
tingulo em que a hipotenusa mede 14 metros e um
dos catetos 7 metros. (usar /3 =1,732).

R. Como a hipotenusa € o dobro de um dos catetos,

entdlo o angulo oposto a esse cateto mede % radianos
kg
e o outro Gngulo agudo 5 Seja b=T ¢ a=14;

como sabemos € sen a—cfa e como C = % temos



