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Uma inferpre/açao da análise combinatória 
e algumas aplicações 

por J. M. Gil 

1 — Reordenações dum conjunto — P e r -
mutações — Funções biunívocas 

Qualquer disposição linear de n objectos 
distintos chama-se uina permutação linear 
desses objectos. Cada permutação é assim 
uma reordenação dos elementos do conjunto 
dos n objectos, ou, mais simplesmente, uma 
ordenação do conjunto dos n objectos, 

2 — Quando a cada elemento x do conjunto 
X se faz corresponder um só objecto »(a;) 
dum conjunto Y , de modo que todos os 
elementos de Y sejam utilizados, diz-se que 
a coirespondência f é uma aplicação de> X 
sobre Y. 

Pois bem, cada permutação linear dos n 
objeclos do conjunto X define, aritmètíca-
mente, com uma ordenação inicial de X , 
uma aplicação biunlvoca de X sobre X . 
A posição ordinal é aqui a regra pela qual 
se estabelece a correspondência entre as 
duas ordenações de X . 

O conjunto finito X , numa ordenação 
inicial, é aplicável biunlvocamente, mediante 
a posição ordinal dos elementos, sobre cada 
uma das permutações lineares dos n objectos 
do conjunto. 

Cada aplicação biunfvoca de X sobre X 
designa-se por permutação do conjunto X. 

Uma disposição linear de n objectos pode 
assim ser encarada duplamente: — como 
permutação dos n objectos — reordenação 
do conjunto deles; como permutação do 
conjunto dos n objectos — definição da 

correspondência biunlvoca entre os n objec-
tos numa posição de referência e na posição 
indicada. 

3 — A aplicação biunlvoca, <?(ÍC), de X 
sobre X também se diz uma junção «, 
definida em X , e de valores em X , 

Cada permutação linear doB elementos de 
X , finito, constituí o conjunto dos valores 
duma função <p , definida em X e dispostos 
pela ordem em que a os determina a partir 
da disposição inicial dos elementos de X . 

4 — Número de permutações 

Representemos por P„ o número das 
possíveis reordenações do conjunto C — 
~ |«i, «a , «3 , • •• a„| de n elemeDtos a*. 
Consideremos a partição C C\ -f Ca com 
C2 = , as , • a„| e Cj = |«j| . Tomemos, 
por exemplo, a ordenação a% , as , . . . , an 

dos elementos de C2 • O elemento « j colo-
cado em primeiro lugar, em último lugar, on 
entre dois daqueles elementos, dá origens, 
de cada vez, a uma reordenação dos elemen-
tos de C . Assim 

ala3a5 - .- a„ 
a2 o, a5 .. • an 

2 5 4 

O elemento a, pode ocupar n lugares, 
em cada reordenação dos elementos de C a , 
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originando em cada posição uma reordenação 
dus elementos de C . Simbòlicamente 

Pn — n • P„_! 

5 — Ainda 

6 
p-l 

p * + p = N ( N + p —j)P* 
i-o 

Para tt =» 0 , e com P0 —- 1 , vem 

P p - l i ( p - j ) 
j-0 

= p ( p - L ) ( p - 2 ) - . - 2 x l . 

6 — Representaremos o número 
P„ = n ( » — 1) • • • 2 X 1 das permutações de 
a objectos por nt P „ . 

7 — A formação de uma das reordenações 
de C j a j , o a , • a , ( , ou uma das permuta-
ções dos n elementos do conjunto, consiste 
em escolher um dos elementos do con-
junto C para o primeiro lugar, escolher 
um dos restantes n — 1 elementos para o 
segundo lugar, escolher um dos restantes 
n — 2 elementos para o terceiro lugar, 
e assim sucessivamente até ao lugar n — ésimo, 

A primeira escolha pode fazer-se de n 
maneiras diferentes, a segunda de a — 1 
maneiras diferentes, a terceira de n — 2 
maneiras diferentes, etc., e a última duma só 
maneira, porque resta apenas um elemento. 
Cada sucessão de n escolhas dá uma per-
mutação dos n elementos. Todas as suces-
sões possíveis conduzem às a ! permutações. 
Podemos interpretar este resultado duma 
maneira geral. Suponhamos que executamos 
sucessivamente, uma após outra, a opera-
ções, cada uma delas, depois da primeira, só 
possível após a execução da anterior, e, que 
a primeira tem jnt resultados possíveis; 
a segunda m a ; a terceira m s ; etc. A exe-

cução da sucessão das tt operações, em 
cada caso, conduz a um de 

m l X w 3 X • • • X m n 

resultados diferentes. 

8 — Para distribuir n objectos distintos por 
a caixas iguais, em linha, deixando um 
objecto em cada caixa, tenho de executar a 
operações sucessivas, que consistem em colo-
car um dos objectos numa das caixa dispo-
níveis. Poderei escolher um dos a objectos 
para colocar na primeira caixa. A escolha 
conduz a a resultados possíveis e determina 
o conjunto em que farei a nova escolha. Para 
co locar na segunda caixa disponho de a — 1 
objectos , à escolha. Posso assim obter 
a — 1 resultados diferentes nesta escolha. 
E assim sucessivamente até ao último objecto 
que será co locado na última caixa. 

O numero total de distribuições diferen-
tes é 

rt (a - 1) (a — 2) • •. x 2 X 1 = n 1 

9 — Permutações circulares —Ordenações 
cíclicas 

Consideremos uma permutação dos n — 4 
objectos 

«1 «3 «3 at • 

Escrevamos as permutações que se obtêm, 
conservando a posição relativa dos objectos 
nesta permutação, e começando no segundo, 
no terceiro, etc . , no a-ésimo, completando 
a permutação com os elementos que ante-
cedem o elemento inicial 

« 3 « 3 <*4 
a 3 at at a3 

a 4 a, <ía a5 

Estas permutações designam-se por per-
mutações circulares de uma qualquer delas. 
Cada permutação inicial dá origem a a — 1 
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permutações circulares, que com ela consti-
tuem uma classe de permutações circulares. 

Em cada classe de permutações circulares 
é conservada a posição relativa dos elemen-
tos b diz-se que têm a mesma ordenação 
cíclica. A classe constitui assim uma per-
mutação circular dos n elementos consi-
derados. 

O conjunto das P„ permutações de « 
elementos ó assim dividido em Pn/n= PH-\ 
classes de permutações circulares. 

Também é Pn-\ o número de ordenações 
cíclicas do conjunto dos n elementos, ou o 
numera das permutações circulares dos n 
objectos. 

10 — Reordenações de C, com um sub-
conjunto de p elementos iguais 

Façamos Oj = oa = * • - — ap = b em todas 
as p e r m u t a ç õ e s dos n e l e m e n t o s de 
C = , •• • , a„j . Obtemos assim as per-
mutações de 7i elementos, dos quais p são 
iguais. Seja Pn\p o número destas permuta-
ções e Pn |p uma qualquer delas. 

& Pn|p < m ! , porque as permutações dos 
11 elementos diferentes, em que, por exem-
plo, os elementos o t , a2 , • • • a„ figuram 
seguidos e permutados 

. •' a j o2 «5 * * * ap • • • 

... a2 a, aa ... a, 
* • • «3 0| CjirrOp 

e os restantes n — p elementos conservam 
as respectivas posições, dão origem à mesma 
permutação com o elemento b repetido p 
vezes. Não nos interessam agora as per-
mutações dos elementos que fizermos iguais 
a b , isto é, as permutações no agrupamento 
dos p elementos bb. 

Se em cada uma das f1n\P fizermos um 
dos bb igual a ap, obteremos uma das 
Pn|p-1» Esta operação pode executar-se em 

cada P„|p de p maneiras diferentes — uma 
por cada at — b = ap , com í = 1 , 2 , • • • , p . 

Repetindo a operação em todas as Pn\p, 
obteremos as iJ„|p_i , o que torna fácil a 
sua contagem. Assim 

^njí-l — P • Pn\p • 

11 — Consequentemente 

Pn\p + 1 ™ — Pn I p 
p + 1 

6 
1 1 

Pn\p + q = XI ! * 
i-oP + 9 - J 

Fazendo p = 0 e P«|j> = P„n = P „ , vem 

= ^ = ni 
P, q 1 

com p x n. 

12 — As permutações de n elementos, dos 
quais TI — 1 iguais, são da forma 

c b b---b b 
b c b---b b 

b b b c b 
b b b b c 

Ponhamos índices nos bb a partir do c 
para direita e continuemos a numeração, 
à esquerda, com o índice a seguir ao último 
da direita. Façamos ainda c = bn . Obtemos 
as permutações 

bn ò, b2 ... £„.a b„-1 
b„-\ bn ò„_s 6„„a 

èa bs bt..- b„ bx 

ij i3 bs... é„_, bn 

que são as permutações circulares de uma 
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das permutações de n objectos. Como cada 
uma delas foi obtida de uma das , 
temos que o seu número é /\|„_i = n . 

Quando se lêem as permutações de baixo 
para cima vê-se que cada uma se obtém da 
anterior adicionando uma unidade a cada 
índice e fazendo n + 1 = 1 , ou trocando 
cada elemento com o seguinte. 

13 —Arran jos de n elementos 

Digo que escolho ordenadamente n — p 
elementos dum conjunto C = {aj , o 3 , •• « a*j 
de n elementos, quando designo alguma das 
reordenações dum subconjunto de n — p 
elementos. 

Cada escolha ordenada de n — p elemen-
tos também se diz um arranjo dos n ele-
mentos, n—p a n — p. Representaremos 
cada ura dos arranjos por A„|„_P e o número 
deles por A„\n-P. 

Consideremos as permutações de n ele. 
mentos, dos quais p são iguais a b. Tara 
cada uma destas permutações, excluamos era 
C os elementos que ocupam a posição dos 
bb , na ordem 1 , 2 . A cada uma 
destas permutações fica assim a corresponder 
uma escolha ordenada de n — p elementos 
do conjunto C . Temos consequentemente 
P„Ip = An\n_p e, fazendo n —p = q , 

Pjl\n-q : 
n I 

(« " ?) ! 
com ç ^ n , 

14 —Relações de recorrência nos índices 
de P„|p 

Vimos que é 

p = T • ^«Ip-1 • 

Anàlogamente 

P , 
pl 

(n - 1 ! „ „ . i _ „ . P B _ 1 ) p 

P 1 

e ainda 

TI 1 _ N ( « — ! ) ! N 
• i c 0 „ i — — — „ * •* < - i ip-i pi p ( p - i ) t p 

ou 

P 1 | P - 1 ' . I P - J ^ M ^ 1 + ~ £ ) P -

- P . x P — 1 T.-1|p-l + - - 1 n-llp-1 

= -P^-IIP-I + {n — p) Pn-\\f 
— | p-t + Pn-p | n-p-1 

15 — Pn\p pode ainda decompor-se num 
maior número de parcelas por aplicação 
sucessiva de = P„ - I )p-L +-PI»-Í>|»-F-I 
Pn— 1 | p ' 
Assim 

Pn\p — Pb-IIp-1 + Pn—p | n-p-1 Pn-2[p-l + 
' I l n—p | ri — p-I Pfi-p-1 f n—p-2 Pn-2{p 

71-/1 

Q |p-l + 2 [ n-p-j Pn-0+l)|p-l 
i - I 

n-p 
— Pn — p\n — p Pi-Ilp-l + 2 ^n-p\n-p-J 

n-p 

o 

analogamente 

+ Pu-p\n-p-\ + Pn-2\p-2 
P-1 

' ' Pn-p|rc-(i-l2 J—>|p—̂  4* Pn-p\Q 
0 

N |P — * N—P| S-P-I ^ 2 ^n-l-ílp-i+^n-p-IIO^ 

— I 'i-1'\.'»-;'-1 2 í |p-l 
i=0 

16 — As relações dos parágrafos 14 e 15 
mantêm-se, quando Pnij, perde o significado 
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inicial, designando simplesmente a fracção 
n\ / p\ — Pn|p com p^n inteiro positivo. 

17 — Se nas permutações de n elementos, 
com o elemento b repetido p vezes, fizer-
mos ap+í = ap+% = ap+q — c obtemos 
as permutações de n elementos, dos quais 
P são iguais entre si, e outros q também 
iguais entre si. 

Representaremos o numero destas per-
mutações por P«\p,q e uma delas por /\,|p>í. 

Claro que as P*\ptq se obtêm das P„\p 

como estas se obtiveram de P„, com des-
prezo das permutações dos q elementos 
iguais a c . Consequentemente 

P _ P"\p _ n 1 •í n|p,í — — 

com p -i- q x » • 
P„ p\q\ 

18 —Analogamente no caso de C conter 
mais algum subconjunto de elementos iguais. 

19 - Propriedades de P„\p.q 

a) É imediato que os índices p e q são 
permutáveis 

p p 

b) Fórmulas de recorrência nos índices 

N p , ' — 1 p = w/j»-IIP — n P 1 Í ' »IP,<I — r r ^ — n 1 n - i ip , í q I q ! 

O1* P , _ R F . 

9 ! 
— P, 

q ! P 

11 

PQ 

p ' "l** 
c) , 9 — — r ™ 

P Tl|p P l | p-I 4- Pn_p|M-p-l P.l-llp 

d) Os resultados anteriores mantêm-se 
para quaisquer inteiros p e q , e quando se 
permutam o p e o q , nos símbolos em que 
eles aparecem. 

e) A expressão da propriedade c) pode 
obter-se da última expressão do parágrafo 14, 
substituindo Pn |p , /Vi|p-i 6 Pn~I|P respec-
tivamente por Pn\p,q, Pn-llp-1,, e Pn-t\p,z~ 

Consequentemente, segundo o parágráfo 15 
71-P 

PB]P,3 = 2 ^»-ÍJ+LUP-TPÍ 
j=0 

í - 0 

20 — Suponhamos que C è a reunião de 
dois subconjuntos disjuntos: C, , com p 
elementos a a ; e C 2 , com n — p elementos 
b b . Diz-se que C é a soma directa dos sub-
conjuntos C] e C 2 . 

O número das permutações dos elementos 
de C é 

Pn 
« 1 

p ! (« — p) I 

P n—\ ,9 "f* ^B-pjB-P-! ^n-t|p,ç 

21 - Combinações de n elementos 

Vejamos como se formam estas permuta-
ções dos elementos de C . Considerados os 
n lugares que terão de ocupar os elementos 
de C , precisamos apenas de escolher p 
lugares para os elementos aa~, os lugares 
para os elementos bb ficam automàticamente 
determinados. 

Assim PH\p,n-p indica o número de manei-
ras por que é possível escolher p lugares 
de entre n disponíveis, ou número de sub-
conjuntos de p elementos, que é possível 
definir num conjunto de n elementos, visto 
que cada lugar corresponde a um elemento 
do conjunto C e a escolha de p lugares 
determina um subconjunto de p elementos. 
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Chamaremos a estes subconjuntos de p 
elementos combinações dos D elemer. tos, 
p a p. 

22 — Dum modo geral, para um conjunto 
C, de n elementos distintos, a determi-
nação dum subconjunto de p elementos 
consiste em classificar cada elemento de C 
em elemento a — p precisamente — ou ele-
mento b — K — p ao todo. Esta classifi-
cação ó afina] a definição duma função f em 
C com dois valores a e b 

f - C - \a,b\. 

Precisamente porque é a dois valores 
cliamar-lhe-emos uma dicotomia. 

2 3 — Qualquer dicotomia determina uma 
bipartição de C, isto é, dois subconjuntos 

= }afeC!/(fl?) = a| 
Eg - j « « C? ] / (» )•=& | 

complementares, ou tais que Ex + C 
e Ex • E2 = 0 . 

24 — As dicotomias de C , que determinam a 
bipartição de C num subconjunto de p 
elementos e noutro de n — p elementos, são 
tantas quantos os subconjuntos de p ele-
mentos, portanto Pu |p,»-p 

2 5 — Dum modo geral chamaremos partição 
de ordem K de C os subconjuntos E\, E2 •• • -
• • • , Eic tais que 

Ei + E2 -H • • • + Ek = C 
Ei • Ej = 0 com i = 1 ,2, • • •, k e i=f=j. 

2 6 — 0 número de partições de ordem k de 
C , com de p t elementos, E 2 de 
elementos, • de pk elementos, é 
^«li».y» com P i + P a + — 

27 — Cada partição de ordem k de C 4 
determinada por uma classificação mui tino-
minai em k categorias dos elementos de C. 

Assim PH\p,,pt,...,pk com p \ p 2 • • • + 
4- pu = n é ainda o número de classificações 
desta natureza dos elementos de C que é 
possível definir, e que conduzem a partições 
de ordem k nas condições indicadas. 

28 — Dum modo geral uma dada partição 
de Ç pode ser determinada por mais de uma 
classificação dos elementos de C . Por 
exemplo, as classificações f : C~ 11 , 2 , 3 , 4 } 
-*(a,b) tal q u e / ( l ) = / ( 2 ) « = r a e / ( 3 ) = 
= / ( 4 ) = é , © j 1 , 2 , 3 , 4 [ ( a , i ) 
tal que j r ( l ) - * r ( 2 ) - * e g ( 3 ) = g (4 ) = a 
conduzem à mesma partição = j 1 ,2| 6 
£-2 = 1 3 , 4 1 . 

2 9 — Representaremos o número de combi-
nações de n elementos, p a p , ou o número 
de subconjuntos de p elementos dum con-
junto de n elementos, por (£) com p^n. 

Assim 

n 1 

com p ^ n . 

3 0 = Propriedades de (S) 

" ) (p) P» = P<> |n-p,p = (n-p) • 

Evidentemente cada subconjunto de p 
elementos determina um subconjunto comple-
mentar de n — p elementos. São tantos de 
uns como de outros. 

Seja C = C] + x, com Ct um sub-
conjunto de n — 1 elementos diferentes de 
x. Então, qualquer subconjunto de C\ com 
P elementos é um subconjunto de p ele-
mentos de C, em que não entra o elemento 
x. O número de subconjuntos de p ele-
mentos de C] 6 (%*) e também este o 
número de subconjuntos de C, de p ele-
mentos, que não contêm um dado elemento x. 

0 número de subconjuntos, de p elemen-
tos, de C, em que figura o elemento x, 
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é o número de subconjuntos de Cj com 
p — 1 elementos, isto é, (pi}) . 

c) Obtêm-se fórmulaB de recorrência nos 
índices, fazendo no parágrafo 19 q = n — p 
e as transformações necessárias para obter 
um Índice, à esquerda, igual à soma dos 
índices, à direita 

1) (?) = n JVIIP,« - , 
I 

n — p 
n 

Pn-1 [p, i-p-1 

| Pn-l |p,n-p-l 

Com a interpretação fácil : ("J1) é o 
número de subconjuntos de p elementos em 
não entra o elemento x ; w ("p1) ó o número 
de vezes em que os n elementos não figuram 
nos subconjuntos de p elementos. Para obter 
um subconjunto de p elementos é preciso 
que nele não figurem n — p dos etementos 

dados. Será então — - — (*„') o número de 
•n — p 

subconjuntos de p elementos. 

2 ) ( ? ) = — - F N I P - 1 , TT-P 

1 p 
= ~D ' 11 ' » -HHi« - ! ' r 

_ « p 

- f - t t ) 

Quer dizer: n • ( u M dá o número de 
\P ~ 1/ 

vezes que os n elementos figuratu nos sub-
conjuntos de p elementos. Para obter um 
subconjunto de p elementos ó preciso uti-
lizar p dessas figurações e será — ( n ^ p \p— 1/ 
o número de subconjuntos de p elementos, 

(Continuei 

n 
n 

Two classroom notes on algebra 
by J. J. Dionísio 

1. The computation of fhe Vandermonde 
determinant. 

Let 
^ (xt, 1 1 . . i (2) 

«1 • •• xn 

4 If 
n-1 n—1 

• • • Xn # 

W e have 
(1) Aa {a?! , x2) = x2 — xx . 

The computation of &„ , • • • , xn) along 
the last column by the L A P L A C E rule shows 

that it is a polynomial in x „ of degree n— 1 . 
Its roots are , , • • •, . Hence 

A , ( a ? t , . . . , « , ) = 
« - 1 

A„.X (af,, - • • , í-.-i) I I (*W — • 
/—l 

If we suppose that 

A„-i = Y I ( X i — xj) 
i>j 

then from (1) and (2) we infer that 

A„ (af| , •.. , xn) = JJ («i — Xj) . 
i>J 


