GAZETA DE MATEMATICA

Uma interpretacdo da anélise combinatéria
e algumas aplicagdes
por J. M. Gil

1 — Reordenagdes dum conjunto — Per-
mutagoes — Funcdes biunivocas

Qualquer disposi¢iio linear de n objectos
distintos chama-se uma permutagio linear
desses objectos. Cada permutagio é assim
uma reordenagdo dos elementos do conjunto
dos nm objectos, ou, mais simplesmente, uma
ordenagdo do conjunto dos n objectos.

2 — Quando a cada elemento « do conjunto
X se faz corresponder um 86 objecto 9 (x)
dum conjunto Y, de modo que todos os
elementos de Y sejam utilizados, diz-se que
a correspondéncia ¢ é uma aplicagdo de X
sobre Y,

Pois bem, cada permutacdo linear dos =
objectos do conjunto X define, aritmética-
mente, com uma ordenagio inicial de X,
uma aplicagio biunivoca de X sobre X.
A posigdo ordinal é aqui a regra pela qual
se estabelece a correspondéncia entre as
duas ordenacdes de X.

O conjunto finito X, numa ordenagio
inicial, é aplicavel biunlvocamente, mediante
a posigio ordinal dos elementos, sobre cada
uma das permutagdes lineares dos n objectos
do conjunto.

Cada aplicacdo biunivoca de X sobre X
designa-se por permutagio do conjunto X.

Uma disposi¢io linear de = objectos pode
assim ser encarada duplamente: — como
permutagio dos n objectos — reordenagio
do conjunto deles; como permutacio do
conjunto dos = objectos — defini¢gio da

correspondéncia biunivoca entre os n objec-
tos numa posi¢io de referéncia e na posigio
indicada.

3 — A aplicagio biunivoca, o(x), de X
sobre X também se diz uma fungio o,
definida em X, e de valores em X.

Cada permutacéio linear dos elementos de
X, finito, constitui o conjunto dos valores
duma fungio ¢, definida em X e dispostos
pela ordem em que ¢ os determina a partir
da disposigiio inicial dos elementos de X.

4 — Nimero de permutagdes

Representemos per P, o ndmero das
possiveis reordenagdes do conjunto C =
+a,| de = elementos a;.
Consideremos a particio C = (j + Cy com
Cy = |ag,ag, -+ a,| e C; =}a;|. Tomemos,
por exemplo, a ordenagio ag,az,--:,a,
dos elementos de C,. O elemento a; colo-
cado em primeiro lugar, em ultimo lugar, ou
entre dois daqueles elementos, da origem,
de cada vez, a uma reordenagio dos elemen-
tos de C'. Assim

= lay,ag,05, -

a; gy -« Ay
g Ay dg «o+ Uy

g Uz Gy + -+ Ay Ay

O elemento a; pode ocupar = lugares,
em cada reordenacio dos elementos de Cj,
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originando em cada posi¢gio uma reordenacgio
dos elementos de €. Simbblicamente

P,‘ =n- P._l
5 — Ainda
Pogr=@n+1)P,
e
p-1
Poyp=Jl(n+p—j)Pa
i=0

Para n =0, e com Py=1, vem

r-1
Py=TI(r -5

i=0

=p(p—1(p—2)---2x1.

6 — Representaremos o nimero
P,=n(n—1).--2>1 das permutagdes de
n objectos por n! = P,.

7 — A formacio de uma das reordenacdes
de C=|a;,a9,---a,|, ouuma das permuta-
¢bes dos n elementos do conjunto, consiste
em escolher um dos elementos do con-
junto C para o primeiro lugar, escolher
um dos restantes n — 1 elementos para o
segundo lugar, escolher um dos restantes
n —2 elementos para o terceiro lugar,
@ assim sucessivamente até ao lugar n— ésimo.

A primeira escolha pode fazer-se de =
maneiras diferentes, a segunda de = —1
maneiras diferentes, a terceira de = — 2
maneiras diferentes, etc., e a tltima duma sé
maneira, porque resta apenas um elemento.
Cada sucessio de = escolhas da uma per-
mutac¢iio dos n elementos. Todas as suces-
sdes possiveis conduzem as n! permutagdes.
Podemos interpretar este resultado duma
maneira geral. Suponhamos que executamos
gucessivamente, uma ap6s outra, m opera-
¢bes, cada uma delas, depois da primeira, 86
possivel apds a execugio da anterior, e, que
a primeira tem m; resultados possiveis;
a segunda mg; a terceira myg; etc. A exe-

cucio da sucessio das n operagdes, em
cada caso, conduz a um de

my > Mg DK -0 X My

resultados diferentes.

8 — Para distribuir n objectos distintos por
n caixas iguais, em linha, deixando um
objecto em cada caixa, tenho de executar =
operagdes sucessivas, que consistem em colo-
car um dos objectos numa das caixa dispo-
niveis. Poderei escolher um dos n objectos
para colocar na primeira caixa. A escolha
conduz a n resultados possiveis e determina
o conjunto em que farei a nova escolha. Para
colocar na segunda caixa disponho de n — 1
objectos, a escolha. Posso assim obter
n — 1 resultados diferentes nesta escolha.
E assim sucessivamente até ao ultimo objecto
que sera colocado na iltima caixa.

O ndmero total de distribui¢gdes diferen-
tes é

n(n—1)(n—2)...<X2X1=n!

9 — Permutagdes circulares —Ordenagdes
ciclicas

Consideremos uma permutagiio dos n = 4
objectos

a ag az ag.

Escrevamos as permutacdes que se obtém,
conservando a posigio relativa dos ohjectos
nesta permutacio, e comeg¢ando no segundo,
no terceiro, ete., no mn-ésimo, completando
a permutacio com os elementos que ante-
cedem o elemento inicial

g WGy L idy
L{ B L
Gy @ ag ag
Estas permutagdes designam-se por per-

mutagdes circulares de uma qualquer delas.
Cada permutacfio inicial da origem a n — 1
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permutagdes circulares, que com ela consti-
tuem uma classe de permutagdes circulares.

Em cada classe de permutagdes circulares
é conservada a posigio relativa dos elemen-
tos e diz-se que tém a mesma ordenag¢do
ciclica. A classe constitui assim uma per-
mutagdo circular dos n elementos consi-
derados.

O conjunto das P, permutacdes de =
elementos é assim dividido em P,/n = P,_,
classes de permutagdes circulares.

Também é P,_; o nimero de ordenacgdes
ciclicas do conjunto dos = elementos, ou o
nimera das permutagdes circulares dos =
objectos.

10 — Reordenacdes de C, com um sub-
conjunto de p elementos iguais

Facamos aj=ay = -+- = @, = b em todas
as permutacdes dos =n elementos de
C=l|a;,ay,---,a,). Obtemos assim as per-
mutagdes de n elementos, dos quais p sio
iguais. Seja P,|, o nimero destas permuta-

¢les e F,|, uma qualquer delas.

B Py, <n!, porque as permutacdes dos
n elementos diferentes, em que, por exem-
plo, os elementos figuram
seguidos e permutados

a1 ,0g4°+-Gp

cec @y O Og--+Qp-»++
crelg @y AgeceOp--e
Iolﬂs al ag"'a}l"'

R

e o0s restantes n—p elementos conservam
as respectivas posi¢des, dio origem 4 mesma
permutacio com o elemento & repetido p
vezes. Nio nos interessam agora as per-
mutag¢des dos elementos que fizermos iguais
a b, isto é, as permutagdes no agrupamento
dos p elementos bb.

Se em cada uma das P,|, fizermos um
dos bb igual a a,, obteremos uma das

Pryp-1. Esta operagio pode executar-se em

cada _P..|, de p maneiras diferentes — uma
por cada a;=b=a,, com ¢=1,2,...,p.

Repetindo a operacio em todas as P,|,,

obteremos as P,j,_;, o que torna ficil a
sua contagem. Assim

Pn‘lr—l —cpa s PNIP'

11 — Consequentemente

Pojps1 = 1Pn|1rl
e
ﬁ 1
Pujpig= ] ————Pujs -
P+q N g g P
Fazendo p=0 e P£,|g= P, = P, vem
q-1 1
P-uq=H .P"
=09 —J
A
e q!

com p<<n.

12 — As permutagdes de n elementos, dos
quais n—1 iguais, sio da forma

c b b.---b b
b ¢ b---b b
b b b...c b
b b b.--b ¢

Ponhamos indices nos bb a partir do ¢
para direita e continuemos a numeragio,
a esquerda, com o indice a seguir ao ultimo
da direita. Fagamos ainda ¢ = &,. Obtemos
as permutacgdes

5 b
bn_] bn bl 5 b

SesssssBsRBr BT BERT RN

byl Byusndet
A M ety AL

que sdo as permutacdes circulares de uma

By
bn~2

b s EBiy
2 bn-ﬁ

T



GAZETA DE MATEMATICA

das permutacdes de n objectos. Como cada

uma delas foi obtida de uma das an;-],
temos que o sen nimero é .- =n.

Quando se léem as permutacdes de baixo
para cima vé-se que cada uma se obtém da
anterior adicionando uma unidade a cada
fndice e fazendo m 41 =1, ou trocando
cada elemento com o seguinte.

13 — Arranjos de n elementos

Digo que escolho ordenadamente n— p
elementos dum conjunto C=la;,ag, --- a,|
de n elementos, quando designo alguma das
reordenacdes dum subconjunto de =n—p
elementos.

Cada escolha ordenada de n -— p elemen-
tos também se diz um arranjo dos n ele-
mentos, n —p a n— p. Representaremos

cada um dos arranjos por A,j,—, © 0 nimero
deles por A, jn-p-

Consideremos as permutacdes de = ele.
mentos, dos quais p sio iguais a b. Para
cada uma destas permutac¢des, excluamos em
C os elementos que ocupam a posigio dos
bb, na ordem 1,2,...,n. A cada uma
destas permutacdes fica assim a corresponder
uma escolha ordenada de n — p elementos
do conjunto C. Temos consequentemente
Pyp = Aujn-p ©, fazendo n —p =gq,

n!

A = ity T
I (n—q)!

n|ln-q =

com g < n.

14 — Relagdes de recorréncia nos indices
de P

Vimos que 6

1
Pﬂlr”F'Pnlp—l-

Analogamente

A (]

p! p!

=n-Paypp

e ainda
n! =n (n—1)! n

Pyjpm= — == — ( = — - Ppy)p1
Pl p (p—1)! P

ou

P-n =f‘ - =1 = 1+""‘P
I» P 1lp-1 ( P

%=

= P iyt + —L Payjpet

= Pn-ll?—l =z (ﬂ = p)P ~-1|p
- Pu—llp-l ar Pn—plﬂ-p—l Pn—llp

15 — P,|, pode ainda decompor-se num
maior numero de parcelas por aplicagio
sucessiva de Py, = Pp_yjp-1+ Pu-pin-p-1
Pn_”p.
Assim

Pujp = Puy|p-1 + Papln-p-1 Pa-gipa +
+ Papin-p-1 Pup-tjn-p-2 Pu-gpp

n-p
= Puijp-1+ X Pucpin-p-i Pr-tnip-a
i=1
n—p
= Pupin-p Puijp-1+ Z P pin-p-
i=1
Py_jinip-1
n—p
= 2 Papln--i Puii+n)lp-1
i=0

analogamente

Pojp = Pupin-p-1 Pu-rpp +
+ Pupin-p-1 Pn-g)p-1 + Pa-2p-2

-1
= 4 n-p|n-p-1 2 Pn-l—l'fp-l' ek Pn—p|[l
i=0
r-1
Ppjp = Pupin-p-1 (Z Py y-ijp-i+ Pn—p-llﬂ)
=)

[+
= La-p|n—p-1 2 Pa—l--'lp-i

16 — As relagdes dos paragrafos 14 e 15
mantém-se, quando P, perde o significado
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inicial, designando simplesmente a fraccio
nl/p!=P,, com p%n inteiro positivo.

17 — Se nas permutagdes de = elementos,
com o elemento b repetido p vezes, fizer-
+ =@p4q = ¢ Obtemos
as permutagdes de n elementos, dos quais
p sio iguais entre si, e outros ¢ também
iguais entre si.

Representaremos o namero destas per-

mo8 Qapyq = Ap.9=-+-

mutagdes por P, , 6 uma delas por P, 4.

Claro que as P,, . se obtdm das P,
como estas se obtiveram de P,, com des-
prezo das permutagdes dos g elementos
iguais ac. Consequentemente

Pﬂlp____
i plqg!

n!

P"IP-Q -
com p =+ q fﬂ-

18 — Anilogamente no caso de C conter
mais algum subconjunto de elementos iguais.

19 — Propriedades de Pn|p,q

a) E imediato que os fndices p e ¢ siio
~ permutaveis

Pulp.q e Pnlq.s
b) Foérmulas de recorréncia nos indices
P s
1) Pujp,g= lo T nclle g
q! q!
1
P p ML g
2) Papg=—12= =— Py,
) Ip,q q | q ! P le-1,2
1
o p—q Pnlp-l,q—l

3) Pnlr,q=_ﬂ"Pﬂ-llp-I,q—l
pPq

Pnliu= Pu-llp-l"' Pn—?lﬂ-p-l Pn—llﬂ
q! q!
. Pu—llp-l.q s Pﬂaplﬂ-p-l Pn—llp,q

¢) Pajp,q=
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d) Os resultados anteriores mantém-se
para quaisquer inteiros p e ¢, e quando se
permutam o p e o ¢, nos simbolos em que
eles aparecem.

e) A expressio da propriedade ¢) pode
obter-se da (ltima expressio do paragrafo 14,
substituindo P, , Pn_ijp-1 € Pa_q)p respec-
tivamente por Pujp.q: La-tp-1,0 © Pr-1lp,q-

Consequentemente, segundo o paragrafo 15

n-p

Pnlv.c ~ 2 Pn—nl(u—p)—f Pn—(.f'-!-lllp—l.v
j=0

P
» ; :
1 nlp,g = n-ﬁln-p—lz P, -1-ilp—,a
i=0

20 — Saponhamos que € é a reuniio de
dois subconjuntos disjuntos: C;, com p
elementos aa; e Cy, com n — p elementos
bb. Diz-se que C é a soma directa dos sub-
conjuntos C) e (5.

O nimero das permutagdes dos elementos
de C 6

P“|Py"*ﬁ=

21 - Combinagdes de n elementos

Vejamos como se formam estas permuta-
¢des dos elementos de C'. Considerados os
n lugares que terdo de ocupar os elementos
de C, precisamos apenas de escolher p
lugares para os elementos aa; os lugares
para os elementos bb ficam automaticamente
determinados.

Assim Py np indica o nimero de manei-
ras por que é possivel escolher p lagares
de entre n disponiveis, ou nimerc de sub-
conjuntos de p elementos, que é possivel
definir num conjunto de = elementos, visto
que cada lugar corresponde a um elemento
do conjunto C e a escolha de p lugares
determina um subconjunto de p elementos.
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Chamaremos a estes subconjuntos de p
elementos combinagdes dos n elemertos,

rap.

22 — Dum modo geral, para um conjunto
C, de n elementos distintos, a determi-
nagio dum subconjunto de p elementos
consiste em classificar cada elemento de C
em elemento a—p precisamente — ou ele-
mento & — m—p ao todo. Esta classifi-
cagiio é afinal a defini¢io duma funcgio f em
C com dois valores a e b

f:C—{a,b}.

Precisamente porque é a dois valores
chamar-lhe-emos uma dicotomia.

23 — Qualquer dicotomia determina uma
bipartigido de C, isto 6, dois subconjuntos

E,=|2eC|f(x) = al
By = |z¢C| f(x)=b|

complementares, ou tais que K;+ Eg=C
e El * EQ = 0 -

24 — As dicotomiasde C', que determinam a
biparticio de € num subconjunto de p
elementos e noutro de » — p elementos, sio
tantas quantos os subconjuntos de p ele-
mentos, portanto Py, .—p

25 — Dum modo geral chamaremos parti¢do
de ordem K de C os subconjuntos £y, E,.---
<o+, I, tais que

.E‘:l—!- E2+--.+E;‘=0
ek 0 257,

26 — O ntimero de parti¢gdes dé ordem %k de
C, com E; de p; elementos, I, de py
elementos, ..., E, de p; elementos, é
com P+ pg+ - +pe=mn,

E;-E;=0 com ¢,;=1,2,.

Pﬂlp:,m...,pk

27 — Cada particio de ordem k de C é
determinada por uma classificagdo multino-
minal em K categorias dos elementos de C'.

Assim Pn,,,,,p,,__,_,,k com p; + pg + -+ +
-+ pr = n 6 ainda o nimero de classificagdes
desta natureza dos elementos de C que é
possivel definir, e que conduzem a partigdes
de ordem % nas condi¢des indicadas.

28 — Dum modo geral uma dada partigio
de C pode ser determinada por mais de uma
classificacio dos elementos de €. Por
exemplo, as classificacdes f: C={1,2,3,4|
~(a,b) tal quo f(1)=f(@=a e f(3)=
=f4)=0b, e g:C=1{1,2,8,4}—+(a,d)
tal que g(1)=g(2)=0b e g8)=g(4)=a
conduzem & mesma particio F; =|1,2| e
Ey=1|3,4].

29 — Representaremos o niéimero de combi-

nacgdes de n elementos, p a p, ou o nimero

de subconjuntos de p elementos dum con-

junto de n elementos, por (}) com p<<n.
Assim

n!

Pln—p)t

;) = P’II‘P,N-:J =

com p 7.

30 = Propriedades de (})

Q) ()= Patp,nr = Patn-pp = (%) -

Evidentemente cada subconjunto de p
elementos determina um subconjunto comple-
mentar de n — p elementos. Sio tantos de
uns como de outros.

b) Seja C= C;+ 2, com C; um sub-
conjunto de n — 1 elementos diferentes de
. Entdo, qualquer subconjunto de C; com
p elementos é um subconjunto de p ele-
mentos de (', em que nio entra o elemento
2. O nimero de subconjuntos de p ele-
mentos de C; 6 (*;!) e também este o
nimero de subconjuntos de C', de p ele-
mentos, que nfio contém um dado elemento .

O nimero de subconjuntos, de p elemen-
tos, de C, em que figura o elemento z,
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é o nimero de subconjuntos de C}; com (%)) o ntmero d
» numero de

n—-1

| - dados. Sera entio —
p — 1 elementos, isto 6, (,,_1 . n—

subconjuntos de p elementos.
¢) Obtém-se fé6rmulas de recorréncia nos ] K

indices, fazendo no paragrafo 19 g =n —p 9 v 1 7
e as transformagdes necessarias para obter ) P)=; nlp-1,n—p
um fndice, a esquerda, igual a soma dos
fndices, a direita 3 i R
P n=1|p=1,n-p
1) (:)““ P tip,n-p % p
1 G n=1|p-1,n—p
— Pn-llp,n—p-l »
n—p -
- — Foa GoD
< n—p Pn—llp.n—p-l
e B (*1). Quer dizer: n- (" LY des dentiiarcide
n—p\P p—1

vezes que o8 7 elementos figuram nos sub-
conjuntos de p elementos. Para obter um
subconjunto de p elementos é preciso uti-

Com a interpretagio facil: (";!) & o
nimero de subconjuntos de p elementos em
nio entra o elemento z; = (";') é o nimero
de vezes em que os n elementos nio figuram
nos subeonjuntos de p elementos. Para obter
um subconjunto de p elementos é preciso
que nele ndo figurem n — p dos elementos (Continua)

lizar p dessas figuracdes e sera = (n o 1)
p\p—1
o nimero de subconjuntos de p elementos.

Two classroom noles on algebra
by J. J. Dionisio

1. The computation of the Vandermonde  that it is a polynomial in x, of degree n—1.

determinant. Its roots are xy,xg, -+, x,_;. Hence
Let ﬁn[ml,_,,,wn)=
n-1
Ag by spm)es |1 <X o vead (2) Any (@), -0 s @) [ (@n — ) -
Py Sy eaiiry i=1
CE 2
[ If we suppose that
n-1 n-1 n-1
B A By @152+, @) = [ (@ — @)
We have Lot
(1) Ay (2, 0) = @9 — 2y - then from (1) and (2) we infer that
The computation of A,(xy,---,x,) along An(@yy oo yaon) = [] (2 — ).

the last column by the LarrLacE rule shows i>j



