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MOVIMENTO MATEMATICO

BRASIL E ARGENTINA

O Dr. Alfredo Pereira Gomes realizou, em Julho
de 1960, na Sociedade Brasileira para o Progresso
das Ciéncias, uma conferéncia intitulada: «Formas
Reais das Algebras de Lie Semi-simplesw.

— O Dr. Hugo Batista Ribeiro, em Julho de 1960,
foi contratado pela Universidade do Recife onde rea-
lizou o curso: «Teoria dos Grupos Abelianos: nogdes,
métodos e resultados fundamentais dessa teoria e
desenvolvimentos andlogos para a Algebra Univer-
salw,

— Na Universidade do Recife realizaram-se os se-
guintes semindrios :
1) «Teoria dos Modelos» pelo Prof. Hugo Ribeiro:

Cdlculo de predicados, dlgebra universal, problemas.’

2) Topicos sobre Algebra Universals pelo Prof.
José C. Morgado.

— A Escola de Engenharia da Universidade do
Recife publicou a seguinte apostila de curso:

M. Zaluar Nunes, «Diferen¢as, Interpolagio, Deri-
vagdo e Integragio Numéricas».

Na semana de 20 a 25 de Julho de 1959 celebrou-se
na Faculdade de Ciéncias Exactas y Naturais de
Buenos Aires, por iniciativa do Centro de Cooperagio
Cientifica da UNESCO para a América Latina e
daquela Facu'dade, o terceiro simpdsio sobre o tema

«Alguns problemas matemaiticos que se estio estu-
dando na América Latina».

Este terceiro simpésio foi continuacio de outros
dois que a0 mesmo assunto se dedicaram. O primeiro
teve lugar em 1951 em Punta del Este, Uruguay e o
segundo em Vilavicencio e Mendoza, em 1954, na
Argentina, com asgisténcia de matemdticos da Argen-
tina, Bolivia, Brasil, Colombia, Cuba, México, Peru
e Uruguay.

Dai nasceram cursos de aperfeigoamento o primeiro
dos quais se realizou em Mendoza em Fevereiro e
Margo de 1955; o segundo no México em Janeiro e
Fevereiro de 1956; o terceiro em La Plata, Argentina,
em 1957 e o quarto em Bogotd, Colombia, em 1959.

Toda esta actividade na América Latina tem sido
grandemente influenciada pelo trabalho do Dr. Antd-
nio Monteiro ao qual o Director do Centro de Coope-
ragdo da UNESCO, Dr. Juan Ibafiez Gomez se referin,
no discurso inaugural do 3.° Simpdsio, nos seguintes
termos:

«Para el mejor logro de los fines propuestos con
este tipo de actividades nuestro Centro encargé al
Dr. Anténio Monteiro para visitar algunes paises
latino-americanos y recoger datos sobre sus respec-
tivos ambientes matemaiticos, sus problemas y sus
necessidades. Su viage dejé valiosa informacién con-
cretada en un minucioso informe que constituye
valioso instrumento de trabajow.

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E

FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

L 8. C. B. F. — Maremiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia ordinario — 29-6-1960.

5320 — 1) Diga quantos zeros tem f(z) — 1223 4
+9x2— 18z + 8 no intervalo (—2,1), sabendo
que a sucessiio de Fourier de f(x) apresenta os se-
guintes sinais:

—2|-1{0 | 1
i = + | + | +
FuFIr A
fil=|—1+|+
M+ + |+ |+

Justifique convenientemente a resposta.
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2) Defina integral de ¢ (x) em (a,b) e indique
algumas propriedades fundamentais. Utilize o cdl-
culo integral para achar a drea limitada pela pard-
bola y>’=4x earecta y =2ax.

R: 1) A sucessio de Fourier perde uma variagio
entre —2 e — 1 e portanto f(x) tem um zero em
(—2,—1). Entre 0 e 1 a sucessdo perde duas va-
riagoes e portanto f(x) pode ter duas ou zero raizes.

Como em (0,1) a primeira fungio cuja sucessio de
Fourier perde uma variagio € f'(x) =18 (2x2 + x—1),
calcule-se o zero dessa fungdo em (0,1): x

—-1+3 1 1 11
Ora f(—-) =—>0 e como

T A 2 1

4
£(0) >0, f(x) ndo tem zeros em (0,1). Em (—2,1)
existe portanto apenas um zero de f(x) .

=

2) A brea pedida é A = f' V’de—flaxdx,,
-:- b J0 0
-2| 0 -{x=];=2-%—1-%-.
2 o
1

5321 — Nas fungdes de duas varidveis a existéncia
de derivadas parciais finitas nam ponto implica a
continuidade da fungfo nesse ponto? Justifique a

resposta.
Defina fungdo diferencidvel em P (a,b) e demons-
A o o f (My—F(P)
tre que, para tal fangio, e M P

= fi(a,b)E + f,(a,b) n sobre todo o arco emer-
gente de P na direc¢do r de cosenos directores £ e n
Deduza as condigbes necessdrias a existénecia de
um extremo de f(x,y) em P (a,d).
Extremar a fangio =2 + y? — 42z + 6y + 25.

R: A condigio necessdria para que um ponto seja
extremante de ¢ = x2 + y? —4x + 6y + 250 € que
2x—4 =0
2y +6=0"
ponto que satisfaz é P (2, —3), bastard agora
analisar o sinal de 82 —rt. Como 8 =g, =0,
r=ga=2¢e t=g,=2, nesse pontoé 82 —rt<0
e portanto hd um extremo em P; dado que r>0,
trata-se de um minimo.

satisfaga ao sistema { Como o 4nico

111

5322 — Enuncie a extensio do teorema de LarrLace
e diga como se pode dar a forma de determinante ao
produto de dois determinantes.

Considere o sistema A X = B em que 4 (n><n)
é regular. Mostre que B é uma composigio linear

dos vectores independentes Ay, Ad,,---, 4, (colunas
de A) e aproveite o resultado para provar que num
espaco a n dimensdes nfo hd mais de n vectores
independentes.

I.S C. E F. — Maremiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia extraordinario — 4-7-1960.

I
5323 — Resolva os seguintes problemas:

; "1 dx
1) Caleular J AP 2t v 4 e P
, 0 (z+1)(=x2+1)

2) Extremar a fungdo =* + y3 — 3axy.

1 ay So
EiD@ErD =+l o4l
ag € uma constante e S, € um polinémio do 1.° grau.

R: 1) onde

s 0l 1 1
e —= tatite e =
= l.xz+1],=_. y PR e
1 So So 1
2(x+1)  x+1 X1 @+l E@+1)
1 i i 1
2x+1)  2@+1) N i)+
1 1 1 1 1 2x
7 T SRR T T T AT

1 1 1
=?log’|x+—1[+ —2-arc£gx——4-log(1 + x2)

h g 2l LR ORNG
o T i e
] 13 9

=—+ —1log2.

"|'4 q

8

2) Os possiveis pontos extremos sdo as solugbes do
3x2—3ay=0
g 382“0 que di P (0,0) e Q(a,a).
Como s = —3a, r=6x ¢ t=6y vird s2—rt>0
para P (0,0) o que significa que este ponto ndo ¢
extremo. Para Q(a,a) vem s*—rt<<0 e se a>0,
vira r>0 e Q(a,a) serd um minimo; se a << 0 ¢
r<0 e Q(a,a) serd um maximo.

gistema {

Il

5324 — 1) Escreva a expressio da derivada m-
-ésima de f(z,y) com z=a + ht e y=>bb+kte
deduza a férmula de Tavror para f(z,y) em P(a,b)

2) Enuncie o teorema de existéncia das fungdes
implicitas e diga em que condigdes a fungfio impli-
cita é diferencidvel.
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Determine A por forma que a fungdo implicita
y = ¢ () definida por 2 + zy + A2 + 12 =0, tenha
em x =1 uma tangente paralela ao eixo dos xz=.

R: 2) Como x =1 terda de satisfazer a equogio
dada terd de ser 1 — y + A + 22 =0. Por outro lado

d 2x + 2
o I g B e, para que a tangente seja
dx x
paralela ao eixo dos xx, deverd ser 2 +y +1=0.
1 A+2a2=0 A=1
O sistema { e s tem as solugies {
24+y+2=0 y=-3
A=—1
{ , € portanto para a fungdo implicita definida
y = — 1

na vizinhanca de (1, —3) € A =1 e para a fungdo
definida na vizinhanga de (1,—1) é » = — 1.

111

5325 — 1) Diga em que consiste o problema
da interpolagdo. Dados os pares de valores
(wo , uo) 5 (w1, 1) 5+ (¥, ,u,) , mostre que o pro-
duto das raizes do polindmio interpolador é
(__I),,uo—xo&vﬂwowﬁ’uo—---+(-1)"wuxr-*w»_.ﬁ"la

3" ug
em que §'uy (1=1,:--n) é a diferenga dividida
i-ésima de uq.

§

2) Demonstre que é nula a soma dos produtos
que se obtdm multiplicando cada menor de m deter-
minadas filas paralelas pelo complemento do menor
homélogo de m outras filas paralelas as primeiras.

Utilizar os determinantes para discutir o sistema:

ke t+y+z2=1
e+ ky+z==F
z+y+ks=k.

R: 2) Se (k—1)2(k +2)0 o sistema € pos-

{vel determinado e te lugd kd
sivel determinado e tem a solugiio X = — ———
: k+2’

1 (k + 1)? . 2
y—k+2, Z = k+2;6c k=1 o sistema €

indeterminado (grau de indeterminagdo 2); se k= —2
o sistema € impossivel.
Solugles de Fernando de Jesus

L S. C. E. F. — Mateuiricas Gerais — Exame final
— Prova Pritica (1.* chamada) — 15-7-1960.

I

5326—1) Determine & por forma que f(x) =et=*+=
tenha um extremo para x = 1. Indique a natureza
desse extremo.

[ 2 1
=0 sen2xz 1—cosa |

2) Calcule lim
3) Calcule Px-tglx.

R: 1) Como f'(x) =e***+*(2kx + 1), para que
1
fl'(1)=0 terd de ser 2k +1=0 ou k——?.

Dado que ' (x) = ok Rl [ —x)2 —1], vem
f'' (1) <O e trata-se de um ponto maximizante.

' 2 1
2) lim N T L =
x=0| sen2x 1 — cosx

2(1 — cosx) — sen?x

=0  sen’x (1 — cos x)

2senx — 2sen x cos x

= [im - =
x=0 2 sen x cosx (1 — cos x) + sendx

§ 2 —2cosx
= lim —
x=0 2 cos x (1 — cos x) + sen?x
: 2 sen x
= lim =
=0 — 2gen x + 4 cos x ¢en x + 2 sen x cos x
y 2 1
= lim _

w0 Goosx — 2 2

8) Px-t?x=Pux(sec?x—1)=Pxsectec— Px=
x? x2
==:r:tgz—Pt_q:c——g—mtgm+log]cosz|—-—§-.

11

5327 — 1) Desenvolva pela férmula de Tavior
até aos termos de segunda ordem a fun¢io =z’ no
ponto (1,2).

2) Supondo &= f(x,y) homogénea e admitindo
que f(z,y) = 0 define uma funcgio implicita y = ¢ ()

d b
na vizinhanga de P (a,b), mostre que (_y) = —
dz/, &

e que a equacdo do plano tangente i superficie
z=f(x,y) em P(a,d) éf(a,0)X+f,(a,b) Y=0.

R: 1) Sendo ¢ (x,y) =x" vem:

=y gh=yy—1) ! ¢ =2t loga
g, =a'logx ¢, =a'log?x

A formula de Tavror é
e(x,y)=0(1,2)+(x—1)e. (1,2) +(y—2)¢, (1,2) +
it
+ 570 (1,2) (2 —1) +,(1,2] + - =

-1+2(x—1)+ %[2 (2 —1)2+2 (@—1) (y—1)] + -
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2) Come a fungio é homogénea, o teorema de EuLer
ensina que a f.(a,b) +bf, (a,b) =af(a,d).
Em virtude de ser f(a,b) =0 vem a f,(a,b) +
: fi(a,b) b dy
+bf,(a,0)=00u — —— = — —=) ==
fy(a,b) ou YATRD) = € como (d;u /
e (a,b
- f}af,) esta provado o primeiro resultado.
fy {a ) b)

0 plano tangente a z= f(x,y) em P(a,b) é
fa(a,0) (X—a)+f,(a,b) (Y—6)=0ou f;(a,b) X +
+f,(a,0)Y =af;(a,b)+bf,(a,b) =0.

111

5328 — 1) Dada a tabela
&xr w
0| a
15 o2
3|4
4| 6

determine a e & por forma que o polinémio inter-
polador seja do 3.° grau, com o coeficiente do termo
de maior grau ignal a 1 e tenha raizes de soma nula.
Escreva o polinémio.

2) Mostre que a caracteristica da matriz

A=711 2 1-—-1 é trés. Exprima a quarta
1. &8 8
155 R R

coluna como composi¢do linear das trés primeiras.

R: 1) Construindo a tabela das diferengas divi-
didas vem

x | u | S u | 32u| §u

0 a g a—1

0 5 bt e i PO

gitd 4 b 12
3

O polinémio interpolador (Newrox) €

-1
f[x)=a+(2—a]x+-a—3———-x(x——l}—1—

b—a—4
S Sl

5 —x@E=1) (-8

e, de acordo com o enunciado, terd de ser:

b—a—4 "
18] e
-1 b—a—4
a = = ;; =0, sist cuja solugio e

b=29
{a=13

O polinémio é f(x) =13 —11x +4x(x—1) +
+x(x—=1)(x—3) =x3 —12x + 13.

2) Como A=[1 2 1] =150, a caracte-
15 3:%8
1% 4050
ristica da matriz ¢ 3.
Resolvendo o sistema
1] +%2 7 +xs1 )= -1
1 3 3 2
1 4 6 -3
pela regra de Cramer, obtém-se xy = — 31, x; =19,
x3 = — B e por conseguinte
—11=-31171+19°21-8"1
2 1 Dl [ 3 ] |7 3
-3 1 4 6

I. S C. E. F. — Maremiricas Gerars—Exame final—
Prova Pratica (2.* chamada) — 18-7-1960.

I
5329 —1) Estude a fun¢io f(x) == + 3 -
—x
5 2zd
2) Calcule ] .
(c—1)2 (22 + x+ 1)
R: 1) O dominio é (— c0.1)(1,+ oc) e as
intersecges com o0s eixos sdo os pontos (0,1),
1+V5 1—y5
S sl
A fungdo € sempre crescente pois f/ (x) = 1 +
1 d 2 :
= a= xJz>-0. Como {7/ (x) = T a concavi-

dade estd voltada para cima em (— co,1) e para
baixo em (1, + o).
A curva admite as assintotas X =1 e Y =X,

2) Para caleular o integral proposto € necessdrio
decompor a fracgdo racional em elementos simples, Ora
2x 80+ 8 (x — 1) S
—1P (x4 =1 x2 +x+1
e para calcular ag e a; basta ordenar o numerador e o

2x

denominador da fracgdo auxiliar Ry(X) = ————

Arogs 1(%) x2 +x +1

sequndo as poténcias crescentes de t=x — 1 e efectuar
a divisdo, levando o cociente até ao grau 1:

242t
Ry (x) = e o
1 (x) TR T

B
te € 3, isto €,
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2
Sl © ay = 0; S, obtém-se facilmente notando que

8o 2x 2 1
¥rz+l @E—1P@+x+1) 8 (z—1¢
=x-—2+xi’ isto é, Sp = —-z—.

Portanto,
2xdx 2 d x
f(x—1)=(xz+x+1)“? x — 1)
2] 1
3Jx2+x+l T et
dx 2
3 RSB Bz —1)
(:E +'§-) +I
2 2
—dx
4 V'3 2
i 3(x—1)

11

5330 — Extreme a fungfo 3 —2xy + y? e in-
dique em que pontos da pardbola y =x? a sua
derivada se anula na direccio da tangente.

R: Os pontos de estacionaridade obtém-se resol-

Fysd —_
SRR 20 nides 10.0)

vendo o sistema {—2x Ao

[
e P‘g(3 3). Como r=6x, s8=—2 ¢ t=2,

vem 82 —rt=4—12x. No ponto P;(0,0) vem

3’3
vem 82 —rt<0 e r=>0 e portanto trata-se de um
minimo.

2 2
s2 —rt>0 e portanto ndo ha extremo; em Pz( )

Notando que os cosenos directores da tangente &
2x

ardbola sio E = ——— ¢ n—=——— 1
3 V1 + 4x2 |/1+4xz:ad¢”

vada dirigida da fungdo sequndo a direcgdo da tan-

2 — - 2
gentle € K Lﬁ-i—_.‘f }Qx’ tomando o va-
V1 + 4 x2 V1+4x2
3x?—2x2 (—2x+4 2x2)2x
lor + —_— nos pontos da
i/1+4x3 V1 +4x2

parabola. A derivada serd nula quando

x24+2x (2x2—2x)=0, isto € nos pontos A (0,0) e

3 9
“(?“1?)-

5331 —1)
polinémio

111

Determine « e B por forma que o

22 +aat+2x 4+ B

tenha uma raiz tripla.

2) Discuta o sistema
22+ y+2=1
z+ay+z=0
3x+ay+z=2=5

e interprete geométricamente o resultado.

R: 1) ¢ (x) =x3+ax2+4+2x+8
' (x) =3x2+2ax +2
¢! (x) =6x + 2a.

A raiz tripla é raiz de ¢ (x), ' (x) e o' (x).

-3
Assim, como o zero de ¢'' (x) é — 3 substituindo-o

m 3' (x) obtém-se o —= +{/ 6, Fazendo agora em

(-3 S
o(x) x=—— € a=+/6 e igualando a zero,

3
2/ T

obtém-se B = + o

2) Constituindo o determinante

vé-se que o sistema € possivel determinado se az=1
(com qualquer b) o que indica que os 3 planos repre-
sentados pelas equagies lineares sdo concorrentes, num
ponto.
Sea=1, P 1A |
1

e a possibilidade do sistema depende do wvalor do

o determinante principal € A = =0

caracteristico A'= |2 1 1| =b—2: se b2 o sis-
110
3 1 b

tema € impossivel (o terceiro plano € paralelo i recta
deﬁmn'a pelos dois primeiros); se b =2 o sistema é

[ indeterminado de grau 1 (o lerceiro plano
passa pela recta definida pelos dois primeiros).

Solugbes de Fernando de Jesus
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I S. C. E. F. — Mareudricas Gerars — Exame final
— Epoca de Outubro — 10/10/1960.

1
z+1(z<0)

5332—1) Estude afunc¢io f(x) =1 a2
2) Ache o desenvolvimento em série de

log (1+x)

Mac Lavriyx de — ———, indicando o intervalo
1+4+=x

onde é vilido o desenvolvimento.

323 + 2 +22x—1
3) Calcule —_—d=z.
2 zd—1
R: 1) O dominio é, evidentemente, | — oo, + oo
e existe uma descontinuidade na origem. Como para
x <0,f(x) =x + 1 (recta) basta fazer o estudo para

x> 0. Calculando a derivada, obtem-se f'(x) =
x(x+2) :

= ———— (x> 0) que € sempre positiva para x>0;
(x +1)2

f3(000=0 e f,(0) =—oco. A fungio € pois sempre
crescente e ndo tem extremos. Como f'(x) =
- m)-(] (x>0), a concavidade estd sempre
voltada para cima. Facilmente se verifica que existe
uma assintotla obliqgua Y =X — 1 pois f(x)=x—1+

e lim =0.
x+1 1= X 4+ 1
9 c x2 x3 x4
log (1 —— i
) Como log (1+x) =x 2 a3 3 1 ==
xl’l
— 1) — 4o 1 ] s 2
H(—Ir (2] <D) e oo =1-x+x

—x34 e+ (= 1)"x" + -+ (| x| < 1), multiplicando
o0s dois desenvolvimentos em série, obtem-se

log (1 + x) et 145 3
o215 e o A B Waerr el TR T (KT ) 5
R R k+2x+(+2+3x

1
— e (_ 1)“-! (1 + ?.,.
bém valido para |x| <1.

1
o) X, tame
n

2xd 4 x242x—1 1 5.
3) = +
xt—1 x+1 (x—1)
1 t“ "52x3+x3+2x-—1d
+——_12+1 e entdo .,’2 = X =

15 8
—[tog (x2—1)+arectg x_l = log 3 +arctg3—arctg 2.
2

I

5333 — 1) Extreme i funglo ¢(v,y) = 4 x* +
+2Bzxzy+Cy?*+2Dx+2FE y, discatindo os
casos AC—B2=0 e AC— B2£0.

2) Asrelagdes « = rcosf e y = rsen§ permitem
definir r e 6 em fungdo de = e de y. Verifique que
oz  oJr

or dx

R: 1) ¢.(x,y)=2Ax+2By+2D
9 (x,y)=2Bx +2Cy + 2E.

Us pontos de estacionaridade sdo dados pela resolu-
Ax+By+D=20
Bx+Cy+E=0
determinado quando A C — B2=£0. Como s =2B,
r=2A e t=2C, vem s? —rt=4(B2—AC) e
entio se B2 — AC>0 ndo hd extremo; se B2—AC <0
ha extremo: maximo se A <0 e minimose A > 0.
No caso de AC— B2=0, o sistema € impossi-

¢do do sistema { que € possivel

L a istind tr
e — i — ——— o
vel § * y nao existindo exiremo; se
Y t 3 d f r d tl M
—_— o — S
= siglema e indelerminado € a (in

Ax 4+ By + D =0 ¢ uma possivel linha de extremos.
Notando que, neste ultimo caso, Ag(x,y) =
=(Ax+ By + D)2 — D? seja (xo,y0) um ponto que
satisfaz a Ax+By+D=0; como A[g(x0+h,ys+k)—
—%(x0,¥0]=(Ak+Bk)?, a linka Ax+By+D=0
serd uma linha de minimos com A >0 e uma linha
de maximos com A <0,

2) Como x%+ y?=r2, vem r— {/x% + y2. Entio

ar x p x
—_——=— ¢ como = g8l = — =
dx VxZ 4 y? ¥ ar r

x
= Vo estd provado o que se queria.

111

5334 — 1) Dado o polinémio ax8+bxz2+cx+d,
que relagio deve existir entre os coeficientes a, b, ¢
e d para que uma das raizes seja igual 4 soma das
outras duas?

Satisfeita esta condigdo, ache as raizes do polindmio.

2) Para que valores de a o vector 17 ¢é com-
0
1
Lod
posig¢do linear dos wvectores T 177, 707, 707,
1 1 0
1 1 1
| B ) R A 164 [ 1541 |

1T 177? Escreva a composig¢io para esses valores de a.
0
0
—¢—
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R: 1) Designando por x;, X, e X3 as trés rai-
X=X + X3
zes, lem-se

Xy + X + X3 = S Este sistema da

b % b \3 b \2
x,——2—a e entio a(—2—a +b _-é_;) +

b
+c(—-§—;)+d=0 ou b¥ —4abe+8a2d=0,

que € a condigdo procurada. Se esta condigio € satis-

b
feita, o polinémio dado € divisivel por (x + -2—) e
a

b
entdo ax3+bxz+cx+d—(x+-§) (ax?+
b hZ) -y
+ —X + ¢ — —— | o0 que mosira que x; e X3 sdo as
2 4a

b
raizes do trinémio do segundo grau ax® + 7 +

b2
e

2) O problema equivale a saber para que valores de
a € possivel o sistema

1 0 J+x7 0+ 1TJ=717)
1 1 0 0 0
1 1 1 0 1
1 1 | 1Ea | o L0
Ora o sistema € possivel delerminado quando
1 0 0 1|50, o que acontece com a==0. Com
1100
1,.1°1) 0
JaN1 L e
a=0, tome-se o determinante principal a=|1 0 0
1 [ B B,
3 B 1
Como o caracteristico A' = 1|£0, o sis-

P e
- O
[ = I =]
(=T ]

tema serd impossivel.
Portanto o sistema s6 é possivel (determinado) com
2.5=0. Resolvendo-o pela regra de Cramer vem

a+1 o+ 1 1
g g - ] !1-1, ="k |
o a -3

3=

0 que permile eserever G composigao.

Solugdes de Fernando de Jesus

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerars— Exame final —
Epoca de milicianos — 12-12-1960.

5335 — Considere a fun¢io f(z) =

(fc:#O)
e resolva os seguintes problemas :

1) Ache o dominio de f(x) e mostre que a fungio
€ sempre continua nesse dominio, inclusivamente para
=4+ 00 8 F=—o00,

2) Mostre que f(x) nio pode ser sempre crescente
ou decrescente. Determine entdo os intervalos de mo-
notonia, os extremos interiores e fronteiros, conside-
rando os valores f(+ o0) e f(— oo) integrados no
contradominio de f (xz). Qual é o minimo absoluto e
o mdximo absoluto ?

e +1
8) Caleule | — " " dw
s x4+ 1
R: 1) O dominioé | — co,+ oo| e a fungdo é

sempre continua neste intervalo pois € cociente de fun-
¢ies continuas (polindmios) sempre definido em
|]—o0,+ o0[. Como f(+ o0)=f(—o0)=0, a
fungiio é continua para x = oo.

9) £ (x) = —k?x2—2x + k2
(xz + 1)2

—k?x2 — 2x + k2 tem o binémio discriminante
A=4+4ki> 0, € ecvidente que ele ndo tem sempre o
mesmo sinal em ] —oco,+ co[ e por isso f'(x),
cujo sinal € o do trindémio, ndo tem sinal constante em
]—o0,+ co[. Assim f(x) ndo € sempre crescente
ou decrescente.

Como f'(x)>0 quando k?x2+2x — k2<0,f(x)

€ crescente em I:‘“I—Vl-i-k‘ —1+m]

f' (x) <0 gquando k2x? 4 2x — k2> 0, isto €, para
todos os valores de x situados em qualquer dos intervalos

] .—&:KZ;E]e[~1+V1+kn+m[

— oo, — e —
k2

k2
f(x) € decrescente.

e, como o trindmio

—1—-yY1+K

E evidente que xq = K — € minimizante
2

—14+¢Y1+ kb
e Xg=————— ¢ maximizante. Os exiremos

k2
—1—y 1+kt
interiores sdo pois o minimo P(—l‘;/!_.'-_’ a)
—-14+yT+K
(a<0) eo maxi Q(— +:‘: ,b) (b=>0).
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Os extremos fronteiros sdio um mdrimo para x= — co
e wm minimo para X =+ oo e € evidente que 08 extre-
mos absolutos sdo P e Q.

Mk2x 4+ 1
Jo- x4l

15 dx k2 [ ]
} ——-——[log(x’-}-l}

3 ’-’l 2x

k?
oLl ) ol
= 2. Jo x2+1 s

1 [ A 1
+ | arctg x
0 0

Tl A% e~

- + C .
9 Og arcig 1

1T

eiiEny
x? + y2
é homogénea e verifique a identidade de EvLes.

5336—1) Mostre que a fun¢do ¢ (z,y)=

2) Que superficie é representada no espago pela
equagio =2 + y2 =727 Ache a equaglo do plano
tangente a esta superficie no ponto P (r,0,0) e
mostre que hd uma infinidade de pontos comuns ao
plano tangente e &4 superficie.

R: 1) A funcdo é homogénea pois ¢ (tx,ty) =
=t1o(x,y) eo grau de homogeneidade ¢ — 1.
—x2+ y2+2xy

Como ?; (X,y)n (13+y2)‘, € ?;(!:3’)_
=32+ y:—dxy ) 3
-ﬁﬁz__’ vem X9, + Yo =
i e e e G s, &8 (x2+y?) (x—v¥) &
(2 + yo)? (= + y2p?

=y

+ —————, que € o teorema de EvLEr.
x? 4 y2

2) Trata-se de uma superficie cilindrica de gera-
trizes paralelas ao eixzo dos zz.
A equagdo do plano tangente €

fi(r,0,0) X —r1) +f(r,0,0) (Y—0)=0
ou
2r (X —r) =0
ou ainda X =r.

E evidente que este plano, paralelo a y 0z, passa
por todos os pontos Q (r,0,z) pertencentes i superfi-
cie cilindrica e que se dispiem segundo a geratriz

{X—-r
Y=0"

5337 — Estude, por meio de determinantes, o sis-
tema

I

z+y+z+ u=0
, 9z —y+2— u=1
z+y—z— u=0

x—yY+z+au=2f

e apresente a sua solugdo no caso em que for possivel
determinado.

R: O sistema serd possivel determinado quando
A=|1 1 1 =0

2 -1 1 -1

1 1 -1 -1

1 -1 1 P

1
o que sucede com a == =%

Para esses valores de o tem-se entio a solugio dada
pela regra de Cramen :

2a +4B—2 2+ 4p—2
= — . — e
Sav 9y o TR
4-68 6p—4
z = y M= .
6a+2 6a+2
1
Quando A =0, o que sucede com €
encontra-se o determinante principal
A= |1 1 1|=6
2 —1 il
1 1 LS |
e o determinante caracteristico
Al =|1 1 1 0)]=6p—4.

s U I
T L 2T
1 B

Pelo teorema de RoucaE, o sistema € impossivel quando

2
A0, ou B+ ] e € possivel (neste caso indetermi-

2
nado de grau 1) quando A =0 ou B = 3

Resumindo :
; 1eB
Determinado : as-— —
- 3 qualquer
Possivel 1 3
Sistema Indeterminado: o = — Y ep =—8—

2
Impossivel: a = —% e B#E'

Solugho de Fernando de Jesus



GAZETA DE MATEMATICA

25

F. C. L. — Mareuiricas Gerais — Exame final — Bio-
l6gicas, Geoldgicas e Professores Adjuntos —
Julho de 1960.

Ponto n.o° 1
5338 — 1.
s=at+3y2+22(2y—1).

Determine os extremos da fungfo

2. Resolva o sistema

x+Hy —3z=—13
dx+6y—4z2=—11
3x+2y+42=13

22+ y— z2=2

por condensagio da matriz.

3. Numa das cldssicas experiéncias de MexpeL com
ervilhas obtiveram-se os seguintes resultados:

Forma
Redondas | Aogulo-
sas
Cor
Amarelas 315 101
Verdes 108 32

; Confirmario estes nimeros a teoria que prevé ervi-
lhas dos quatro tipos na proporgio de 9: 3: 3: 17
Justifique.

4. Defina momentos de uma distribui¢do e dé
uma ideia da sua importincia.

Que outros parimetros conhece ?

Calcule a mediana da distribuig3o cuja densidade
de probabilidade é assim definida:

0 8e <0
f(m)-{e—’ g =)

F. C. L. — Mareudricas Gerais — Exame final — Bio-
légicas, Geoldgicas e Professores Adjuntos —
Outubro de 1960.

Ponto n.° 2

5330 — 1. Dada a equagio a5 —1124 4 23 23 +
+ 7842 — 176z + 90 = 0 verifique que 1 é raiz e
indique a respectiva multiplicidade Separe as raizes
da equacgdo e calcule um valor aproximado de uma
raiz nio racional.

2. Dada a seguinte tabela
o |—2]m1| 0 1 1
vi7]al1]|-s

calcule o polinémio interpolador
a) por resolugdo de um sistema de equagdes li-
neares;
b) organizando uma tdbua de diferengas e usando
uma férmula de interpolacio.

3. De um baralho de 40 cartas tiram-se duas
(com reposigio). Qual a probabilidade de saida de

a) duas cartas de paus?

b) Pelo menos uma carta de paus?

Qual a probabilidade de saida de duas cartas de
paus se a tiragem for feita sem reposigdo ?

4. Propriedades da distribai¢io normal.

Na andlise de uma amostra de uma varidvel casual
verifica-se que 58°/, dos dados sio inferiores a 75,
38/, estdo entre 75 e 80 e os restantes sio superio-
res a 80. Qual a média e o desvio padrio admitindo
que a amostra faz parte de uma populagio normal ?

I. 8. T. — Matemdricas Grrais — Exame final —
Outubro de 4960.

5340 — 1.
42— 4doy+dzz4+y?—2ya+224+122 —6y+62=T

Dada a quddrica de equacgio

investigue se tem centro, determine os invariantes,
escreva uma equagdo candnica e classifique a
quddrica.

2. Demonstre e interprete geométricamente o teo-
rema de Laeraxae.

Serd o teorema aplicivel a fungio y ="}/ 2* no
intervalo [— 8, 8]? Porqué ?

3. Primitive

a) z log =
1
b A e
) ST o + 222 41
22—+ 1
c)

22—8x+ 2
4. Considere um sistema triortogonal de refe-
réncia OXY Z, de versores e;,e;,e3; e sejam

U; = c0s a; @ + co8 5 ex + €08 T; e3 (i=1,2,3
trés vectores de vrigem O.



