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1. 2 — Numero de ocupacdes de 2 celas por
3 elementos distinguiveis, sem exclu-
sio de celas ocupadas:

N (MaxweLy) = 23 = 8.,

Diagramas —
(ab| ¢) (e | ab)
(ac|b) (b ac)
(be| a) (a | be)
(abe| =) (= |abo)

1.3 — Namero de ocupacdes de 4 celas por
3 elementos indistinguiveis, com ex-
clusio da cela ocupada:

N (FErMI) = (;) =4.

Diagramas —
(1[1]1]0)
(1]1]0]1)
(1]0]1]1)
(0J1]1]1)
I.4 — Namero de ocupacdes de 3 celas por

4 elementos indistinguiveis, sem ex-
cluséio da cela ocupada:

N (Bost) = (3 +:_1) e
6 6
(=)=
Diagramas —
(4/0]0) (0]|4[0) (0|0]4)
(3/1]0) (3]0]1) (O[3]|1)
(0]1]3) (1]0]3) (1]3]0)
(21210) (2{0]2) (0|2]2)
211]1) @|2]1) A[1]2)
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Duas observacdes sobre Estética do Ponto Material

por José Manuel dos Sanlos Simdes Pereira

As duas observacBes que a seguir ge
apresentam surgiram-nos quando estudamos
a Estatica do Ponto Material segundo as
«Licdes de Mecanica Racional» do Ex.™ Sr.
Prof. Doutor Diogo Pacheco de Amorim.

Na primeira referimo-nos a um facto que
parece estar em desacordo com a nossa
experiéncia corrente: o de serem instaveis
as posi¢des de equilibrio indiferente. Trata-se
é claro duma propriedade que admite uma

excepcio quando entre as forcas aplicadas
ao ponto se encontram algumas que depen-
dem da sua velocidade. E o caso, por exem-
plo, do atrito ou de resisténcias do meio
ambiente que estido presentes na maioria das
questdes a que diz respeito a nossa expe-
riéncia corrente.

Na segunda constrbi-se um exemplo de
posig¢io de equilibrio estivel & qual nédo cor-
responde nenhum extremo da funcio de for-
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cas. Pretendemos apenas ilustrar o facto
de que a condi¢io dada pelo teorema de
LeJeuNE-DIRICHELET para a estabilidade do
equilibrio, . sendo suficiente como prova o
referido teorema, nio 6 contudo necessaria,

No que segue, as notagdes usadas e as defi-
nicdes de que partimos sdo as da obra citada.

1 — Consideremos um campo de forgas
conservativo.

Designemos por U a fungio de forgas e
por V= — U a fungio potencial.

Como é sabido, as posi¢cdes de equilibrio
num campo de forgas conservativo corres-
pondem aos pontos estacionarios da funcio
de forgas e a definigio de equilibrio indife-
rente em £;, implicando a existéncia duma
vizinhanga finita de P, formada por pontos
que sio todos eles posi¢cdes de equilibrio do
poato material dado, exige que P, fuga parte
duma secciio de invariabilidade de .

Dentro desta secgio de invariabilidade o
campo é nulo. Por isso, colocando o ponto
material (£ ,m) na posigio de equilfbrio /g,

com uma velocidade inicial ;0. qualquer,
pela primeira lei de Newroy ele seguira uma
trajectéria rectilinea com velocidade econs-
tante e atingira sempre a fronteira dessa
secgio de invariabilidade por menor que
seja v, .

Em P, pois o equilibrio obedece & condi-
cio de instabilidade.

2 — Vamos agora considerar um campo
de forgas conservativo unidimensional, defi-
nido sobre o eixo das abcissas cujo veetor

-t
unitario chamaremos 7.

Seja F o vector do campo tal que

i —4m5-cosl—m9ainl>.?.
x 2
A funcio =—.'zc“-em|L é tal que
x

grad U = 7.

Trata-se duma funcio continua, uniforme,
de derivada limitada e continua cuja repre-
sentaciio grifica se pode estudar pelos pro-
cessos usuais do calculo. E simétrica em
relacdo ao eixo dos yy e fica toda na por-
¢iio do plano cartesiano limitado pelas curvas
y=ua* e y=—at. (Ver nota 1).

Com z =+ tende assimptdticamente
para y = at,

d
Na origem U =0 e —U=0 mas nio
L

se trata de extremo local pois em qualquer
vizinhanga deste ponto a fun¢do toma valores
negativos e positivos. Trata-se dum zero nio
isolado da fungdo e também da derivada, em
cunja vizinhanga U7 admite alidis uma infini-
dade numeravel de extremos locais.

Ora no campo de furcas assim definido a
origem é uma posicio de equilibrio estavel.

Com efeito sendo & a constante das forcas
vivas, tem lugar a relacio

k=T+V=—1—mtg+:c*-cos-£.
2 -

O valor de h para as condigdes iniciais
, 1 1
vy @ @y serd k= _mtj + aj-cos—.
e .ro
Seguindo as defini¢des da obra citada basta
considerar o valor x;=0 o0 que equivale a

1
tomar k= —mu2.
Q 0

Sendo assim & facil verificar que A medida
que x aumenta vao surgindo intervalos nos
quais V" toma valores superiores a quaisquer
outros anteriormente tomados. (Ver nota 2),

E, nesses mesmos intervalos, v2 tera de
tomar valores mais baixos que quaisquer
outros anteriormente tomados. S6 num ponto
desses intervalos ©2 se podera anular e o
mével atingin af o seu maximo afastamento.
Sujeito a uma aceleragio nesse ponto diri-
gida para a origem, retoma o movimento em
sua direcgdio (salvo, é claro, no caso excep-
cional de v se anular num dos @xax minimi-

S —— e =
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zantes de U), atinge-a com a velocidade v,
e ultrapassa-a. Mas a simetria da funcgio
leva-nos, por raciocinios analogos, a conclu-
sio de que, para este lado oposto, o afasta-
mento MAXimo sera o mesmo.

Um caleulo feito supondo, para simplificar,

m =1 mostra-nos que para
2 1 z
[_ . —_— < 1}0 < "L/_ L
n? 2k 4 1) m2 2k)?

a velocidade se anula antes do ponto de

2 :
abcissa @ = — . — pois naquele ponto v
© 4k
X, V2 1
anula-se pela primeira vez se vy = —- :
72 (2k)2

Quando /& — o, vy, enquadrado por duas
sucessdes infinitesimais, tende para zero e
A=l |x| tendera também para zero, visto
o mesmo acontecer & sucessio de termo

1 2 1
eral up=—.——.
g ; © 4k
A origem obedece, pois, & condigio de

equilibrio estavel, segundo a obra citada,

3 — Ha Autores que nio formulam assim
a condicio de estabilidade. No caso mais
geral, impdem que durante todo o movimento
o valor absoluto dos parimetros ¢; que de-
finem a posigio do mével (ponto ou sistema)
seja inferior a um certo e (arbitririamente
pequeno) desde que os correspondentes valo-
res iniciais ¢ e ¢? sejam em modulo infe-
riores respectivamente a & e g com §
gy fungdes do e dado.

No nosso exemplo, em que x é o inico
¢q: teremos de examinar as solugtes das
equactes diferenciais do movimento para
condigbes iniciais x; e v, pertencentes a
certa vizinhanga da origem.

A partir do integral da energia

ivﬂrf-m‘-cosl-:k
2 &

(supondo sempre, para simplificar, m = 1)

i 1
consideremos que a constante k = -Tt:g para

1]

s

g = 0 passa a ter o valor

W= 1;34—:1:3-(:015l (com x50).
z

0

10|

Notemos que o movimento nio pode dar
origem a valores de =z para os quais

1 ; a.ri
zt.cos— >A' pois viria
a

1
—t;’=h"—-m"-cosl<0;
2 x

=

0 que equivale a dizer, sob o ponto de
vista geométrico, que o movimento nio
pode dar origem a valores de z para
08 quais a imagem geométrica da funciio

. 1 ¢ : :
x*.cos— esteja acima da paralela ao eixo
o

dos xx de ordenada &',
Suponhamos entio ve<y/v @ |a-01<‘i/1:_

. y 4 1 v v
Vira A= —12 + alcos —<— 4+ — —v.
Como durante todo o movimento &

1 1
—v24at.cos— =4,
2 x

uma vez provado que se podem tomar pontos

arbitrariamente préximos da origem onde
1 ; :

x%.cos — >v desde que v seja suficiente-
o

mente pequeno, fica demonstrado que se pode

restringir o movimento a qualquer vizinhancga

da origem, limitando convenientemente v, e

|2y|. Ora a funcgdo m'f-corsal para
@
1 & intel ‘
R o (£ inteiro) toma o valor
Il S 4
(w) - —. Se k for tal que k4<(i> £ 7
27 kt Zn v
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sera L > - )4 sl =L v
_ 2r) k7 \2n Y T R
; 21:) v

Por isso, querendo limitar o movimento a
certa vizinhanga da origem (— e, 4 €) basta
tomar, por inversio das relagdes anteriores,

szﬂL.l
2n &

gnificado habitual, e fixar v pela condicio
‘1
Vel ————,
(2mkp
O nosso exemplo obedece pois a esta outra
defini¢io de estabilidade, que parece ser mais
restritiva,

+1 — onde /[] tem o si-

4 — Para as condig¢des iniciais considera-
das, como é k' <<v e |x|<e sera ainda

—1-1;9=h‘—:c"-coa—l—<v+s‘1.
g @

E pondo

1 ; s
u+s4=?69 isto significa que durante o

movimento & sempre |v|< 3 desde que
tomemos x; © vy, em vizinhancas conve-
nientes da origem. Quer dizer, mesmo que
se exija, na definigio de estabilidade, que

durante o movimento v se mantenha em
moédulo préxima da origem, desde yue x; e
vy também o0 sejam, mesmo assim o exemplo
que demos apresenta uma posi¢io de equi-
librio estavel num ponto onde a funcao de
forgas nao é maxima.

D — As conclusdes precedentes sio imedia-
tamente generalizaveis, em vista de calculos
analogos, para a fungdo de forgas U = —

—dt. cosé— definida num espago euclidiano

n
a n dimensdes, onde d? = X z2

ie=1

NOTA 1 — Damos a seguir o aspecto grdfico da

1 |
fungio V:n-—U:::‘-cos;. \

v 3N Vax'ios g

NOTA 2 — Referimo-nos no n.® 2 a intervalos nos
quais ¥ toma valores superiores a quaisquer outros
anteriormente tomades. Destacdmos, na figura, um
desses intervalos. Note-se em especial que os respee-
tivos extremos mais afastades da origem sfo os

)

mdximos locais de V, (nio sfio os pontos Y

e 05 mais proximos sfo os »x tais que 7 retoma
neles o valor que tem ne mdximo local imediata-

5a0

1
mente mais chegado A origem. Nos pontos 3%
™

tangentes as curvas y =t e ¥V =zl . cos % como
se verifica por cilculo simples,
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