GAZETA DE MATEMATICA

Problemas de Matemética
na Teoria dos Reactores Nucleares ()

por José Gaspar Teixeira

Vinte anos siio passados sobre a realizacio
da primeira experiéncia nuclear critica. Pode
dizer-se que os problemas teéricos que deter-
minaram o seu exito sdo classicos e que
muitos outros cujo enunciado dela resultou
estio a entrar igualmente no dominio do
classicismo cientifico; ao mesmo tempo que
as suas solugBes contribuem ja eficazmente
para o progresso econdmico das nagdes que
prosseguem nas sendas dos FErmis, dos
Joriors, dos KiRcHATOVS.

Nesta perspectiva, a enuncia¢io dos Pro-
blemas de Matemética na Teoria dos
Reactores Nucleares pode portanto corres-
ponder a um tema, de conteddo classico, em
torno do qual seja possivel polarizar uma
actividade de aperfeicoamento de conheci-
mentos de matematica aplicada e de fisica
teérica dos nossos dias.

E com este objectivo que o apresentamos
ao iniciar os trabalhos da secc¢io «Métodos
Matematicos da Fisica», a desenvolver no
Centro de Tratamento da Informagio —
CENTI.

Os problemas cientificos qué se pdem na
construgio de um reactor nuclear sio, ndo
860 o da determinagio das suas condigdes de

(*) Neste artigo nada de original se apresenta.
Apenas se compilaram aspectos e resultados publica-
dos por diversos autores com o objectivo de enunciar,
como se diz, vdrios temas de trabalho no campo das
matematicas aplicadas.

criticalidade (1) mas também muitos outros nos
muitos variados campos da quimica e meta-
lurgia, das termo e hidrodindmicas, da pro-
tecgio contra as radiacdes, das estabilidades
mecdnicas e nuclear, da fisica nuclear, etc.

Ao falarmos, porém, da Teoria dos Reac-
tores Nucleares (TRN), limitar-nos-emos aos
problemas de determinacio das densidades
neutrénicas ou dos fluxos neutrénicos, como
fungio do tempo do ponto e da energia do
neutrio, das condi¢des de reac¢do em cadeia,
aos problemas da penetracdo das radiagdes e,
consequentemente, das colisdes nucleares.

Mesmo os aspectos macroscépicos que
interessam na TRN resultam de fenémenos
que se processam em regides cujo «raio»
varia entre 10-9 ¢ 10-13 ¢m, interessando par-
ticulas (elementares, niicleos ou mesmo ato-
mos) que se distribnem com densidades entre
106 e 102¢ particulas/em3. O instrumento
adequado & traducdo analitica destes fenéme-
nos, instrumento alidas nem sempre eficiente,
é a mecinica qudntica.

Contudo, na maioria dos casos, as condi-
¢des reais sio de molde a permitir a utiliza-
¢io da mecianica classica. Os problemas dos
casos restantes, principalmente os que dizem

(1) Aos leitores nfo iniciades nos problemas liga-
dos 4 utilizagio da Energia Nuclear aconselhamos a
consulta prévia de:

Avricr Ma1a Maearsies e Torio Lores Touls — Com-
péndio de Quimica para o 6.° ano liceal — Cap. X VI,
Lisboa 1962,

J. Banr’Ana Diomisio — Reactores Nucleares, Seara
Nova, 1958.
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respeito a determinacio das sec¢des eficazes
dos diversos materiais, grandezas que tradu-
zem o comportamento das particulas nesses
diferentes meios materiais sio, em regra, de
muito dificil solugiio; tem sido sistematica-
mente estudados mas os resultados sido ainda
insuficientemente conhecidos.

Tratando portanto da TRN consideramos
seguidameunte os trés problemas

a) Densidades e fluxos neutrénicos,
b) Criticalidade das reacc¢des em cadeia,
¢) Penetragio das radiacdes.

FLUXOS NEUTRONICOS

1. Hipdteses da Teoria Geral dos Reacto-
res Nucleares

A teoria matematica que permite calcular
o fluxo neutrénico no nicleo de um reactor
nuclear baseia-se nos seguintes factos e hipo-
teses de natureza fisica :

As leis de interacc¢io entre os neutrdes e
o meio ambiente devem estabelecer-se por
meio da mecdnica quintiea.

1 — A natureza ondulatéria dos neutrdes
86 se manifesta, porém, duma forma
determinante apenas nos fen6menos
de difraccio nos meios cristalinos.
Nestes casos, a introdug¢io de uma
anisotropia do meio permite reduzir a
descri¢iio dos referidos processos a
termos simplesmente corpusculares,

2 — Quanto a variavel quéntica, o spin, os
neutrdes dividem-se em dois grandes
grupos, os de helicidade direita (spin
paralelo a velucidade) e os de helici-
dade esquerda (spin anti-paralelo A
velocidade); e as seccdes eficazes dos
materiais tomam valores diferentes
— se bem que muito préximos — para
os diferentes valores de spin. Além

disso as transicdes entre as duas heli
cidades sio suficientemente frequentes
por forma que os neutrdes se podem con-
siderar praticamente n#do polarizados.
Estas duas hip6teses permitem remover
eficazmente as dificuldades decorrentes da
natureza quintica dos fen6menos e aceitar o
ponto de vista clasgico.

3 — O ntmero de neutrdes 6 suficiente-

mente grande para que

a) o8 neutrdes possam ser considera-
dos estatisticamente, e indiscerni-
veis quando caracterizados por
identicos valores das variaveis que
os definem ;

b) a funcdo fluxo neutrénico possa ser
considerada continua a respeito de
todas as suas variaveis.

2. A Teoria do transporte. Enunciado
Geral

As hipoteses anteriores permitem conside-
rar os neutrdes existentes no nicleo de um
reactor nuclear como constituindo um gas
que obedece ao principio do determinismo
mecanicista, e esta sujeito a lei geral da di-
fusio dos gases estabelecida em 1896 por
BourzmaNny e conhecida por Teoria do
Transporte.

Fundamentalmente, pretende-se determinar
uma fung¢io

¢(x,.E,Q;1)

denominada fluxo mneutrénico e que repre-
senta, no instante ¢, o produito do ndmero
pela velocidade dus neutrdes que satisfazem
as condig¢des seguintes :
a) existem no volume unidade centrado
em Xx;
b) possuem energias contidas na banda de
amplitude unidade centrada em K£;
¢) estio animados de velocidades cuja
direcgio é interior ao angulo sélido
unidade de eixo .
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Evidentemente, a funcio ® e as variaveis
x,,Q podem ser substituidas, na teoria
do transporte, por outras equivalentes.

3. Primeira dificuldade; primeira divisdo.
Primeiro problema

O fluxo neutrénico afecta o meio do reac-
tor: nomeadamente, se a produgio de calor
pelo processo de cisio nuclear faz variar
sensivelmente os valores das secc¢des eficazes
e das dimensdes geométricas dos diversos
materiais, os préprios fenémenos nucleares
alteram a constitnigio qoimica dos compo-
nentes do nicleo do reactor.

Tudo isto significa que a equagio de trans-
porte é ndo-linear.

Conclue-se assim que a TRN leva-nos
directa e naturalmente ao estudo da mecd-
nica ndo-linear. \

Como se sabe, a mecdnica ndo-linear ainda
é muito insuficientemente conhecida (1).

No entanto, a teoria da estabilidade de
Liapouxov que tem na mecdnica nio-linear
um papel comparavel ao do critério de Rourn-
-Hurwirz na estabilidade das equac¢des linea-
res, ja foi definitivamente formulada em 1892

Em face das dificaldades decorrentes da
gitnagdo acabada de referir, os problemas
gerais da TRN grupam-se naturalmente em

a) Estatica do Reactor
b) Dinamica do Reactor.

(1) Soromox Lerscaerz, num relatério apresentado
4 aUnited States Air Foree» sobre a investigagio no
campo das equagdes diferenciais e mecinica ndo-li-
neares diz: aum ponto de particular importincia estd
em que o desenvolvimento da teoria da estabilidade
de Lisrounov e a sua aplicagio a certos métodos e
técnicas tem sido quase completamente ignorados fora
da URSS». (Cf. Lerscartz e Lia SavLe: Recent Soviet
contributions to ordinary differential cquations and
non-linear mechanies — R. 1. A. 8. Technical Report
59-3, April 1959).

a) Na Estitica do Reactor consideram-se
os fendmenos para os quais as equagdes de
transporte se mantém lineares.

Isto implica em primeiro lugar o desprezo
dos efeitos das colisBes neutrdo-neutrio.

A hipétese de linearidade da & equagiio de
transporte caracteristicas de muito maior
simplicidade do que no caso da teoria geral
da cinética dos gases.

Implica igualmente que os fenémenos em
consideracio sejam ou independentes do
tempo, ou de possivel estudo num intervalo
de tempo-suficientemente pequeno dentro do
qual nio se produzam alteracdbes sensiveis
das temperaturas, das dimensdes e da cons-
tituicio quimiea dos diversos materiais
constituintes do nicleo do reactor.

Com efeito, os fluxos neatrénicos reais
8o, nos reactores nucleares actuais, sufi-
cientemente baixos para que a hipétese do
desprezo das colisdes neutrdo-neutrio seja
sempre justificada.

Por outro lado, o centro de interesse da
Estatica do Reactor reside nos aspectos ma-
tematicos das teorias que permitem a deter-
minagio das secgdes eficazes mediadas sobre
sistemas heterogéneos e dos fluxos neutré-
nicos nos referidos sistemas, Neste campo,
enquanto que os aspectos fisicos do problema
estio relativamente bem compreendidos, exis-
tem dificuldades consideraveis no campo ma-
tematico para a resolugio da equagdo de
transporte.

b) Na Dindmica do Reactor os problemas
ou siéo considerados sob uma forma elemen-
tar, ou conduzem directamente a aspectos
especificos da meca@nica ndo-linear.

Harvey Brooks (1) referindo-se aos reac-
tores de maior complexidade, os de maior

(1) Cf Harver Brooks — Temperature coefficients
and stability. Symposium of the A. M. 8. 1959.
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poténcia, divide os problemas da dindmica
em trés grandes classes:

1) Problemas de pequenas oscilacdes, pe-
rante as quais as equacdes do reactor
podem ser linearizadas. Aqui se in-
cluem as questdes da estabilidade rela-
tiva a pequenas perturbagdes em torno
da posigio de funcionamento do reac-
tor em regimen estacionario.

2) Problemas de grandes oscilagdes, pe-
rante as quais as equagdes do reactor
ja ndo podem ser linearizadas. Aqui, a
amplitude das oscilagdes é limitada
pelos picos de carga(l) dos quais nio
resultem altera¢des permanentes ou ir-
reversiveis na estrutura fisica do reac-
tor, isto é, oscilagdes ndo destrutivas.

3) Problemas de variagdes excepcional-
mente grandes das condigies de regi-
men do reactor, das quais resultem
alteragdes permanentes na sua estru-
tura, como por exemplo, fusiio do
combustivel, expulsio permanente do
refrigerante, etc. Nestes problemas
somos geralmente solicitados pelos
processos de auto-dominio da distor-
¢io, isto é, preocupam-nos os aspectos
que constituem a analise dos acidentes
fortuitos nos reactores nucleares.

Em face do que acabamos de expor, con-
sideramos que um dos objectivos fundamen-
tais de uma actividade de aperfeigoamento
de conhecimentos de matematica aplicada a
Teoria dos Reactores Nucleares — o Pri-
meiro Problema — é o estudo da

TEORIA DAS OSCILAGOES (2).

(1) Como se disse, referimo-nos a reactores para pro-
ducio de energia, evidentemente ligados a uma rede,

(2) Bibliografia fundamental: Axpuoxov, Virr e
Cuaigix — Teoria Kolebanii — 1960. Existe tradugio
incompleta, mas suficiente para primeiro estudo, da
1.* edigio de 1937, para inglds: Axorovow e Crargin
— Theory of Oscilations, Princeton Univ. Press, 1949,

4. A Teoria do Transporte. Duas atitudes
diferentes (1).

A grande variedade de métodos de reso-
lugiio das equacgdes de transporte pode divi-
dir-se, do ponto de vista da matematica, em
dois grupos.

A situagio é idéntica & criada pelas atitu-
des de Riemaxy e LeBesGUuE em face do
conceito de integral ou ainda por EULER e
LAGrRANGE perante as equacdes da dindmica
classica dos fluidos. Assim, no método de
BoLrzmaN, considera-se um elemento de vo-
lume e o nimero de neutrdes nele existentes,
cujas energias e direcgio de deslocamento
sio determinadas. Alternativamente, pode-
mos fazer incidir a aten¢do sobre um neutrio
e segui-lo ao longo das sucessivas colisdes
até a sua absorpgio. Evidententemente este
iltimo método é mais complexo, até porque
fornece mais informacdes do que as necessa-
rias, pois di4 ndo s6 o nimero dos neutrdes
absorvidos num dado ponto, como os que
tém origem nesse mesmo ponto. Pela sua
complexidade, na pratica este método 6
posto de parte e substituido pelo de BoLrz-
MANN. Entretanto ele promete vir a ser de
grande utilidade, principalmente no que res-
peita a mudancas de fluxo. Ja existem publi-
cados alguns trabalhos interessantes sobre
este assunto (2).

5. A equagéo de Boltzmann

A equagiio de Borrzmaxx pode estabele-
cer-se considerando que a variagio do fluxo
®(x,LE,Q) é devida a duas causas:

1) saida dos neutrdes para o exterior do
volume elementar x:

(1) Cf. E. P. Wianer — Problems of Nuclear Reac-
tor Theory. Symposium of the A. M. 8. 1959.

(2) Cf. C. C. Grosseax — Nuovo Cim. 3 (1956), pdg.
1262, as Publicagdes 1691-1692 — Conf. Genebra,
1958, e E. P. Wiaxer, Phys. Rev. 94 (1954), pdg. 17.
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—P u=£+gy£+g:£
ox 0y 0z

v = VIE[i

2) variagio da velocidade (mas ndo da
posi¢io) dos neutrdes devida as coli-
sdes :

P(x,E,Q)

diminue como resultados das colisdes
dos neutrdes que no ponto x possuiam
energia F e velocidade segundo Q

—v3(x,E)®(x, £,9);

aumenta como resultado das colisdes
dos neutrdes que no ponto x tinham
energia E', diferente de E, e velocidade
de direcgio Q', diferente de &, e por
colisio passaram a ter energia E e
velocidade segundo Q

ude'IZ(x,E'_.E,Q-_.Q; o (x,E,Q)dQ'.

A variagio total do fluxo neutrénico no
ponto x é dada pela soma das expressdes
anteriores, e a equagiao de Boltzmann escre-
ve-se

(1) %E;=—v(.Q-grad +2(x, £))®(x, £,2)+

+vJRdE’fdQ.‘ELx,E'—¢E,Q'—-&Z)-

.0 (x,E',Q).

Aqui admite-se que

— a secgio eficaz de moderacgio 2(x,F)
é independente da direc¢io , excepto
quando os efeitos cristalinos sédo sen-
siveis ;

—a seccio eficaz de transferéncia
Z(x,E - E,Q - Q) depende apenas
do dngulo entre as direcgdes Q e Q';

— ambas as secgdes eficazes sio indepen-
dentes do tempo (hip6tese de lineari-

dade) e do ponto, excepto nas superficies
de separagio de dois meios diferentes
onde apresentam discontinuidades finitas;
— as superficies de separacio de meios
diferente contignos sdio invariaveis no
tempo.

Nos casos mais simples, reactor homogé-
neo e ni, ambas as secgdes eficazes sio
independentes de x em todos os pontos do
mesmo meio e identicamente nulas no vazio.
Ambas as secgdes eficazes podem apresentar
variagdes violentas como fung¢des de £, ou
de £ e E'. A secgiio eficaz de transferén-
cia varia, em geral, lentamente com Q.Q0'.

Nos meios nio absorventes nem multipli-
cativos temos a igualdade

@) defdQ-Z(x,E'—»E,Q’—»Q)=Z(x,E')

Mas se a absorpgio predomina sobre a
multiplicagio a igualdade anterior transfor-
ma se em designaldade :

(2a) defdQ-Z(x,E‘—»E,Q'-»Q)<2(x.E’),
passando-se o contrario

20b) defdQZ(x,E'-»E,Q'-.sz(x,z«:')

no caso da maultiplicagio neutrénica predo-
minar.

Assim a intervencio de uma relacio do
tipo (2) na expressio (1) pode traduzir um
processo de absorpg¢io ou de multiplicagdo,
como o caso da cisdo.

Como se disse, a teoria do transporte para
08 neutrdes é mais simples que a dos gases
pois as equagdes fundamentuais respectivas
sfio lineares. Esta maior simplicidade é, até
certo ponto, prejudicada pelo maior livre per-
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curso médio (!) dos neutrdes comparado com
o livre percurso médio dos atomos dum gas.
Este iltimo é da ordem de 10-5cm & presséo
ordinaria, o que permite concluir que as
propriedades do gas variam muito pouco ao
longo 'de uma distincia daquela ordem de
grandeza. O livre percurso médio dos neutrdes
6 da ordem de alguns centimetros mesmo
nos materiais mais compactos, donde se con-
clui que ha uma muito maior probabilidade em
um neutrdo sofrer uma colisio em determi-
nado meio para sofrer a colisio seguinte em
outros meios com caracteristicas muito dife-
rentes. Além disso a grande simplificagio
que é legitima na teoria cinética dos gases
e consiste em eliminar a dependéncia do
fluxo da direc¢io &, n#o é valida no trans-
porte neutrénico,

Mesmo considerando os casos de estacio-
naridade, ® ainda depende em geral de seis
variaveis, e fungdes com este nlimero de
variaveis independentes sio dificilmente ma-
nuseaveis em célculo, registaveis em graficos
e visualisaveis.

E esta a razio por que se consideram situa-
¢des em que se verifica um alto grau de sime-
tria geométrica. Por um lado, como se disse,
a oquagio do reactor, é regra geral invariante
em face de uma translac¢io no tempo; além
disso, as secgdes eficazes sio constantes
em regidves bem definidas. Nestas condi¢des
o fluxo global ® pode ser considerado como
um «puzzle» obtido a partir das diversas
solugdes da equacdo de transporte relativas
as diversas regides consideradas homogéneas,
admitindo a continuidade do fluxo ® nas
superficies de separagio de dois meios dis-
tintos. Na realidade, esta maneira de proce-
der é bastante simplificada se as diversas
regides tém formas simétricas.

(1) O livre percurso médio duma particula num de-
terminado meio é a média aritmética dos trajectos que
a particula pode percorrer entre dois chogues conse-
cutivos quando se desloca nesse meio.

6. Aplicagdes

Terminaremos as consideracdes gerais con-
tidos no paragrafo anterior com alguns exem-
plos praticos de aplicagio da equacio de
transporte.

6. 1. Definigdes
Dé-se o nome de

a) densidade angular em fase de uma distribuigfo
de neutrdes, e representa-se por

$(x,E,0,¢
o nimero de neutrdes que, no instante ¢,

1) existem no volume unidade centrado em x;

2) possuem energias contidas na banda de ampli-
tude unidade centrada em E ;

3) estio animados de velocidades cuja direcgfo é
interior ao dngulo sdlido unidade orientado segundo
o vector unitdrio 0.

De interesse equivalente é o vector
b) corrente angular em fase
J=va-{(x,E,n,t)

cuja intensidade é o

¢) fluxo angular em fase

o(x,E,0,t)
ja definido no pardgrafo 2:
J=o0.

Semelhantemente se consideram as nogdes integrais
correspondentes:

a.1) densidade
p(x,E,t)—fq;(x,E,n,e)dn
b.1) corrente
i(x,E,¢ =fvn-+(x,E,n,:)dn,
adoptando-se na teoria da difusdo a designagdo de
c.1) fluxo i intensidade
e(x,E,t)=v-p(x,E,t)

deste vector corrente.
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6. 2. Hipéteses limitativas

No que vai seguir-se consideraremos apenas uma
distribuigio estaciondria de neutrdes monoenergé-
ticos (1). Entdo teremos

densidade angular
¢ (x,0)

corrente angular
J(x,0) =v0-¢(x,0)
fluxo angular

®(x,0) =v-¢(x,0)

densidade
e () = [4(x, ) an
corrente
0= fva-¢x,0dn
fluxo
@ (x) = v.p(x).
6.3. Equagdo de continuidade

Sob quaisquer hipdteses, a equacfo de transporte
traduz, como se disse em 5, uma condigfio de conti-
nuidade da distribui¢fio neutrénica

oV ;
Y +div)=g—o0,
sendo
q(x, B,0,)

densidade angular de fontes neutrénicas e
a(x,E,0,i)

densidade angular de secgdo eficaz de absorpgio neu-
trénica, ambas fungdes caracteristicas do meio am-
biente.
Assim, por exemplo, sempre em regimen estaciondrio e
a) no vdcuo a equagio de transporte reduz-se a

div[va-¢(x,0)]=0

que dd =
0.grady (x,0) =0
on
d
il
ds

sendo ds tomado segundo a direcgio Q.
$(x,0) =¢(x —s0,0) ==const.:
a densidade angular é constante sobre a direcgio 0.
(') £ evidente que estas condi¢Bes se verificam apenas na

ausBocia de colisdes dos neutrbes com particulas, que provoca—
riam dimiouigiio da energia cinética.

b) num meio contendo fontes, é

div[va -y (x,0)] =g (x,0)

' 1
Q(x,0) = — - ¢ (x,9)

o que dd
dy Q ~
YR (x,0)
donde

MX,H)—j:DQ(x = 20,0y ds

¢) Se o meio se caracteriza por

1) densidade angular de fontes, q (x,);
2) densidade angular de secgdo eficaz de absorp-
gdo, a;

dois casos ainda podemos considerar :
I — o=const:
Q-grad § (x,0)=Q(x,9) —a-¢(x,0).
Como
" 2 a- grad§ (x,0) + o ¢ (x,0)] = Q (x,0) >

vem
a-grad["* 0. ¢ (x,0)] = Q (x,n) > 0
on .
e?* 9.4 (x,0) -ﬁm Q(x —s0,0)e’*x—*D-0g,

ou ainda
] = ~Tg
w(x,n)aﬁ Q(x —s0,0)e " da.

II — o fungdo de ponto, o (x):
Cédlculo semelhante d4 (1)

¢ (x,0) --j;m Q(x —sn,n) c_fc:“(x'gmd‘ds.

d) Congideremos finalmente o caso de o meio se
caracterizar por 3

1) densidade angular de fontes ¢ (x,0);

2) densidade angular de secgdo eficaz de colisio
(ndo puramente absorvente), o (x)}

3) ndmero médio ¢ (x) de neutrdes secunddrios
emitidos depois da colisdo em x de um neutrdo,

4) fracglio f(x,0' —+0)dQ' de neutrdes emitidos
na direcgdo 0 depois da colisfio em x de um neutrio
que seguia segundo a direc¢do 0';

(") Cf. K. M, Casg, F. Horrmam, G. PLACZEC — Introduction
to the Theory of Neutron Diffusion, Vol. 1, Los Alamos, 1953.
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a equacgdo de transporte escreve-se agora
1) o-grad¢ (x,0)=Q (x,0) —a(x) - (x,0) +
+c(x)-u(x)fu}(x,ﬂ')-f{x,n’-»n)dn.

Admitindo que o segundo membro resulta de uma
«fonte generalizada» temos

$(x,0) = /:o K(x—s0,0) e'fuu("_m)dfds,

com

v-K(x,0) =[Q(x,n) +

+e(x)-o(x)- [¥(x,0)-7 (x,0' ) da].v,

densidade angular de fonte generalizada.

6.4. Difus8o anisélropa

Em certos casos simples a expressdo 1) pode con-
duzir a cdleulo fdeil.
Por vezes torna-se, porém, preferivel integrar
directamente a equacgio de difusdo.
o caso do exemplo que vamos tratar.
Suponhamos que a fun¢io f(x,0 — Q) é desen-
volvivel em séirie de fungdes harmdnicas esféricas,

f(x,0 —a) =Y fi(x) P/(cosb);
fazendo
4x
& = ﬁ g cf,
e
P, (cos) = ——— 2 Y, (Q) Y4 (Q)

a equacdo 1) torna-se
B) a-grad{ (x,0) + o (x)-$(x,0) = Q(x,0) +

I
$(x,0) P & (x) 3 Yim () ¥ ()
i m=—1
e o desenvolvimento

3, (x40 = 0) = ¥ 8 (x) P,(cos0) =
[]

1
— Z s (%) X Yim (@) i (0)

representa a secgfo eficaz macroscépica de difusfo.

Admitindo, além disso, que sfo possiveis todas as
integracdes necessdrias aos cdlculos, multipliquemos
ambos os membros por Y (Q)dQ e integremos
sobre Q:

a) Para o iltimo termo,
2
f $(x,0) Do Y Vi () V5 (@) Vi (@) dO'dO=
[ =
- 5 (x) J ¥ (x,91) Yis (2) dof

e, para que o resultado tenha sentido, torna-se neces-
sdrio que

(I’ fx ﬁ) — 2 2 "’!m (x) Ylm (ﬂ)

=1 m'=—i

isto é, que ¢ (x,0Q) seja desenvolvivel em série de
fungdes harmdnicas esféricas.
Entéo

!;(X)fu'v(x,ﬂ') Yo (@)da' =

= § (x‘

2; z Yo (X) + Vi (@) 10 (@) d Q' =

=0 m'=—

= 8 (X) Yim (X) -

b) Nas mesmas condigbes
[ax, 0y @da=Q,x)
[ 204 (x, 0 ¥2. () 40 = 0 (x) tum (%)

¢) o cdlculo do primeiro termo ¢ mais trabalhoso

Yy

1‘!,t=>;rad-]n-aez‘nﬁcoscpi(;‘Ii + senﬂsenq:-j—q’ + cos ) —
© v

de

nenacosq:% - %aen 0 (e + e~'%) g Y () 6::.

b i ¢ = : ai,
s e LA by ¥, (0 =
sendseng 3% = senfd(e R, § 1m () v

donde

ngrad{-ﬂ—l—senne'?z Yy, (0 ){Ic-_' 9 }\'L,,,

+%scn8e_mz Yy, () {—-()— it J }4,,“

+ cos0 Y] I",,,,{n)-d—d:"-.
I

Mas, fazendo cos 6 = w, temos

¢? (1 — t)'h ¥, () =
[@+m+2)(l4m41) |k

=8 [—(25—43}_(254'0_ ] Pipimpa {O) —
[(z-m 1) ({—m)

@i<i) @i+l :I Yictmis (@)
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e (1 — )k Y, (@) =

= [(l*mﬂw]'n i
(2¢+1)(2(—1)
(l—m+2) ((—m+1) |'h
_[ (20+1) (22+3) Yiim (Q)
(L+m) (I—m)
mYJm(ﬂ)w[m ] Y, im(0) —
Uit LA LR RS
(20+3) (2(41)
Entdo
f“'gr3ﬂ+‘Y?m(n)dn_
'S (F'+m'+2) ('+m'+1)"|'h
=_§ng[ (2¢'+3) (20'+1) Yopimsr (@)
- 0 0
},lm (ﬂj {'d—x—l E?}q'l'm'dn 4=
il {£I+mr_1) (il_'_m.r) s
+E o @[ (20+1) (2¢'—1) ] Yo w1 (@)
- B ool
}m(ﬂ){a—w+td—y}¢m.d9_
1 U =m'=1) (' —m') s
Erzg[ (2¢'=1)(20'+1) :I Yo iw ()
» .. .o
}M{Q){a_a:_'ﬁ}%wdn_
. W —m! +2) (@' —m +1) T
E l2 g [ (20+1) (2 U'+3) ]rf'+5m"+i (ﬁ}
d 0
" iy TSLAN " 'd
Y‘M(n){d.: 557 ay}'ﬂm o+
(!'+m') (I'=m') 7]/ ;
i tz g [ 20+1)(20'-1) Yyt (O
im (Q) — d%"' da =
1 —(‘+m)((+m_.1) i o ot P l
) RECTESVYCTES Y {d_z ‘g;}‘ﬂ-m—;+
1[ (+m+1)(+m+2) |'h[d . 9], o
+EL (20+1) (21+3) {a—'x"i_"a_y}'ﬂﬂm-q
_1[@-m+1) (—m+2) 1;.{_{;*_:_1}‘? y
2 L (2¢+1)(2{+3) Jx FT s
1 [ (—m)(l—m=1)h( 9 P
_F‘;_mzu) {d_z+ d_y} $i—tmt +

(+m+1)(I—m+1) s 9

[ (20+8) (20+1) ] s =t
(I—m)(t+m) ' 9 .
Gley@ar=1y] os ="

A equagio B') transforma-se no sistema

(t+m)(l+m=1)1h(0 .9
("1’"' (2z+1)(2z-1) (dx—lgg;)'h-'"—‘-'-
L (t+m+1) (I+m+2)
gl H'? (21+1) (20+8)
('9— 1z ’i) Yirtmes —
I Ay
_(_1).._.__1_ (l—m+1) ((—m+2)

2 (2(+1) (2 +3)

(1_,-1)- =
T 9y Yittm—1

s (t—m) (t=m+1)
O3 s [ (21-1) (2i+1)

0 -0

(&—ﬂ" +‘§‘;)d‘l—tm+l+
[ @+m+1) ((=m+1) '

el [ (2i+1) (2¢+3) ,3
W[ E=m)@em) Jh 9

i [(2; 1) (2l+1) | o=

+ (=)™ o (x) * Y (x) =

= (=1)" 8 (x) 1 (x) + (—1)™ Qppn (x) -

— liim

/T

Admitamos, como aproximagio, que a secgiio eficaz
de difusdo tem uma anisotropia de primeira ordem,
isto é que

Z, = 8 (x) Py (cos0) + 8 (x) Py (cosb)

e que estes dois termos t&m influéncia nfo desprezd-
vel apenas nos termos de ) que correspondem a uma
aproximagdo de segunda ordem ; nestas condigdes

¢ (x,9) =doo Yoo+ Yig+d10 Yio+diog ¥y +d22 Yoo ot
+ d21 ¥o1 + 20 Yoo + $o—y Yoy + da-0 Y2 a3

a) o fluxo de neutrdes é

o= [Hx, 0 da= Vit

6) a corrente tem as componentes

2n
=-f«[.v-nenecostpdﬂ = \/T(‘h—:"’"‘[m)

- 2
j,-] Y-senfsengpdQ = _i\/—st(ﬂh—i + ¢11)

v
-fv.}l cosbdQ = \/-?“qam
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¢) os momentos sdo

P—f-.psen’ﬂcosEupdn— ?—;(¢a+¢,_.)
Qs:fq;senzosenE?dn——l\/——(%-l $22)
—Jq:sendcosecosqdﬁ-\/—(%—t Y1)
S—ansenecosnsennpdn— —e\/;—;{cp,_ﬁ%i)
T—f¢%(3coaza-1}dﬂ— fg’i%n-

Obtemos entdo

3
K (j' 1 'J’I)

Yoo = TR

Vir

Vi = \/—(J=+=J..) tho-\/T.
22 = \/—(P-tQ) %—e"\/g
oy = — ~8—;(R—£S) ¢e_|—\/é_—i{ﬂ+t’8)

bo=/7r

3
4n(x,0) =p+ 5 (Ja—ij,) sen 0¢'® + 3/, cos 0 +

(P+1:Q)

3 ’ 15 :
+ 5 Ua+ij,) sen 0e““'+—8-(P_.'Q} sen20e2? 4
15 5
+ T(R - :’S)senecosaew - ?T(3c0320 —1) +
Hb S
+?(R+£S) senfcos fe ' +
15
+T(P+ i Q)senzpe 2i? =
S 15
=p+30-j(x) + T(Pcoa2ap + Qsen2¢)sen?d +
5
+15 (S cos 9+ R sen ¢) sen 6 cos 6+ ET(3coszo—l).

Por outro lado, a fungfio K (x,0) toma a forma

E (x,0)= 2 Qi (%) Vi (@) + 3] 8, (%) 4y (X) Vg (Q) =

- Q(x’n) +’0%Ym+ alz¢lm (x) Ylm(n) e

= Q(x,0) + ﬁ*’olx)P(x' +f—“81(x)‘n-i(x)-

p =01

Suponhamos agora que (além das hipdteses j4
admitidas) o meio é homogéneo, isto é que

Q(x) = const o (x) = const.

Entio
E(x,0)=Q+ 12 () + 320 )
e o sistema A) di
4o (x)-fY.,., dnj;wK{x—Rn,n}rﬂ“dR
d11 (x)—fY“‘dnj;mK(x—Rn,n)r‘"‘dR
d10 (x)-sfl’m da...
et () = [Fiyda...
b ()= [¥a do...
dat (x)-fyﬂ da...
Y20 (x}-fY;u A
Jas (X) -—f}’,_‘dn_..
boa () = [Yapda ...

E um sistema de equagdes integrais.

Mas a determinaciio das fun¢des p(x) e j(x) faz-
-ge facilmente utilizando os resultados de B).

Com efeito, sempre nas condigdes previstas, B
pode escrever-se

divj=(sg—oc)p+ V4= Qun

9 . 0 3/ 0 N0 ;
(———l—;)(p—T}—l—-—(-a—;-l- sd—y)(P—tQ}+
0

+8——(R—1i8) =8(s — ) (u — iji)
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L5 L) N i(i;i) Pii
(az+’dy @ T)+2 kS ‘dy (el
+3%(R+=’S)-3{Bs—=)(J':+f'i.,)

0 oS -
E(P+2T)+3(“d—+a—y-) 3(sy —a)J.

5
(%—f(%) Ue—ii) # 5o (P—iQ =

J 5
(—+ W) Ustij) +ga-(P+iQ) =

divj = (s0— o) + V47 Quo

BB 2N D
(e—T)+—(— ay)+$=—(si—a)g,

AN

Lk

J 1/9Q JIP 08 i
d—y-(P_T)-FE(d_ﬁ__) + —— = (81— 9) Jy
139

dz

v

w|

9y dz

—

(e+2T) +(ﬁ+£) = (84 — 9) j;

£l d oy

L=t pep=0
%L+%J.+%WQ=0
7";;‘#%;.—2%“5«?*
-a%j, +%j,+508—0
it i+ 528 =0

ou ainda

divj=(8— o) p + Vi~ Qu

1 por 1 e
3gra px)_E Sjx) —

1
— 157 grad div (x) = (s, —9) j (x) -

Mas, por outro lado temos

Q=Q(x) —fQ(x,n}dn-
-j‘@..,.(x) Yin () Yoo VA7 d0 = /T 7 Qo

fcosoz,(n' —-0)do

= -—

fz,{n'—;n)dn 4

sendo também

C=0,=0,+4+0,.

Portanto

divi=—a,p+Q
: AN il ;
|u~D[gradp—?c-a-| —Erntmtﬂ
donde

Entio
Q D 4 divi
ap+ Q@=—DJag —Ea ivi]
e, como @ = const.
divi=—9q,p+ Q@
4aq,
- D (l +—)Ap-su.—a¢p+ Q.
5o
Concluimos assim que as expressdes de p(x) e | (x)
sdo as das formulas cldssicas relativas i teoria da

difusfio, mas correspondente agora ao novo valor do
coeficiente de difusfio

40,

65a/

(Continua)

1
3(‘7_":;) (1 7,



