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Nuevos operac/ores re/acíonac/os con el 
operador <relasticided» 

por Alberfo Saez Fernandez de Toro y José Gs l/ego-Diez 

Definicíones. 

Sea U = U(x,y,z) una función uniforme, 
definida eo noa cierta región dei espacío y 
sean x ,y ,z , !as coordenadas cartesianas 
rectangulares de un punto P , cualquiera, 
de dicha región. Suponemos, también, que U 

no se anula en P y que admite derivadas 
parciales primeras. 

Por consiguiente, estarán definidas en P 

las elasticidades parciales primeras de U , 
que serán designadas con La siguiente nota-
ción : 

v w - i ? - — i 

U dx U Oy 

U ÒZ 

Sea F - i l +J Y4- k Z un vector cuyas 
componentes son funciones de las coordena-
das de P y que están sujetas a las mismas 
restricciones que U • 

Definiremos el vector gradienle elástico 
de U [x , y , z ) , como sigue : 

Gre U — ~i • 6„{U) + j - *,(U) • 

Definiremos el escalar divergencia elas-
l i c a d e F(x,y,z) como si^no: 

Die f = Sx(X) + Sy ( Y) + Sz{Z) 

j definiremos ei vector rotacional elástico 
de F (a? ,y , z) así : 

Roe ? = í f e ( Z ) - * , { * ) ] + 
+j[Sa ( X ) - S m ( Z ) j + k [ S a ( r ) ~ s9 ( X ) ] . 

Las anteriores definiciones podrían haber 
sido presentadas en forma sintética, introdu-
ciendo, previamente, el siguiente operador 
vectorial 

S = i Sx áj, + k S, 

en donde: Ex,Ey,E. son los operadores 
e l a s t i c i dad parcial primera respecto de 
x , y , z , respectivamente. 

Entonces, se puede escribir : 

Gre U = S ( J 

Die F = S . F (producto escalar) 

Roe F — S/\F (producto vectorial) 

lielación entre Gre U y Grad U. 

Consideremos el afinor diagonal C, cuya 
expresión en función de las dfadas unidad 
sea la siguieote : 

V - * - • > y 

C a t x i t 4- y j j + Z k k , 

La matriz de dicho afinor es: 
X 0 0 

«11 = 0 y 0 
0 0 z 
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y los elementos de la diagonal no son otra 
cosa que las coordenadas de P . 

Formemos el producto escalar: 

%. grad U 

en donde : 

—5 rr - dU - dü ÒU grad U = t h j h A -— 
d x d y os 

Resulta : 

- > * 
n ^ i cos a. + j cos 0 + k cos y 

podremos definiria así : 

. . r T . x dU , y dU r 

U àx U ày 

z dU 
+ — • COS y 

U dz 

Es evidente que el concepto de aelasticidad 
según una dirección» coincide con el de 
aelasticidad parcial primera» en el caso de 

que n coincida con uno de los très versores 
fundamentales. 

Se podrá escribír : 

S-*(JJ) = SX(U) cosa + Sy(U) cos 3 + 

+ Ss (Z7)cos y = n- s U = n • & • grad U = 

grad U 

€ • grad U=X. t ( » • grad U)+yj ( j • grad (J) + 

+ ZÍtÇk- g r i d U) 

Y , por consiguiente ; 

_ —* rr - dü ,-f àU r dü £ • grad (J—ix -\-j y f- k z 
dx d y dz 

Recordando la definición de Gre U , se 
observa que se verifica la relación : 

fc. 
Gre C r - S - S r " d U = ® • gi^d U 

U 

designando por & el afinor diagonal; 

x v z 
a = — i t + — j j H k k 

U 

cuya matriz es : 

U' u 

la i 

X 
0 0 0 0 

ü 

F 
0 0 

U 

z 
0 0 

Ea de sobrayar que, por aer £ un afinor 
diagonal, puede permutarse el orden de toa 
factores y escribir : 

Gre U • 
grad U 

U 
. E = grad U • & 

Elas l ic idad s e g u n una d i r e c c i ó n . 

La elasticidad de U(x,y,z) en el puoto 
P(x,y, s) y según la dirección y el sentido 
dei vector : 

= R . C • 
Ü 

Y teniendo presente que ö es un afinor dia-
gonal : 

n • S • grad U = grad U • & • n 

y por consiguiente : 

, . grad U , - grad U-
&* (w) __ . C. n = t 

U U 

en donde hemos designado por £ al vector 

transformado dei n por la aplicación dei 
afinor £ : 

t — E . n = i x cos « + j y cos (3 -f- k z •'/ 

Puesto que: Gre U = £1 Grad 0, se verifi-
cará : 

— n • Gre U 

y, por consiguiente, la elasticidad de U se-
gún la dirección y el sentido de n no es 
otra cosa que Ia proyección dei gradiente 
elástico de U sobre el eje definido por n. 

Evidentemente, esta propiedad hubiera po-
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dido servir como definición de nelasticidad 
según ima dirección». 

En el caso de que n fuera perpendicular 

a Gre U , se cumple : 

o sea: 

dU , dU - dU n a; cos <*-\-y—-cos p + z - — c o s y ^ U 
dx dy às 

y si, en tal caso, consideramos uri desplaza* 
mien to elemental, a partir de P , definido 
por: 

— — * — + — * - + — 

ds = n- dt — i-dx+jdy + kdz 

se verificará: 
dx - dy dz 

cos a = ; cos p = —2—; cos y —• — -
d» ds ds 

y, por consiguiente : 

x ^ ^ dx + y ——d.p + z ^ = 0 . 
dx dy dz 

Si Ias componentes dei desplazamiento 
elemental (rfa;, dy, dz) satísfacen la rela-
ción anterior, la elastieidad de U en la 
dirección del desplazamiento es nula y podre-
mos decir que diclio desplazamiento se efec-
tua sobre una «Superfície de Elastieidad 
Nula». 

El valor máximo de la en el punto 

P, se producirá cuaodo n sea paralelo y 
— » 

del mismo »entido que Gre U, para lo cual 
lia de cumplirse ; 

cos a cos p cos y 

x dü y òU z dU ' 

U' òx ü' dy U dz 

En tal caso, las componentes de un despla-

zamiento elemental paralelo a Gre U debe-

ran satisfacer al sistema: 

d x d y d z 

èTT 

ày 

dU 

dy 

dlf 

dz 

que 80D, pues, Ias ecuaciones diferenciales 
de las a Líneas de Máxima Blattticidad*. Evi-
dentemente, Ias referidas líneas eon Ias 
trayectorias ortogouales de las antes citadas 
*. Superfícies de Elastieidad Nula «, 

Potencial elaslíco. 

Diremos que = T (x , y , z) es el poten-
ciai elástico de F=i X + j Y -1- k Z cuando 
se verifique: 

F = Gre 

O sea : 

i Z . 
d x 

dV 

dy 

K ' V dz 

En tal caso, llamando ds a un vector ele-
mental tangente a una curva en un punto 
genérico de la misma, la circutación elemen-
tal de F sobre diclia curva será: 

d <B = F. TÊ = Gre f • nd s = S^ (¥) d s 

Y la circulación por uuidad de longitud será: 
de 

- — = es decir, igual a la elastieidad 
d s 

del potencial segÚQ la dirección de la tan-
gente a la curva. 
Teniendo en cuenta que: 

grad T 

V 
G r e T = S . 

se verificará : 

d e = Gre f da = õTs - Gre *F = 

-7* - grad 
= ds • £ . 

grad W _ --* 
- - Î d a ¥ 

gra<í T 
(ixdx+jydy + kzdz) = 

êv , « 
—-dx—• 
dx ¥ 

dV y àV , z 
d y d z • — . 

dy '.V dz V 
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Es evidente que la circulación elemental < > 
de F a Io largo de una curva situada sobre 
una superfície de elasticidad nula (de ¥ ) es 
cero, y que lo mismo ocurrirá con la cir-
culación a lo largo de una trayectoria no 
elemental situada sobre una de dichas super-
fícies. 

Calculemos ahora Die Fj en la hipótesis 
de existir «Potencial Elástico» 

Die F Die G r e Y = 

en donde; ^ » ( V ) es la elasticidad parcial 
segunda respecto de x dos veces y analoga-
mente las demás. 

Recordando que: 

Die F = « • F 

será posible también escribir: 

Die Gr*e ^ = <s • £ ̂  (á • á) ^ = y 

Podremos, por tanto, considerar a 

£2 = (5 . 5) = 4 , + 4 +. 6% 

como un operador análogo al «Laplacianoi . 

Olras relaciones inleresanles. 

Comencemos por desarrollar la expresión : 

Die Roe F i 
Se verifica : 

K<Te F=?[Sy (z) - S; (y)) + j[8„ (x) - Sx (»)} + 

+ - M*)}-

Con lo cual se obtiene: 

Die Roe F = Sx (z) - (y ) ] + 

-t- [S, ( « ) - SB (*)] + St [Sx (y) — (a»)] . 

Veamos, a continuación, el desarrollo de 

Roe Gre U i 

k 

sy 

Como Gre U»-i£x{U) + j Sy (U) + k Ss ( U) . 

— - + 

» J 
Será ; Roe Gre U = Sx 

t* (U)Sy(U) SZ{U) 

que, en general, es un vector no nulo. Pero 
si U adopta una de las dos formas siguien-
tes; 

U=U(\V) siendo W = X YZ 

o bien: 

es sabido que en estos dos casos y solo en 
estos dos casos se verifica 

y, por consiguiente, en tales casos, se cum-
plirà: 

Roe GÍe U = 0 

Supongamos ahora que U = U(x,y,z) 

pueda ser descompuesta en el producto de 
dos funciones 

Ux= Ux{x ,y ,z) y C/3 =» U2{x >y ,z). 

Teniendo en cuenta que el operador elastici-
dad posee la propriedad siguiente: 

W ' 9 ) - W ) + «-(?) 
Tendremos : 

Gre U = Gre (U\ • U2) = i Ex (Ux Uü) + 

-+JMUi U2)+%SZ(Ü, Ci) —r^(«7,) + 

+ k*o{Ut) + + 

+ k&, (XX). 

( ' ) Véase: J. GÀLLROO-DIAZ N Gaze ta Matemática», 
Lisboa, n.° 50, Diciembre 1951. 
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Y , por tanto: 

Gre(£7, U2) = Gre Ux + Gre Ü2 

Consideremos, a continuación, un vector 

F = i • X + j • Y k • Z cuyas componentes 
adopten la forma: 

X = X ] ,, Y — Y ] y j , , Z — Z\Z<i 

—* 

Y desarrollemos la expresión Die-F: 
Resulta ; 

Die F = Sx (A'j X 3 ) + ^ ( T , F a ) + 4 ( Z , Z 2 ) 

Y si, por ejemplo, consideramos los vecto-
res : 

P t = 7 A', + J F } + A Z , 

y -K, = i + J Y2 + k Za 

se podrá escribir: 

Die F= Die F, + Die Fa 

Veamos, finalmente, el desarrollo de Roe F , 
en el niismo caso que antes: 

R^e F ( Z , Z 2 ) - Ya)] + 

r s ) - M ^ i + 
+ * [ M 1 Í Y 2 ) - S A X t X ^ ] 

Y , por consiguiente : 

Roe F = Roe F , + Roe F2 . 

Nota: La generalización a espacíos de n 

dimensiones no presenta dificultad alguna. 

Constituição do Centro de Tratamento da Informação 
( C E N T I ) 

A — Or igem e obíecHvos 

Por iniciativa da Cooperativa da Activi-
dade Científica DIÁLOGO, numa sala da Facul-
dade de Ciíncias de Lisboa reuniu-se a 3 de 
Novembro de 1961 um grupo de cientistas 
portugueses com o objectivo de promover em 
Portugal a utilização das técnicas decorrentes 
do Tratamento da Informação e o desenvolvi-
mento do necessário apoio cientifico. 

Das decisões tomadas resultou a constitui-
ção no seio da mesma Cooperativa do CKM-
TKO [>K TRATAMENTO [>A INFOKMAQJO — CEN"TI 

cujos objectivos primários são os indicados 
atrás, e dos quais se dará em seguida maior 
pormenorização. 

Estabeleceu se contrato com o Sócio Colec-
tivo ASOLOKB no sen t ido de assegurar ao 
ceSTBO a possibilidade de utilização de equi-
pamento de cálculo. 

B — Organização, pessoal e sede 

1 — São Órgãos do CENTI: 

a) Direcção que se compõe de 

1 Representante da Direcção ou da 
Junta Executiva da DIÁLOGO. 

1 Representante do Sócio Colectivo 
« S O L O K » . 

1 Responsável (sócio da OJALOGO) da 
Secção Evolução de Material. 

1 Responsável ^sócio da DIÁLOMO) pela 
actividade Promoção Científica. 

1 Responsável (sócio da DIÁLOGO) da 
Secção Publicações, 

b) Secretariado que se compõe 

3 Sócios da D I A L O G O . 

1 Representante da «sor.OE». 

2 — A Sede do CKNTI é a Sede da DIÁLOGO. 


