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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E

FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

F. C. P. — Mareuiricas Gerars — (Lic. em Matema-
ticas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — Julho
de 1963.

5588 —I. Seja aeR e seja R £ B, f,(x) =
=233 —922+12x —a.

1) Note g (a) o nimero de raizes distintas de
fu; represente graficamente a fungfio ae R—+g(a)e R .
Justifique.

2) Utilize conjuntamente o método das cordas e
o método das tangentes a fim de calcular os trés pri-
meiros termos do desenvolvimento decimal da tinica
raiz de fj.

VI+ a2

S
5580 — II. Seja R—R, f(zx) = 5

-+

+VT+@2—a)2.

1) f(R) é minorado e f(R) = [inf f(R),—[.
Justifique.

2) Determine os nimeros z 6 R tais que f(z) =
—inf f(R). Justifique.

I
5500 — III. Seja Rf—> R nas condigdes seguin-
tes: é duas vezes continuamente derivivel ;

Df(RY) C Bf; Df(Bf) C Rt .

Mostre que: f(Rf) ndo é majorado ;
lze By | Df(z) =0|
¢ {10! ou ¢.

5591 — IV. Seja (O;?,?,}:} am referencial orto-
normado.

1) Coordenadas dos vértices dos quadrados do
plano que passa pelos pontos 4 = (1,0,0), B=
=(0,1,0) e C=(0,0,1) e tém 4 e B como
vértices no opostos.

2) Equagdes cartesianas da conica que passa pelos
pontos :

Pyt S o M)
387 F)’(_E’_?’E)’

(2 2 1)' 2 2 1).
ety L (i O 1
4 1 1
\?’"E’_E)'

Nota — Comece por representar a conica no refe-

. —>i & -+ A | 2
rencial (0;I,J) com }=(-,3_,§.’__3_) e
- 2 2 1
S e
3 3°3

F. G. P. — Mareudricas Gerais — (Lic. em Matemd-
ticas e Fisico-Quimicas — Exame Final — Outubro
de 1963.

5592 — 1. Considere as sucessoes reais seguintes:

(@), en com a,=logn; (b),,y com b,,=tg-ﬂ~.

1) Conclua, através da defini¢do, a regularidade
ou a nfo-regularidade da sucessdo (a,),, .-
2) Conclua a existéncia de mimeros reais a e b
.G b
tais que, para qualquer ne N, ¢ — — = <6, <
n n
< a b
=
n n?
Considere as fungoes seguintes:

3o —~1se 0<aL
@2+x se l<a?2’
el — 1

1o

5593 — IL.
3
0,21 B, /(@) ~={
g
,~>[—R, g(=) =

1) Mostre que f é derivivel no ponto 1 (utili-
zando, nas consideragdes que fizer, apenas defini¢oes)
e aproveite a fungdo f a fim de verificar alguns
dos teoremas que conhega e a ela sejam aplicdveis.

9) Determine o contradominio de g. Justifique.

] 8 -3
5594 —III. Seja 4 = (10 = 3) 6 Ms,2 (R); de-

termine as matrizes B e Mg,z (B) inversiveis tais
que B A B~! seja diagonal. Justifique.

e R T X T o e P e P o e N Sy gl
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5505 — IV. Seja (O;?, _?,E:) um referencial orto-
normado.

1) Considere as rectas '.-“{ e
-

2z — 6y —
s {3m YT CATE ; determine equacdes cartesia-
r— z2=2
nas duma recta ¢ nas condigoes seguintes: o Angulo
de » e ¢t é =/2; o Angulode s e £ & w/4; ¢ é
coplana com » e com s. Quantas rectas existem nas
condigdes referidas ?
2) Considere os pontos 4=(1,2,2) e B=
= (11, — 2,10); determine equagdes paramétricas
das bissectrizes dos Angulos das rectas O A e OB .

Enunclados dos N.%* 5588 a 5595
de Anibal Coimbra Aires de Matos

I. S. G. E. F. — Maremdricas Gerais — 1.* Cadeira —
1. exame de frequéncia (1.* Chamada) — 7-3-964.

I

5596 — 1) Seja S uma relagfo reflexiva e tran-
sitiva definida num conjunto 4. Mostre que a rela-
¢do (aSb \bSa) é uma relagio T entre a e b
que é uma equivaléncia.

2) No conjunto R dos nimeros reais define-se
uma operagio, simbolizada por %, do seguinte modo:
axb=a+4+b—(a-b).

O conjunte R fica munido de uma estrutura de
grupo ? Porqué?

A 2w
3) Sendo wyq = cos = + 1 sen =51 prove que

(@+yw +2w) (2 +ywl+zw) =+ y*+ 22—
—yz -2 —2Y.

R: 1) aTa—=aSaAaSa=afSa e como S ¢
reflesiva, o mesmo acontece a T; aTb=aSb A bSa=
=bSaAaSb=bTa e portanto T € siméirica;
quanto & transitividade, note-se que aTb AbTe =
= (aSb AbSa) A(bSe AeSb)=(aSb AbSe) A
A(cSbAbSa)=aScAcSa=aTe.

2) G.1, a,beR=a%beR.

G.2. ax(bxc)=a+ (bxc)—a-(bxc)=a+b+
+c—be—a(b+ec—be)=a+b+c—be—ab—
—ac+abe.

(a%b)xc=(a%b)+c—(axb)e=a+b—ab+c—
—(a+b—ab)c=a+b+c—bec—ab—ac+abe
e portanto a operagdo € associativa: a % (b % c) =
= (a%b)xc.

G. 3. A equugiio a%e = a tem a solugdo e =0 e
portanto existe elemento neutro.
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G.4. A equacio a%a'=e, ou axa =0, ftema’
a

I (as=1); o elemento 1 ndo tem

solugdo al =
a

inverso,

Como ha um elemento que ndo tem inverso, basta isso
para afirmar que o conjunto R ndo fica munido de
wmna estrutura de grupo com a operacdo % .

~ 8) Notando que wi=1 ¢ 14wy + wi=0, vem
x+ywt+zw)(x+ywi+zw)=x2+xyw}+
+xzwW +xXywy +yiwi+yzwi+ xzwi+yzwi+
+ 22wi =x2+y2+ 22+ xy(wi+ wy) +xz(wy+ wi) +
+yz(wi+wi)=x2+y2+z—xy—xz+yzwi(l+wi) =
=x4+y2 422 —Xy—X2—Yy5z.

II

5597 — 1) Defina sublimite de uma sucessfio e
prove que todo o ponto de acumulagdo do conjunto
(u,) ¢ sublimite de u,.

Mostre que a sucessio

oo () (e [ﬁ (=1t (1 o _E_) n]

¢ divergente qualquer que seja o nimero real w.
Indique lim v, (z) e lim v, () .

2) Sendo Ya, uma série de termos positivos
convergente e Yu, uma série de termos quaisquer,
prove que Zu, ¢ absolutamente convergente quando
LB
lim —— = k=0, c0.

=00, I uni

1 1
Estude a natureza da série L — log (1 B ?) :
n

R: 1) limve, ,(x)=—(1+€%) limv,,(x) =1—e*.
n=00 n=00
A sucessiio v, (x) € divergente qualquer que seja o
niimero real x pois € sempre — (1 + e¥) 5=1 — e*,
limu, (x) =1—¢* e limu, (x) = — (1 + ).

1 1
2) Como log (1 -4 —) =41— (limn=1), a série
n n =0
1
dada pode escrever-se na forma Zn—z que tem a
n

i1
mesma natureza de £ = (convergente).
bid

111

5508 — 1) Defina extremos absolutos de uma fun-
¢do num certo conjunto e mostre que, para fungfo
continua num intervalo fechado, a sua existéncia é
certa.

Considere f(x) =« no intervalo ]1,3[ e diga
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como deve definir f(1) e f(3) para que a fungdo
seja desprovida de extremos absolutos em [1,3].

2) Mostre que g(x) = /22 + 23 nfo tem derivada
em x= 0. Este ponto é um extremante para a fun-
¢ao? Porqué?

3) Caleule Pa’/1+ a.
R: 1) 1<f(l)<3 el<f(3)<3.

<) — g (0 2 4 x3 x
9) g(h)xg()=vxx+ =|"x—|t/

tanto gh(0) =1 e gl(0) =—1. O ponto x=0 ¢
um minimizante porque gi (0) <0 e gi (0)>0.

1+ x e por-

A +x)7
s DT e
i

3

8) PxYYT+x=Px(l+x)7 =

3 AR O e
——?P(l-kx)a =iE VI +x)i—

7
8 (l+x%F 3 , L 2
— o = YT F D VAT
3

1 S. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 1.2 cadeira -
1.° exame de frequéncia (2.* chamada) — 14-3-964.

5590 — 1) Sendo 4 e B subconjuntos de um
conjunto fundamental U, prove que

ACB&=AU(B —4)=B8.
: N
2) Parta da desigualdade (1 + — ) <e para
n

B | 1
deduzir a relagdo 1+ CRATTY + o+ —>log(n+1).
n

Aproveite o resultado para mostrar que a série
harmonica é divergente.

3) Ache os nimeros complexos de modulo 3 cujas
imagens estio sobre a pardbola y = «? — 7.

R: 1) A proposicio sobre conjuntos ¢ equivalente
a seguinte proposiciio:

(xeA=xeB)= |xe AV [xeBA~(xeA)]«<=xeB|.
Fazendo p=xe6A e q=xeB, vem
(P=9 =I{lPV@A~pl=4l

cuja veracidade se pode provar por meio de uma tabela

de verdade:
p|a] 629 o i var-pi=a
0 0 (k) 1 00 S0 R0
0 1 by alral 1 Stk el G
1 0 1 0 1 RS TG
1 1 [ bbal 1 1 B QR i T |

0
1A 1
2) De (l-l——-— <<e vem nilog(l+ —)<<1 ou
n n
(n+1) 1
log | ——)<—.
n I
Fazendo n=1,2,:--,n, vem
2
log— <1
ogl<

3
Eﬂ‘g?‘:'—

e, somando ordenadamente estas desigualdades, resulia

1 1 1
imediatamente log (n + 1) <1 + 55 + = A =
1 1
Ora fog(n+1}—b+oo=>l+g+g+.,.+

il ot :
+ — > 4o ¢ assim a série £ — € divergente infinita.
n ] n

3) Os nimeros complezos x + 1y tém médulo 3 e,
portanto, Y2+ y2 =3 ou x2+y2=19. Como as ima-
gens estiio sobre a pardbola y =x2—T, as componentes
x2 + }72 =9

tém de satisfazer ao sistema de equagies { ity
Yy=Xx— 1|

x=2{2 {x=--2\/§

te or solugdes
que tem p ¢o {yml e

{x=1/3 {x==—|,/§.
y=—2 ly=-2
Os nimeros complexos pedidos sdo 2(/2 +1i,

S oo il (/6 —Fite = /5 — 21,
11

5600 — 1) Se, a partir de uma certa ordem, é
a<u,<b e se uw,—»u, demonstre que a<{u<h.
O que pode afirmar acerca do sinal dos termos de
uma sucessfio cujo limite é positivo (negativo)?
Porqué ?
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v—1
Calcule lim M— , onde limwv, =250,
=00 1 —_ ﬂ"'!"u =00

2) Enuncie o critério da razfio e prove que a série
Ya, é convergente com 7 <1 e divergente com

a
il o el .
(= (91 =

L

1
Mostre que a série Xlog (1 + —) z" é uniforme-
n

mente convergente em qualquer intervalo [— 1,7]
(r<=id)

v, Vy—V Y=
R: 1) Como —=1+ , vem (1+ ) =
v v v

S e (tim% = 1) e portanto
v n=00
E;v,,_—v
v
. (vnf\f}"—l . v
lim = lim =—V.
n=00 1——\’,,[’\" n=09 NV
=
1
l 1 [ 3 nt1
oyt 4 —)IxI
2) Como lim =|x|, 0

1= 00 1
tog(l +—-)|x|"
n

1
intervalo de convergéncia da série X log (1 + —) 2 2Fel
n

1—1,1[. Notando que para x =1 a série € diver-
gente e que para x = — 1 € convergente, pode garan-
tir-se a convergéncia uniforme em qualquer intervalo
[—1,r] com r<<1.

111

5601 — 1) Defina oscilagio de uma fungfo num
ponto de acumula¢io do seu campo de existéneia.
Prove que, sendo f(x) continua em z=a, a sua
oscilacdo nesse ponto é nula.

; 3 z (v<<1)

Considere a fungfo g (x) = {:::3+1 @=1) e mos
tre que ela apresenta uma descontinuidade de pri-
meira espécie em = =1. Qual é o salto de g (x)
em =17

Calcule g} (1) e g/ (1).

1

2) Calenle P—FFF————.

) Calcule oy ——

R: 1) g(1+0)= lim g(x)= lim (x2+1) =2
=140 x=1+0

1-0) =l = lim x=1
gL =O) = lim gi(x) =il x

x=]-0

ecomo g(l-0)<g(l)=g@l+0) vem w(l) =
=g(1+0)—g(1—-0)=1 ¢ x=1 € um ponto
de descontinuidade de primeira espécie. O salto €
s(1) =gl +0)—g(1 -0 =1.

. gx)—g) x2:41—2
! = SOl e
g (1) xitsTn x—1 xfﬂ?ﬂ x—1

ooxt—1
= Iim
=40 X — 1

—g( =)
=] P

= [li =2
fned

=l+00
a=l—0 X —

1 4+ a4 x ¢ Su
x2(x2 +x+1) CORET A ORI

2)

Céleulo de ap e ay:

Considerando Ry (x) = e dividindo o

14+x4x2
numerador pelo denominador até o quociente atingir
ograu 1, obtém-se ag=1 e aj = —1.

Calculo de Sy:

ik
Considerando Ry (x) = — ¢ ordenando o denomi-
p.4

nador segundo as poiéncias crescentes de A =x2+4-x+41,
1

- (x+1)+A

vel por — (x+1), faga-se [1 —eay(x2+x+41)]_,=0,

o que da ag=1. O coeficiente corrigido sera — x%—x

que, dividido por — (x + 1), dd Sy = x. Entdo

vem Ry (x) = . Como 1 ndo € divisi-

1 1—x x

xz(x3+x+1)= x2 ‘(2+x+1=
1 1 1 2x41-—-1 1 il
R R R

1 2x +1 1 1
O e T To\E

e
1 1 il 2x +1

x2 % Exz-}-x-i-l

1 2/V3

P 2 SO
O A Iy e A

1 1 2
+m§log(x3 +x+41) H—ﬁarctg(%—l).

I. 8. G. E. F. — Mareuiricas Gerais — 2.° Ponto de
Informacao (_i." chamada) — 11-6-64.

I

5602 — 1) Prove que toda a série de derivadas
¢ primitivdvel o termo em qualquer intervalo de con-
vergéncia uniforme.
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x

Ache o desenvolvimento em série de

segundo as poténcias de 1/x e indique os valores de
@ para os quais é vdlido,

2) Sabendo que as raizes da derivada de f(z) =
=182t — 823 —9a? 4 6= + 6 slo racionais, mos-
tre que f(x) ndo tem raizes reais. Qual é a natureza
das raizes de f(z)? Porqué?

R: 1) Utilizando a férmula do bindmio vem

1+ x2 1 1\1/2
L’_.;.= e S e i A
x x2 x2
3 1k gl % 1 Wt al
AT RAO R ;*“'*(n gt

valido para

il
—‘<1 ou |x|>1.
X

2) Utilizando o metodo de Newron, calculam-se
facilmente os limites excedente e deficiente das raizes de
f(x): L=1el=—1,.

Pesquisando as raizes da derivada f'(x)=6 (12x3—

1 1 1

—4x2 —3x+1), obtém-se x| =—E,x£= — ,xb=—

e g 3
e construindo a sucessdo de Rorre para f(x)
—1|-1/2| 1/2 | 1/8 | 1 |
19 L I T R s ) o

conclui-se imediatamente que f (x) ndo tem zeros reais.

As raizes de f (x) sdo complexas porque todo o poli-
némio de grau n tem exactamente n raizes. Como f (x)
é do quarto grau e € polindmio real, tem quatro raizes
complexas da forma p+iq, rtis.

I

5603 — 1) Dada a equagdo f(x,y) =0 e sendo
f(a,b) =0, enuncie as condigbes de existéncia de
uma fungdo implicita % = ¢ (@) na vizinhanga de
oi=ia.

Mostre que, sendo f (x,y) diferencidvel em P (a,b)
e fl(a,b)50, afunglo y = ¢ (x) é diferencidvel
em x=da.

2) De uma certa fun¢io g (x,y) conhece-se a
seguinte tabela de valores:

No1

0|2 (-1

pi 4 G )

Calcule ¢(2,0), g(2,1), ¢(0,2), g(1,2) e
g (2,2), utilizando a teoria da interpolagéo.

Sugestdo: Considere uma das varidveis constante
e interpole em relagdo a outra. Ndo é necessdria a
construgiio dos polindmios interpoladores

R: 2)

x| g(,0)[2g(x,0| §@2,00=1+3=4

o] 2 1
1{ls

2

x|g(x,1)|ag(x,1) g(2,1) =6+ 5 =11
07 6

1| 5

2

y|8©,y)|48(0y) g0,2)=—-3—1=-4
o] 2 -3

o=

P

g(1,2)=2+5=71

oiltv 13 2
1 5

9

y|g(@2,y)|ag(2,y) g(2,2)=74+11=18
of 4« 7

11| 1

9

111

5604 — 1) Prove que a transposta do produto de
duas matrizes é o produto por ordem inversa das
transpostas dos factores.

Supondo que 4 = |aj|, de ordem =, é singular,
mostre que existe sempre uma matriz B = |b{| 550
de ordem 7, tal que AB =0,

2) Estude o sistema de equagdes lineares

24+ y+2z+4 (=5
2o +3y— 2—2¢=2
4 4+5y+ 32 -k

por meio da teoria dos determinantes.
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R: 1) Sendo |A|=0, o problema da existéncia de

A k
uma matriz B 5=0 tal que af ba = 0 esclarece-se con-.

siderando o sistema homogéneo af x, = 0. Neste caso

o sistema € indeterminado e portanio tem solugies ndo
nulas.

2) A matriz do sistema € A= 1 1 2 15
23 -1 -2
4 5 3 0

cuja caracteristica € 2. Tomando para determinante
principal A = ‘ 1 1|, o unico determinante caracte-

2 3

ristico Al = =k —12 ¢ diferente de zero

1
2
4

[ -
" o o

quando k =12 e igual a zero quando k = 12. Por-
tanto, de acordo com o teorema de Rouchg, o sistema €
impossivel com k =12 e possivel com k =12. Neste
sequndo caso o sistema € indeterminado de grau 2 e a
sua solugdo geral obtém-se do sistema principal

{ x+ yv+2z+ t=35
2x+4+3y— z—2t=2
ou
[ e WA A
12x—|—3y=2+ z+ 2t
¢, pela regra de CrAMER, vem
x=|6—2z— 1% 1l-—-13—7z——-5t
24+ z+2t 3
=—-845z44t.

y=|1 5—22z— tl
2 2— z 42t

I 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 2.° Ponto de
Informacao (2.* Chamada) — 18-6-64.

1

5605 — 1) Deduza a férmula do binomio, que
permite obter o desenvolvimento em série de Mac
Lavrix de (1 4 =)*.

Recorra aos desenvolvimentos em série para cal-
cular

senx — arcig o
im—
==0 a2log (1 + )

2) Mostre que a condigfio necessdria e suficiente
para que ¥ = m X + p seja assintota da imagem de
f(z) é que f(x)=max+p-+o(zx) com limg (x)=0.

Determine a e b por forma que Y =2X_—3

ax? 41

seja assintota da imagem de y = T

R:
1) senx=x—£+x_ﬁ._i+...
3! 5! T
x2 x3 x4
g (L0 =3 e
- - x?’ 3;5 x?
arctgxmh_?.;__ﬁ__?._...

desenvolvimentos todos validos para | x| <1.

. senx—arelgx
im —— =
=0 x2 fog (1 + x)

x3 x3 x3 x5
SRR, BT ol A\ I B B )
= lim
] ’ x2 : x8
: ("T" BT )
x3 i i1 2
AT R 1
=lim ——— = —
x=) § x4 4 6
g2
2a
1
ax2+ 1 a 2a 15 b2
) —mm = —x-— , com
bx 4 2 b b2 bx+2
2
1.}._%..
b2
lim =
=2 bx 4 2
Entio
a
hmz a—8/3
9a donde b 4
e
b2
I

5606 — 1) Sendo =g (¢) e y=A(f) diferen-
cidveis no ponto t=+¢ ¢ f(x,y) diferencidvel no
ponto correspondente g (t) = a, A () = b, mostre
que a fungdo F (f) = f[g (¢),h (8)] & diferencidvel
para ti= %y

2) Relacione as diferengas divididas com as dife-
rengas ordindrias e deduza a férmula interpoladora
de Grecory-Newron a partir da de Newrox.

111

5607 — 1) Deduza das relagoes de Laruace que
toda a matriz regular tem inversa, determinando ao
mesmo tempo asua composigio. Matriz singular tem
inversa ? Porqué?
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Sendo A~' a matriz inversa de A, prove as se-
guintes propriedades:

a) (A1)~ — 4
,{,) (Aﬂ)—l e (A--I)n g
2) Considere o sistema homogéneo 4 X =0 sim-
plesmente indeterminado. Sendo X, uma solugio nio
nula, prove que toda a solugdo X se pode escrever
na forma X = X, (B constante arbitrdria).
Aproveite o resultado para mostrar que, em matriz

quadrada singular, filas paralelas tem complementos
proporcionais,

R: 1) a) Da prépria definicio da matriz A~
se conclui Tmediatamente que A ¢ a inversa de A™':

CALCULO

Academia Militar — CAL(EULO InFinirisimar — Exame
final da 6.* cadeira — Epoca de Setembro — 1962-
-1963.

Responda apenas a quairo questies.
I

5608 — Considere o campo vectorial definido pelo
veetor genédrico v= (y+2)i+ (z+ )|+ (z+ y) k.

a) Mostre que o campo é conservativo e determine
uma sua fungiio potencial.

b) Calcule a circulagfio do vector v aolongo dum
arco de circunferéncia partindo do ponto 4= (1,1,1)
e terminando no ponto B = (2,2,2).

1I

5600 — a) Represente por uma série trigonomé-
trica de Fourier de senos a fungido

no intervalo ]10,=[.

5) Represente graficamente nointervalo [ —2x,2x]
a fun¢fio definida pela série a que se refere a alinea
anterior.

I
5610 — a) Fdérmula de Riemann.

#) Use a férmula anterior para estabelecer que a

b) (A~ = (A A A =
=A=VASASE = (ARG

2) Sendo A mairiz singular de ordem n, se a
caracteristica de A for inferior a n — 1 entdo os
complementos sdo todos nulos e portanto filas tém com-
plementos proporcionais. Se a caracteristica de A for
n — 1 entio hi pelo menos um complemento significa-
tivo e o sistema homogeneo af x, =0 ¢ simplesmente
indeterminado. Como al* AY = 0 (teorema de Liarraicg)
designando por Al,..- A') a solugdo ndo nula, vem

Al A? Al
TR TR

pois todas as solugies do sistema sdo proporeionars.

Enunciados e solugdes dos N.*® 6596 a 5607 de Fernando de Jesus

INFINITESIMAL

drea dum dominio simplesmente conexo limitado por
uma linha fechada simples regular por seccoes ¢ dada

por

drea = 1[2] wdy—ydx.
ol

v

5611 — Considere o integral

sendo 1) o dominio limitado pelo elipsoide

2 2 22
— 4 = =1k
A g e

a) Efectue no integral dado a mudanga de varid-
veis definida por

w=ak, y=bn, z=c{.
b) Calcule o valor do integral.
v

5612 — Determine as solugdes particulares o (z)
da equacgfo diferencial

39-.’” oL 5y"i + 2y! =z

para as quais se tenba ¢ (0) = ¢/ (0) =&/ (0) .

Enunciados dos N.°* 5608 a 5612 de A. César de Frelias
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5613 — 1. a) Indique as propriedades mais im-
portantes das equagdes diferenciais lineares de
ordem =,

b) Se a equagio tem os coeficientes constantes,
como obter a expressio geral das solugdes? A que
condigdo devem obedecer as raizes da equagio carac-
teristica para que qualquer solugio da equagio homo-
génea se mantenha limitada quando a varidvel inde-
pendente tende para + co?

¢) Resolva o problema de valores iniciais
{y”'—~y’ =2cosx

y(0)=1y9'(0) =" (0) =0.

2. Seja |ey,e;,e3] uma base o.n. fixa de R3,
t(s),n(s),b(s) o triedro de Serrer de uma curva
do espago.

a) Escreva as férmulas de Frener-Serrer.

b) Pondo I ]=A()[ e ], mostre que
n [-7]
b €
d t t dA "
— =C com C=——- 47", e dé a
ds | n n ds
b b

expressio da matriz C em fun¢lo da curvatura e da
tor¢do da curva dada.
¢) Determine, em particular, as matrizes 4 e C

8 5
ara a linha r = acos ———ej+asen ———e;
P V/a._‘_i_bz 1+ \/az-{—t‘ﬂ 9T

e3 (a e b constantes). Quais as equa-

&
b ———
VT &
¢bes intrinsecas desta linha?

3. Considerando a linha I' do plano X 0Z defi-

g Ay BE PR T

ida po {m
r
nida p 50

a) Verifique que a equagdo da superficie de revo-
lugdo § gerada por I' quando executa uma rotagio
de 360° em torno de O Z se pode escrever na forma
e? + y2 = [¢ (2)]*-

b) Designando por 9 o dominio do plane X 02
definido por |(z,2): H<s<y A 0L < (a)},
mostre que a defini¢io dada para drea de uma super-
ficie permite concluir que a drea de § ¢ dada por

a=sff \/h EF L+ @R,
? e @F — =

¢) Mostre que a expressio anterior conduz a

A ==fnl2m9(s}ds, designando por s o compri-

Zy
mento de arco referente a T'.
d) Atendendo a que o centro de gravidade da
linha T (suposta homogénea e de comprimento L)
tem uma abeissa (no plano X OZ) dada por

E=([$ds)f};, estabeleca o seguinte teorema:
L2 r

A drea gerada por uma linka plana homogénea quando
executa uma rotagdo em torno de um eixo do seu plano,
que a ndo corte, € igual ao produto do comprimento da
linha pelo perimetro da circunferéncia descrita pelo
seu centro de gravidade.

Enunciado N.? 5615 de F. R. Dias Agudo

ERRATA

«Gazeta de Matemética» n.° 88-89 — O enunciado
correcto do problema 5549 — 5), pdg. 38, € o seguinte:

«Sejam f e g funcdes reais definidas em R, con-
tinuas e cujas restrigbes a @ sio iguais: fo=g,0-
Mostre que f= g».
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O livro aqui em critica fol publicado em principios
do ano passado, precisamente numa colec¢do de mono-
grafias de Matematica, onde jd anteriormente apare-

cera um livro sobre o mesmo assunto (J. Bass (1962),
Eléments du Caleul des Probabilités), e onde também
recentemente foi publicada uma obra notdvel sobre a
moderna teoria das Probabilidades (J. Neveav (1964),
Bases Mathématiques du Calcul des Probabilités). Se o
livro de Bass é uma obra de cardeter «cldssico» (no
dominio das Probabilidades), e o de Neveau é de bases



