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7.2. AplicagGes da Investigagdo Operacional
a Economia

Como dissémos anteriormente, a reformu-
lagio da teoria econémica e da econometria
por meio dos modelos matematicos utilizados
na I. O. 6 um dos aspectos que mais deve
interessar o economista moderno.

A utilizagio destes modelos tem provocado
o acréscimo de operacionalidade dos modelos
econémicos e econométricos, permitindo re-
solver problemas que até ha poucos anos nio
tinham encontrado solugfio satisfatéria.

A teoria dos jogos, por exemplo, veio
possibilitar o tratamento de situagdes de con-
flito de interesses tio frequentes na economia:
monopoélio bilateral (monépélio-monopsénio),
duopélio e oligopdlio, combina¢des ou coali-
zagdes, como, por exemplo, quando os sala-
rios sio determinados por unides ou federa-
¢Oes de trabalhadores e patrdes; ete..

A programaciio matematica, em especial a
programacio linear, provocou uma verda-
deira revolugio na analise econ6émica e na
econometria. A teoria da empresa, as rela-
¢des interindustriais, a teoria do equilibrio
geral e a economia do bem-estar sio exem-

plos de domfnios profundamente remodelados
com o recurso a programagio linear.

Os aperfeicoamentos da teoria econémica
e da econometria, no sentido de um acrés-
cimo de operacionalidade, tém-se reflectido,
evidentemente, na politica econémica. Ao
nivel da macro ou da microeconomia os mo-
delos operacionais t8m demonstrado a sua
eficicia na tomada de decisdes econémicas.
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I

14

5643 — 1) Considere ¢ (z) = W

e resolva
os seguintes problemas:

a) Trace a imagem de ¢ (x).
b) Calcule Po(x).

¢) Prove que ¢(x) = ¥} n2a™' para |z|<1.
1

2) Demonstre que 6, no termo complementar da
formula de Tavror

f@+m=7@+hf @) + S @+ oD,

tende para 1/3 quando %2 — 0 se f!' (x) écontinua
para = a e f'" (a) #=0. Generalize este resultado.

Sugestfo: Escreva a terceira férmula de Taivror
para f(z) e relacione-a com a segunda.
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8) Pode utilizar a regra de Cavcny para calcular

. a?senl/x . ®—senx ]
lim—— e lim——%? Existem estes
w=0 & —1 r=00 2 4 B8N B

limites ? Justifique as respostas.

R: 1) a) Dominio: ] — co,1[,]1,+ oof.
Ponto de descontinuidade: = =1
Intersecgdes com os eixos: (0,1) e (—1,0)
Intervalos de monotonia, extremos :

2x 4+ 4

1 —x)

¢ (x)=0¢=2x+4=0¢=>x= —2
crese.em [ —2,+ oo

P (x)=0=2x+4=0(=>x=—2

decr.em | — co, — 2]
minimo (— 2, — 1/27),

¢ (z) =

Convexidade, concavidade, pontos de inflex3o

. 6x+18
g (x) = ———— A—xp

' (x)=0= -3 =x<1 convexaem [ —3,1[
/' (x)=0=x>1V x< —3 cincava em
]—oco,—8]e ]1,+ oo

ponto de inflexdo (— 3, — 1/32).
Assintotas: X =1 ¢ Y=0.

b) Fazendo 1 —x =t, vem

1+4x t—2 ! 1
el Pk AR
1 1 1 1
-— e — + :
t t2 x—1 (x —1)2
14 x ! x

Tl e i e
I

= b |xf<1
1—x 2,,]

1 o0
=nxt |x|<1
1

.,1+$ (“;’1) x“—1+$ (;‘)x.-m
_1+§[(n+1]n+n(n—1)]ﬂ_’_
- 2 2

oo oo
.=1+znzxn——i.=2nzxﬂ_
E 1

2) Como

h2 h3
f(a+h)=f(a) +h 7 (@)+ 51" (a) + 57 " (a+01b),

vem

h2 f!J ] hz fIr h3 f”l h
o7 (§+a1)=—2—!~ (a)+?1" (a + 04 h)

ou
h
f1(a + 0h) — ' (@) =—=1" (a + o, b),
donde
f'' (a + 0 h) — f'! (a) 1
6- 5 —Et‘”(a+e,h).

Tomando limites para h =0, vem imediatamente
limb=1/3.
h=0

A generalizagio € imediata: quando ") (x) € con-
tinua e diferente de zero para x = a, ihi_rg 6=1/n+1.

(x2 sen 1/x)' 2xsenl/x—cosl/x

3) Como lim =lim
x=0 (e*—1) Xm0 e*
3 ! . (x — sen x)' . 1—cosx
nao existe e lim———— = [lim
=0 (X + sen x)! =0 1 4 cosx

bém ndo existe, ndo se pode aplicar a regra de Cauchy.
Os limites existem porque

. X2genl|x 1 x
lim ————— = lim | x sen -—) lim )
x=0 e*—1 x=l) X =0 @*—1

1
ecomo limxsen— =0 e

x=0 X
lim =lim— =1,
=0 e*— =0 e*
vem
2 1/
x?genlfx
lim ———— = 0;

w0 e*—1

fen x
8 (1 ¥ ; )
X —genx
Zim = [im —x —

=00 X -~ §EN X x=00 . 88N X
x(1+ )
b 4

=1.
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5644 — 1) Mostre que, se a equagio
a e +a e o a,2=0
tem uma raiz positiva xy, a equagio
naget + (n— a2+ .- +a,4,=0
tem também uma raiz positiva inferior a ;.

zy (2a?— 32
9 Seia g(e,0) = TLEE2 50,00,
Caleule g¢,,(0,0) e g,.(0,0). Pode concluir do
resultado que g, (x,y) e g,.(x,y) nio sdo conti-
nuas em (0,0) ? Porqué ?

R: 1) Como agx"+ayx" '+ .- +a,,x=0 tem
as raizes x =0 e x=x;>0, o teorema de Rolle
ensina que nagx"!' + (n — 1) agx* + ... + 2, =0
tem pelo menos uma raiz entre 0 e xg.

g(x,0)—g(0,0) _

2 &0,0)=lm = 0
. . g0,y)—g(0,0)
g,(0,0)=§_’g . =0
; . g(x,y)—g(0,y) 3yd
5T T e g e
' (x,0) = lim g(x,y) —g(x,0 2x3
gy ’ Al y x2
i . gi(ﬁ,y)—g; (0!0)
€8x (0,0) = lim 5
33
=0 y?

g (,0) — £ (0,0 _

x

€5 (0,0) = lim

. 2x8
=lim
=) x3

=2,

As derivadas g, (x,y) ndo sdo continuas em (0,0)
porque, se o fossem, o teorema de Schwartz garantia a
sua igualdade.

. 11T

wl;goml...w’
vlvoyi-v.’
@ =ag+ih e y;=F (x;), demonstre que F™ (§) =
= A"yg/h", com E entre xp e x,.

com

5645 — 1) Dada a tabela

2) Considere o sistema de m equagdes lineares a
n incégnitas 4 X = B nio homogéneo e suponha
que A e [A}B] tem a mesma caracteristica » <n.
Fazendo d =n — r, construam-se as solugdes

X1,X5,:+ Xyyy que se obtém tomando para as in-
cognitas secunddrias os elementos das linhas da

matriz (d + 1) ><d [- (—)—] X
¥

Prove que X;,X,,.-- X;;, sfo linearmente inde-

pendentes e que Y = A X + 20 X + ovo 4 dgpg Xy
d41

ésolugiode AX=DB seesése > =1.
1

R: 1) Para a tabela dada, a fungio F (x)—1(x),
onde 1(x) € o polindmio interpolador de Gregory-
-Newton,anula-se nos n + 1 pontos x;(i=0,1,...n).

A aplicagdo repetida do teorema de Rolle da
F®™(E) —I™(E) =0, com E entre xy e x,. Como

e AR
I™ (€) = -J—n, vem imediatamente F® () = "E'ny_ﬂ' X

2) As solugies Xy,X,,- X,y sdo visivelmente
independentes pois na malriz

X
X,

-

D T
as linhas 2,---d + 1 sdo independentes porque pas-
sam pela matriz I, de caracteristica d. Como em X4
ha pelo menos um elemento significativo nas primeiras

r colunas, € claro que a caracteristica da matriz €
d+1.

Ora
AY=B=3AX{+ - + M A Xy =
d+1
=B=}11B+--- +1¢+[B=RB=)211=-1
1
d-41

211-1=)AY—11AX1+ "'+)‘d+1AXd+i=
1
=0+ +24q)B=B

o que prova que Y € solugiode AX =B se e sd se
d-41

D=1,
1

I. 8. C. E. F. — Maremd{ricas Gerais — 4.* cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informacao
2.* chamada — 18-6-1965.

g2ntt +x2

o4l
estude a sua continuidade e derivabilidade. Apresente
a imagem de f(x).

5646 — 1) Dada a fungfo f(x) = lim
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2) Caleale P20 %

V1i+ =

3) Suponde que o intervalo de convergéncia abso-
luta de s(z) =Xa,2" é ]—2,A[ e que a série
converge para @ = i, pode garantir-se que S (x) =

nt1
1 também converge para x = 1? Tem-se

=3 a,
n-+

81 (%) =5 (1) ? Justifique as respostas.

sen n? x

A série T , convergente para todo o =

real, pode derivar-se termo a termo em ] —oco,4oco[?
Porqué ?

R: 1) Tem-se
2 (|x|<1)
= x>,
ol (x =1)
0 (x=-—1)

A fungiio € descontinua para x = — 1, pois
f(—1+0)=1 e f(—1—0)= —1, e € também
descontinua para X = — oo € X = + oo pois f(—oc0)
e f (4 co) ndo sdo finitos.

. 2x (x| <1)

E claro que f'(x) = {1 (xl>1)
Em x = 1 ndo hd derivada porque

ety S B
/! = —
() fiﬂ'o x—1 xi‘l’:‘-'o x—1
— -
f (x) f(l)=h'mx 1_2.
x=1-0 X—].

x—1

1

Em x = —1 vem

EOY Ay, i A8
e Y TN o Ak S (P %
a( ) ,_Zi’fio X =1L n-:’ln-i-ﬂx-i-l e
f(x) —f{—1) -
(=1)= lim ———— = [ = .
fi( ) x==,-??-l} x+4+1 xairln—ox+1 sy
e 1
i g e NP L L
Vitx Vi—xz
-1
=2y1+4+xarcsenx + 4P ——— =
2y1—x

= 2y/1+x arc senx + 4y’1~x ‘

3) Como a série das derivadas s (x) = Za,x" ¢
convergente para X =L, entio ela € uniformemente

convergente em [0,2] e como neste intervalo a série das
X+
i tem sempre um ponto de

s S =5
primitivas 8 (x) a,n+

convergéncia ela também € uniformemente convergente
em [0,2]. Tem-se entdo S' (A) =s(2).

A série das derivadas € X cos n?x, divergente. Por-
tanto, a série proposta ndo pode ser derivada termo
a termo.

II

5647 — 1) Considere uma curva dada pelas equa-
¢Oes paramétricas @ = ¢ (f) e y = ¢ (¢) . Mostre que
86 pode haver assintotas nfo paralelas aos eixos para
os valores ¢ = f tais que lic:l 9 (8) = Zin: ¢ (f) = oco.

t=t, b
Sendo Y=mX + p a assintota, como calcula m e
p neste caso? Como se acham as assintotas paralelas

a0s eixos? Justifique as respostas.

¥y (z=1y2)

2) BSeja g(:c,y)={0 {quyz)'

Prove que:

a) g(x,y) écontinuaem (0,0);
) 9:(0,0) =g,(0,0) =0;
¢) g(x,y) nio é diferencidvel em (0,0).

Em face do resultado obtido na alinea ¢), que pode
dizer da continuidade de g (z,y) e g,(x,y) em
(0,0)? Porqué?

R: 1) Se limg(t) = limx € finito ou lim{(t)=
te=ity t=t, t=t,
=limy € finito, ndo pode haver assintotas obliquas

t=t,
porque para estas tem de ser limx = limy = oo .

t
Ty (ERTS 5L )
t=t, X t=t, ¢ (t)

p=lim(y —mx) =lim [} () —m g (1)

t=t,
Assintotas paralelas a Oy: lim ¢ () finito e
t=t,
t=t,

limg (t) =oco e

t=t,

lim § (t) finito.

t=1y

2 2) y3>0, 3e=3 ”5:8}

=g (x,y)|<?¥
o que indica que lim g(x,y) =0 =g (0,0).
=3

Assintotas paralelas a Ox:

g O—g 0:0) &
X

b) & (0,0)=lim

£0,y) — 8(0,0) _
X
c) Se a fungdo for diferencidvel em (0,0) verifi-

g, (0,0) = lim 0.
y=0
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ca-se a relagio g(x,y) — g(0,0) =xg,(0,0) +
+y&/ 0,0 +evVxi+y?

+ y* com sza-ﬂ ou

!=U

g(x,y)=cyx2+x% comlime =0.
x=({)

x={

g(x,y) ————(xi=~yf)
ft=m ———— = sz + y?
yaEy 0 (x+#y?)
e lime ndo existe. A fungdo g(x,y) ndo € diferen-

x=0)
y=0)

cidvel e por isso pode garantir-se que g, (x,y) e
g, (x,y) ndo sdo continuas em (0,0) (se alguma
delas o fosse, a fungdo era diferencidvel).

111

5648 — 1) De um polinémio I (z), de grauinfe-
rior a n + 1, conhecem-se os valores I (z;) = y;
(¢ =0,1,..-,n). Utilize a decomposi¢io da fracgio

1 (=)
@ —20) (@ + 21) - (@ — x,)
simples para deduzir a expressdio de I (x). O que é
o polinémio 7 (x) e sob que forma se apresenta ?

em elementos

racional

2) Demonstre que matrizes ortogonais dio pro-
duto ortogonal. Sendo A ortogonal, mostre que o
sistema de equagbes 4 X = B & possivel determi-
nadoe x; =a,;by(h=1,---n).

Discuta o sistema

© + ysenacosf + 2= cosf

xsena + ycosf 4z =1
{m+ycnsﬁ+z9enm=1.

R: 1) Fazendo ¢ (x) = (x — Xg) (x — xy)---(x—x,)
X - Yi
9 (x) T Eam (x—x)’

x;, vem

e o (x) =9 (x)/x—

donde 1(x) = ¥} (), ¥i. I(x) éopolindmiointer-
i=o @ (x)
polador de LiacraNaE.
2) |A] =|sena cos B 1 |=
1 senacosp 1
1 cos B sena

= cos B (sena — 1) (sene + 2) (sena — 2).
a) Quando cosB==0 A\ senas=1, isto é, BFE2r+

1% ANes=nzw+ (—1)" % o sistema € possivel deter-
minado e a regra de Crauer fornece a sua solugdo.
b) Quando cosB=0\ sena=1, isto ¢, p=2m= +

I I

101

101

vem r=1. Os determi-
1 1|=—1 e

1 o

= 0. O sistema ¢ impossivel.

s Aa=n+ (=1 vem |A|= =0

mas, como A=|1|z£0,

nantes caracteristicos sdo Aa =

Ay=]1 1
A
¢) Quando cos P=0Asena=1, istoé, f=2m= +

L |
+—-A¢:{:nw+(—1)"-—~uem|A|= b & o 1 =9
1 0 sena

mas |sena 1|0 e r=2. O caracteristico €

1
Ay = |sena 1 = 2(sena — 1) =0 e o sistema

1 1 0

1 sena 1

é impossivel .

d) Quando cos B0 \sena=1, istoé, B2m=+
1cosf 1
1cosB 1 =~0)
1cosBf 1
A= 1|50, r =1 e os caracteristicos sio
As=|1 1 |=cosf—1¢e¢ =11
|1- cos B 1 I
Com cosB =1, o sistema ¢ duplamente indeterminado

e, com cosf=~1, o sistema ¢ impossivel.

+E NamS 1) = A
+ 5 Aa=2nm+(—1)* T, vem |A|=

=0,

I 8. C. E. F. — 1.* cadeira — MaTteuarioas GEmars —
Exame final — Epoca de Julho (1.* chamada) —
Prova escrita — 9-7-1965.

5649 — 1) Designando por wp,w;, -+ w,y as
raizes de indice n daunidade, calcule wj+uwf+ .-+
+ w?_,, sendo p inteiro positivo miiltiplo de n.

; ™ .
R: wy=cis =) wf = cis e,com p=mn,

vem Wi =rcis2ln =1, o que implica W} + W{+---+
+ wig=n.

3z+4
@ (z+1) (z+2)’

decomponha-a em elementos simples e aproveite o
resultado para calcular Pu(x) e achar a soma da
oo

série Yl u(n).
1
Sendo f e g dois polindmios reais quaisquer, qual
é a condigdo que garante a convergéneia da série
2f(n)/g(n)? Porqué?

2) Dada afracgdo racional u (z) =
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R:
3x 4+ 4 a9 bo ¢
T AT T A T T
2 1 1
-T_x——faf_ x +2
3x+ 4

_ =2/ - I 1] -
Y T R AR
x2

l(x+1) (x+2) |

LA TN /2 1 1
z,‘n(n+-1)(n+2)_$(?_ UL n+2)-

—log |x + 2| = log

Sendo p o graude f(n) e q ograude g (n), a
condigio que garante a convergéncia de :f (n) /g (n)
€ q=p +2.

8) Considere a fungdo f,(x) = log (1 + %) —

1
—x log (1 + —n-) , onde n designa um ndmero na-

tural, e prove que possui apenas um mdximo no seu
campo de existéncia.
Sendo M, omdximo de f, (x) e =, o maximizante,
calcule lim (z,,M,).
n =0

R £ oLk gl g
i '(x)—1+x/n_ g n

1 1
= —iag(l+—
n+4x n

1
—log (l + —n—) = 0=

£ (x) = 0¢=>

n+4+x

1 1
< >n+xglog( +n)( >

1

1
] I T
Iog( -4 n)

1

s

=X=

LE)=0=x=

; 1
limxn—hm —l—n =
= i [log (1+—) ]
n
1
1 — nlog ( T‘;)

o= ; 1
” log (1 4= —)
n

1
+ n log (1-1-—)}-0
n

e portanto I:‘z: (x,, M) =(1/2,0).
4) Ache o termo geral do desenvolvimento em

série de Mac-Lavrix de y = 22 }/1 + = e aproveite
o resultado para caleular y® (0).

n

FGm) ()

-i nl

1 71 ‘ 1 1
Ly I_)'"(T‘“"')
nt2

R: YTHz=(1+3)"= $ (1“) "=

x" para |x|<1

=x2Y/Ttx =
y=x2"Y/T+x g = x
para |x|<1
®) (0
y5£ )x5=>n+2-5 =)n =3 e, portanto,
1 /L 1 (1
¥ (0) I(Z‘) T )_ i 105
3 T 31 SIn O =

5) Sendo f(x,y,s) homogénea de grau m, uti-
lize o teorema de Euner e as operagdes de Jacosx
para provar que
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A A I (e VA VA
AT (e vl <o
e LT mf

A

R: O teorema de EuLer dd

xfy+yf,+zf,=mf

fatyfy+afm(@m—1)f
xfy +yfp+2f, = (m—1)f;
Bt y £+ 2fh= (m—1) .

€ 6ot 1lfa L, f
fyx

fo £ fo

TR G I e R
sfh 2ty 2f

e, multiplicando a 1. linha deste determinante por x,
a segunda por y e adicionando & 3.7, vem

LS o TR o (M e £
oLl o e I ) £ A
e g (m—=1)f, (m—1)f, (m—1)f,

m—11£ £, =f,
2t
£ e it

Muitiplicando a 1. coluna deste determinante por x,
a sequnda por y e adicionando & 3.%, vem

I M R N E R )
e g LA T ¢ W AR
AR A £ B0 et
m—f| % 5 £
T o O
m f
b f’ m—1

6) Designando ¢ o ndimero de inversdes da per-
muta¢do (By,B,,Ps) em relagio i permutagio prin-
cipal (1,2,3), prove que niio existe nenhuma matriz
real de terceira ordem tal que todos os produtos
(— 1)4' ayp, azp, azp, sejam positivos (sugestdo: forme
o produto de todas estas expressdes e investigue o

seu sinal).
Determine a expressio geral das matrizes permu-

tdveis com [2 —17].
1 1

R: Os produtos (— 1)';‘ a1, 32p, 83p, Sdo ay axn
833, 81g Ay 8g1, 413 321 A3z, —a13 A2 231, — 342 A1 A3z
€ —ayy 3 a32.

O produto de todas estas expressdes é

— (af, afy al; a, ad; al; a, afy a3) <0

e, portanto, os produtos da forma (—1)4' a1p, 228, 33f,
ndo podem ser todos positivos.

[2 -1 a b 2a—ec¢ 2b—d
1 1]‘c d]’”[aq-c b+d

[a b] [2 -1 |'2a+b —a+b
e d] |1 1]" 2¢+4+d —c+d
[2a-»b 2b—d 2a+b —a+b %
a+e b4d ™ 2¢4+d —c+d o=
2a—ec¢=2a+b
o 2b—d=—a+b
" lat+e=2c+d
b+d=—c+d
b=—c¢
e este sistema € equivalentea {b+a—d =0, inde-
c+d—a=0
’ b=d—a
terminado de grau 2. A solugiio é {c e e, por-

tanto, as matrizes permutdveis com a matriz dada sio

a d-—a
d .
a forma [:a—-d d :I

I 8. C. E. F. —1.» Cadeira — Maremiricas Gerars —
Exame final — Epoca de Julho (2.* chamada) —
13-7-1965.

5650 — 1) Demonstre que (4 — B)UB = A«
—=>A>B.

R: Fazendo p=xeA e q=xeB, tem de se
provar que

{[(p A ~q) V ql<=>pl = (q =>p)

para o que basta construir a seguinte tabela de verdade

plled (P A ~q) Vale=p| < (q=p)
[ 0 00 10/ 1 1
0 |, 0 11 001 0
1S 1 100 STy 1
1 1 0 U s e [ 1

2) Dada a familia (C,) de curvas de equagdes
y=¢e —a(x+1), onde & é um parimetro real,
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mostre que as curvas de (C,) passam todas por um
mesmo ponto. Ache as equagoes das assintotas e prove
também que estas passam por um mesmo ponto.

Para que valores de a as curvas de (C,) tém um
minimo m,? Calcule em fun¢fio de @ o minimo m,
€ o minimizante =, .

R: Tomando duas curvas quaisquer de (C,), por
exemplo, as que correspondem a a=0 ¢ a=1, vem

el N et
y=¢—(x+1) x4+1=0 x=-—1,
isto €, as curvas passam todas pelo ponto (—1,e”").

Como lim e*=0, as assintotes sio as rectas

e OO
Y= — a(X+1) que passam todas pelo pento (—1,0).
Notando que (y' = e* — a, a fungio sé pode possuir
exiremos quando a>0. Nessa hipdtese y' = 0=
=)x, = loga e como y'" >0, trata-se de um mini-
mizante. Tem-se x, =loga e m, = — aloga.

3) Sabendo que dxzy'" +2y —y =0 (y=f(x)),
oo oo
ache a série 2 a,x" (ap=1) tal que f(x)= 2 a, x".
[1] [1]
Qual é o intervalo de convergéncia desta série ?
a0
B: y= z a, x"
o
a0
yf - z na, xn—1
1
oo
! —zn(n—l} a, x*%
)

oo o
4xzn(n—1) 8, X2 22nanx"*‘ —
2 1

oo

—za,,x"—o

4¥nn—1)a,x" +2 ¥ na, x> —
1

oMguMQ ]

a,x" =10
aul2(@+1) @+ 1)) =3,
Apmy
@n+2) @n+1)
a“_‘ raw
T @n+2) (2n+1)2n@n-1)
2 ag 1
TTR@+D]! | R2@+D]!

oo x"

y'? @n)!

Apyq =

¢ o intervalo de convergéncia é ] —co, + co[.

4) Calcule: a) P cos (logz)

) lim ( oy )T::‘.:x
=) @&

R: a) P cos(log x) = x cos (log x) + P sen (log x)=
= x cos (log x) + x sen (log x) — P cos (log x)
ou
2 P cos (log x) = x cos (log x) + x sen (log x)
P cos (logx) = % [cos (log x) + sen (log x)]

fen x

b) Como lim =1 e
x=0
: sen x . ©CO8X
lim = [lim = 0o
x=0 X — Ben x=0 1—cos x

tem-se uma indelerminagio do tipo 1%,

Calculemos
sen X
3 genx\ *dmz ¢ sen x senx
lim log =lim log -
x=0 X =0 X—8ENX X
cos x 1
. logsenx—logx senx X
= [im — = lim =
=0 X —8enX x=0 $en X — X CO8 X
sen x sen? x
. 8&en x
= —lim =—1.
=0 X
Logo,
en x
sen x X—sen X
lim - g1,
x={} X

5) Quais sfo as fungdes f(z,y) que satisfazem
4 condi¢lo f.(x,y) =g (y)? Mesma questio para
fo(2,y) = g (x) . Justifique as respostas.

As fungbes f(z,y) =22+ 92 e g(x,y) =22 +
+2bxy + y2(b0) tém derivadas idénticas ao
longo da curva C) z=1¢(¢), y=1{4(f). Ache a
equagdo da curva C) na forma F(z,y) =0.

R:

LE ) =s@=ix,y)=g@) x+ ()
fi(x,y) =g(®=f(x,5) =g@y +¢(x)-
2x¢' () +2y ¢ () =(2x+2by)¢' () + (2y+2bx) ¢/ (t)

ou

ye' () +x¢' (¢ =0,
isto é,

F(x,y)=xy—k=0.
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6) Verifique que no sistema

z+y=0
224+ 3y=0
z+2y=2
3z+4y=k

as trés primeiras equagdes s3o independentes e mostre
que, qualquer que seja %, a quarta equagio é com-
posi¢iio linear das trés primeiras. Ache essa compo~
sigfo linear.

R: Na mairiz

s (s )
230
i
3 4 k
tem-se A=|1 1 0| =250 e portanto, as trés
2 30
1 S92

primeiras linkas (equagdes) sdo independentes. Como a
matrie € do tipo (4 ><3) e a sua caracteristica € 3,
forgosamente a quarta linha € composigio linear das
trés primeiras.

Para achar essa composigiio linear tome-se

Apy=|1 1 01! ay, (=0
&8 o)) Ves
12 21 a,

3 4 k ay

e designemos por Ay ,lhz,%3 € Ay = A, respectivamente,
0s complementos de a;,,83,,33, € 34, . Tem-se

A=—|2 8 Oj=m—k—2,
1283
3 4k
a=[1 1 0|=k—2,
12 2
3 4k
dgm—|1 1 0= —k e gm?2
2 80
3 4k

1-4+2:%+1:-23+3-24=0
1-11+3-Z¢+2-13+401‘-0
0-'11+0-13+2'13+k14 =0

ou
M110]4+2[280+2[122]+2[B34k]l=0
donde

[34k]£(;+1) [110]+ (1_§) [230] +

k
—M1 22
+5 122

k i k k
fi= ([—4+1)f 1——]f; —fy.
4 (2+)1+( 2);-!-23

I 8. C. E. F. — Maremiricas Gerats — i.‘ cadeira —
Exame final—Epoca de Outubro (prova escrita)—
1-10-1965.

I

5651 — 1) Mostre que o conjunto constituide
pelas raizes ciibicas da unidade é um grupo multipli-
cative.

R: As raizes cibicas da unidade sio wy=1,

3
5 9 w,——;—iy?_-. Em re-
lagdo & operagdo multiplicagfio pode construir-se a ta-
bela

Wo Wy Wa

Wo | Wo | Wi | W2

Wy | Wy | W2 | Wo

Wz | W2 | Wo | Wy

donde se conclui facilmente que se trata de uma lei de
composigdo interna, associativa, comulativa, possuindo
um elemento neutro (wg = 1) e existindo inverso para
cada um dos elementos : wil=wy, wil=ws, wil=w;.

2) Seja 7, (2) —%e" (#>=0), onde n é um

nimero natural.
Compare os mdximos M, e M, , das duas fun-
M,
¢bes f, (x) e fo—y (x) e calcule lim —"—.
L =1

n—1

R: Tem-se f, (x) = =

e™% (n —x) ecomo
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fl(x) Z0¢=>x=n
fi(x) =0¢=x=n
fi(x) =0¢=x=n,

n
e evidente que x=n ¢ um mawximizante ¢ M,= i BuE
n
(n — 1)t n
Vem entio M, = —————— e~1) ¢ =
T e = 1)) T

1 n—1i 1 1 n—1i
— (1+ n—l) o Como (1+ n—l) ‘e

M,
é M, <M,_, e lim—"

=1,
e n—1
38) Calcule P %
) Calcule P gy e g

R: Como x4 — 5x2 — 86 = (x — 3) (x +3) (x2+4),
tem-se
1 ap by So

x4 — 5x2— 36 = x—3 * x+3 + x2+4

1 1l
n [ (x+8) (<2+4) ]ha Yoiba

1 1]
i [ (x—3) (x=+74)"1== O

e, fazendo A = x? + 4, tome-se
1 1 1
(x—38)(x+3) x—9 —18+4A

donde resulta S, = — 1/13.
Tem-se entio

p 1 x+3 ; x
x—b5x—86 108 7 |x—8| 26 93

: oo
4) A fungfio f(x) definida por g T é con-

tinua em ] — co, + co[? Porqué?
Sendo F'(xz) a primitiva de f(x) que se anula
para x = 0, pode garantir-ge que

Lah s | :::
F - iy tor —
(®) g 7 arctg —

em ]— oo, + co[? Porqué?

1 1 |
R: Como Vxﬂ]—m,+w[n—4_l-_-—x—ng e

—18 | ! 1

g EY € convergente, a serie ? T € uniforme-
mente convergente em ] — co, + co[ e portanto pode
garantir-se que f(x) € continua.

A dise das primiciven, B hrof e

série das primitivas —— aretg — conver
o -l 2 90z ¢

ra x =0 e portanto converge uniformemente em

—oo,+co[. Pode pois garantir-se que F'(x)=f(x).

5) Suponha f(z,y) diferencidvel no circulo de
centro P (a,b) e seja Q(a+h,b+k) um ponto da
respectiva circunferéneia. Tome

o()=/(a+ht,b+ki)

e, utilizando para esta fungio o teorema dos acrésci-
mos finitos em [0,1], prove que f(a + A2,b + k) —
—fl(a,b)=rhfl(a+oh,b+ok)+kfj(at+0h,b+0k)
com 0<<o<<1.

R: ¢(1)—2(0)=¢' (8) e portanto f(a+h,b+k)—
—f(a,b)=hfl(a+6h,b+06k)+Lkf,(a+6h,bt+ok).

6) Demonstra-se que

1wy af--af| = (w1 — o) (w2 — o) -+ (T, —)
1 4 @} .- af (2 — 24) == (2, —21)
1 ' " (@)

Utilize este resultado e a teoria dos sistemas linea-
res para provar que, dados n + 1 pares de valores
(o,v) (#=0,1,...,n) com =x;5&x;, existe um e
um s6 polinémio interpolador y=ay+a; w+---+a, z"

Empregando determinantes, indique as férmulas
que permitem obter ag,a;,---a, em funcdo dos va-
lores =; e ;. '

R: Comoa= |1 Xp x3-+-xj| =0, em vir-
1 Xq b ERES +
1 > 3% x3...x8
tude de se ler x;=x;, o sistema de n + 1 equagles a
n+1 incégnitas (ag,ay,::*,a,)
Yi=8+ a3 x +-+a3x (i=0,1,--n)

€ possivel determinado e portanto existe um e um 86
polinémio interpolador.

Para obter as fodrmulas que dido ag,a;,---a, basta
utilizar a regra de Cramer:

A (i
SR L
A

onde A(i/y) seobtém de A substituindo a sua i-ésima
coluna pela coluna dos termos conhecidos y;.
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I S. C. E. F. — 1.2 cadeira — MateMi{ticas GErats —
1. ponto de informagdo e 1.° exame de frequén-
cia — 1.* chamada — 16-2-1966.

I
5652 — 1) Prove que é vélido o argumento

p=[qV (r V)]
~[pA(rVs)]
Sap=rq

2) Sendo a, b, ¢ e d nimeros racionais e admi-
tindo que 2 é irracional, prove que

at+br=ct+dr=a=cpA\b=d.

R: 1) Fagamos uma demonstragiio pelo metodo de
redugdio ao absurdo :

1. p=[qV(rVs)] prem.

2. ~[pA(rVs)] prem.

3. ~(p=4q) prem. adicional

4. ~pV[aV (rVs)] 1 e equiv.

5. ~pV ~(rVs) 2 e equiv.

6. pA=~q 3 e equiv.

o 6 e simplif.

8. ~~p 7 e equiv.

9. ~(rVs) 5,8 e silog. disjuntivo
10. (~pVqQV(Vs) 4 e equiv.
11. ~pVaq 9,10 e silog. disjuntivo
12, p=)q 11 e equiv.

2) at+br=ct+dri=@—¢c)+(b—d)a=0=
=ya—c=0A(b—d)r=0=a=cAb=4d.

1I

5653 —1) Seja A4 um conjunto linear limitade
e designem m e n nimeros reais com n>0. Mos-
tre que B= |m+ nx:xe A} ¢ limitado e

supB =m + nsup A, infB =m + ninf B.

2) Verifique a proposigio lim u, + lim v, <
< lim (4, + v,) =<lim u, + lim v, , tomando

_1 "
e v, = nzlog[1+ ( nz) ]

1—2n
e __1n
u, = ( )71_“;

R:

1) Sendo A limitado, tem-se \fxe A |[x|=K
e portanto \fxeA |m+nx|=|m|+nK eo
conjunto B € limitado.

Com L = sup B vem

M xeA

M3>0,3x'eA

x=L
¥
xX'>L—-—,
n

o que implica

MxeA
Mi>03x'eA

m+4nx=m+nlL
m+nx'>(m+nl) -3,
isto ¢, m+nL € supB. Raciocinio idéntico se
adopta para mostrar que infB = m + ninfA.

2) lmu,=2, limv,=—1, limv, =1

lim (u, +v,) =1
e de facto
2+ (—NN=s=1=s2+ 1.

111

5654 — 1) Estude, dos pontos de vista da con-
vergéncia absoluta e da convergéncia uniforme, a

série z %.
n "

2) Considere as fungdes reais de varidvel real
que satisfazem a relagfo f(z+ y) = f (z) + f(¥)
para todos os valores de = e y.

a) Calcule f(0) e mostre que f(x) é impar.

b) Mostre que, sendo f(x) continua para = = 0,
ela é continua para todo o valor de =.

R: 1) C’am:}
xrH
(n +1)3° B n | x|
Eir: = = lim YR |x| &
n 31

a série € absolutamente convergente para |x|<<3 e
divergente para |x|>3. Para x=3 a série di-'
verge ¢ para x = — 3 a série converge simplesmente.
A série € uniformemente convergente em qualquer inter-
valo [— 3,a] (a<<3).

2) a) Fazendo x=y =0, vem f(0) =2f(0),
donde f(0)=0. Entdo, tomando y= — x, f (x—x)=
=f(x)+f(—x) ou f(0)=0=1F(x)+f(—x), o
que significa que f(x) € impar.

b) Sendo l:'f:]f(x) =f(0) =0 ecomo f(x—a)=
- f(x) —f(a), tem-se x »a=f(x—a)>0=
= f(x) = f(a).

Enunciados e solugles dos N." 5643 a 5654
de Fernando de Jesus
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CALCULO

F. C. L. — Exane Fivan pe Circuno INFINITESIMAL —
11-6-65.

5655 — Enuncie condi¢des que garantam que a
equagdo diferencial %' = f(x,y) tenha uma e uma
80 solugfio satisfazendo a condiglo ¥ (wy) = a. Justi-
fique que sio satisfeitas tais condigdes se f for fun-
¢do de classe C' num conjunto fechado de R2.

Determine pelo método de Prcarp (até termos em
x4) a solugio da equacio y' =z — y que satisfaz a
condigio y(0)=1. Confronte com o resultado obtido
pelos métodos elementares e por desenvolvimento em
série de Tavror,

Como aplicaria o método de Prcarp i pesquisa de

42
uma solugio aproximada da equagio -(% =Acosy+
+ Bseny (4, B constantes) satisfazendo a condigdo
inicial y(0) =0 = y'(0)?

5656 — Considere a secglo feita no elipséide
x? + 2y +22=1 pelo plano = +y =1 e determine
o ponto da curva mais préximo e o ponto mais afas-

INFINITESIMAL

tado da origem do referencial (suposto ortonor-
mado).

5657 — Diga como se generaliza o conceito de
integral-B a dominios nfo limitados e enuncie e
demonstre algum critério de convergéncia de inte-
grais impréprios que tenha estudado.

Determine o volume do conjunto de E? definido por

[e,v,9:0 440 < Av>1).
Yy

5658 — Dado o campo vectorial F= 'y;: +
- z_e; o+ w;; , calcule, usando a defini¢io de integral
de superficie, o fluxo de rot F através das superficies
?+y?tet=1 SSE{#+y’+s-1

20 5 >0.

Seria de prever a relagfio que existe entre os dois
fluxos ? Porqué?

el

Enunciados dos n.%® 5655 a 5658 de F. R. Dias Agudo
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159 — P. L. Hessequix et A. TortraT — Théorie des
Probabilités el quelques Applications — Masson
et C.'* — Paris,

Este livro escrito com o objectivo de ser utilizado
no 3.° ciclo francés e na investigagfo, é um tratado
de introdugfo 4 teoria das probabilidades, no sentido
em que nio pretende cobrir um campo actualmente
extremamente vasto, pois que compreende nio sé o
nicleo desta teoria mas também todas as suas muiil-
tiplas ramificagdes e aplicagdes. Como introdugio,
o livro limita-se portanto a alguns objectivos funda-
mentais e a definir algumas vias de progresso.

Nestes termos aqui se encontra um desenvolvimento
notdvel em extensio e em outros aspectos da teoria
da medida que estd na base de todos estes proces-
808, da teoria da integragiio das fungdes de valores
reais (ou complexos) sobre o espago abstracto dos
probabilistas e sobre os espagos topoldgicos.

Dedica em seguida um longo capitulo as leis de
probabilidade em R ou R" e as fun¢des caracteris-
ticas, a sua unicidade, composi¢io e convergéncia,
apresentando numerosos exemplos assim como o
cardcter absolutamente continuo e singular de algu-
mas delas. O estudo das probabilidades condicionadas
desenvolve-se principalmente nos dominios das pro-



