
36 G A Z E T A D E M A T E M ATI C A 

7. 2 . Apl icações da Investigação Operac iona l 
ã Economia 

Como dissómos anteriormente, a reformu-
lação da teoria económica e da econometria 
por meio dos modelos matemáticos utilizados 
na I. O, é um dos aspectos que mais deve 
interessar o economista moderno. 

A utilização destes modelos tem provocado 
o acréscimo de operacionalidade dos modelos 
económicos e econométricos, permitindo re-
solver problemas que até há poucos anos não 
tinham encontrado solução satisfatória. 

A teoria dos jogos, por exemplo, veio 
possibilitar o tratamento de situações de con-
flito de interesses tão frequentes na economia; 
monopólio bilateral (monópólio-monopsónio), 
duopólio e oligopólio, combinações on coali-
zações, como, por exemplo, quando os salá-
rios são determinados por uniões ou federa-
ções de trabalhadores e patrões; etc.. 

A programação matemática, em especial a 
programação linear, provocou uma verda-
deira revolução na análise económica e na 
econometria, A teoria da empresa, as rela-
ções interindustriais, a teoria do equilíbrio 
geral e a economia do bem-estar são exem-
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pios de domínios profundamente remodelados 
com o recurso à programação linear. 

Os aperfeiçoamentos da teoria económica 
e da econometria, no sentido de nm acrés-
cimo de operacionalidade, têm-se reflectido, 
evidentemente, na política económica. Ao 
nível da macro ou da microeconomia os mo-
delos operacionais têm demonstrado a sua 
eficácia na tomada de decisões económicas, 
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I. S. C. E . F. — MATBMITICAS GIHAIS — 1.» cadeira — 
2." exame de frequência e 2." ponto de informação 
(1.* chamada) - 15-6-1965. 

1 

5 6 4 3 — 1) C o n s i d e r e tp (ce) 

os seguintes p rob lemas : 

a) Trace a imagem de <p (jc), 
b) Calcule f f ( i ) . 

1 + x 
e resolva 

c) Prove que <f (x) ~ 2 p a r a ) ai | < 1 , 

2) Demonstre que 6, no termo complementar da 
f ó r m u l a d e TAYLOR 

/ (c + h) = /(«) + hf< (a) -I- (a + oh), 

tende pa ra 1 / 3 quando A 0 se f " (se) écoii tJnua 
pa ra x = a e /'" (a) ^ 0 . Generalize este resultado. 

Sugestão : Escreva a terceira fórmula de TAYLOS 
para f ( x ) o relacione-a com a segunda. 
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3) Pode ut i l izar a regra de CATJCIIY p a r a calcular 
a i s e n l / K x — sen as 

h m e lira ? Exietem estes «-o e* _ 1 «os x + sen x 
l imi tes? Just i f ique as respostas. 

R : 1) a) Domín io : ] - u u , l [ , ] l , + o o [ . 
Ponto de descont inuidade : x — 1 
Intersecções com os eixos: (0,1) e ( — 1 ,0) 
Intervalos de monotonia, extremos : 

2 x + 4 

(1 - *)* 

<f> ( i ) > 0 ( = ) 2 s f 4 > 0 ( = > i > ~ 2 
cresc. em [ — 2 , + oo [ 

?'(>0^0<=>2x + 4 ^ 0 < = > x ^ — 2 
decr, em ] — oo , — 2 ] 

mínimo ( - 2 , - 1 / 2 7 ) . 

Convexidade, concavidade, pontos de inflexão 

6x4-18 „'t (x) 

f 1 ( i } > 9 < = > - 3 g i < l convexa em [ — 3 , 1 [ 
V1' ( x ) á 0 <=» x > í y x <; — 3 concava em 

£-00,-81 e ] i , + eó[ 

ponto de in flexão (— 3 , — 1/32). 

Ass in to t a s : X — 1 e Y — O . 

b) Fazendo 1 — x — t , vem 

n 1 + x t — 2 1 1 
p , — _ _ p P 2 P — (1 - X)3 t» t> t» 

J. 1 1 + 

C) 

t t* X—1 (x—1)* 

1 + X 1 X 
a-*)» a-*)* a-*)3 

i « 
— - - X « * - ' | s | < l 

IO)-' 
Então, 

oo oo 
— 1 + 2 a l = S • 

X 1 
2) Como 

f ( a + h ) = f ( a ) + h f ' ( a ) + | Í f " (a) + ~ P ^ a + a , h ) , 

hi , h* hs 

— f" (a + a b) = — f ' (a) + — F» (a + o, h) 

f" {a + oh) - f" (a) = —P" (a +<,h) , o 
donde 

pi (a + o h) - f ' (a) 1 _ 
* th + 

Tomando limites p a r a h =. O, vem imediatamente 
lim 8 ~ 1/3. Ii-O 

A generalização é imediata; quando fn"H ) (x) í con-
tinua e diferente de zero para x •= a , Hm O •= l / n + 1 , 

IH) 

(xs se 111 /x)1 2 x sen l / x - cos l / x 
o) Como lim —•- • - .— **hm • 

(e* — 1)' » o e" 
(x — sen x)' 1 — cos x 

nao existe e lim — = lim Iam-
(x + se» x)1 i-<= 1 + cos x 

bém não existe, não se pode aplicar a regra de Cauchy, 
Os limites extstem porque 

x2 sen 1 / x / 1 \ / x \ 
Um :— — hm x sen — 1 lim 1 
1=0 e* — 1 » 0 \ x / V —o e" — 1 } 

e como lim x sen — = O e 1=0 x 

* 1 

lim lim — = 1 , 1=0 o' — 1 e1 

x2 sen l/x 
lim o 1 >_o e1 — 1 

x — sen x 
lim — «« lim -i»oo x + seti x *=« / sen x \ 

- 1 . 
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II , 

5644 — 1) Mostre que, se a equação 

«o oc" + ai a;"-1 + *** + » ~ O 

tem uma raiz positiva ; f 0 , a equação 

n og ai"-1 + (» — 1) dj -(- ••• + »„_, — 0 

tem também uma raiz positiva inferior a a?o-

2) Seja g(x,y) s ( ° , 0 ) - 0 . x* + y* 
Calcule ^ ' „ ( 0 , 0 ) e g " ^ ( 0 , 0 ) . Pode concluir do 
resultado que g ^ { x , y ) e (ai,y) não são contí-
nuas em ( 0 , 0 ) ? Porquê ? 

II: 1) Como ao K" + ai x" -1 -f ••• + a„_j x = 0 tem 
as raízes it 0 e x x j > 0 , o teorema de Rolle 
ensina que n a0 x1-' + (n — 1) ai xn _ I + + an_i — 0 
tem peto lucilou uma raiz entre f) c Xj). 

2) £ ( 0 , 0 ) - Km 
g ( x , 0 ) - g ( 0 , 0 > . 0 

ywo y 

eí (01 y) =*lim 

e, (* , 0) - lim ,—0 

e ( * , y ) - g ( o , y ) 3y' 

g ( * , T ) - g ( * , 0 ) 2x3 

8 ^ ( 0 , 0 ) - K m í-0 
Syi 

— lim * 
i=o y® 

& (0,0) = Um 1=0 
2x5 

;= lim —-— = 2 . 

y x' 

S*. (0,y) — Bi (0,0) 

, — 3 

e;(*,0) - g ; ( o , o ) 

As derivadas g^ (x , y) não são continuas em (0 , 0} 
porque, se o fossem, o teorema de Schwartz garantia a 
fua igualdade. 

III 

_ , , , ® i xa •'* 5645 — 1) Dada a t a b e l a — ! , com 
y I yoyi •••y» 

aij — xq 4- i A e — F (x() , demonstre que F<ní (Ç) = 
— i "y 0 /A n , com í entre Xq e x„ . 

2) Considere o BÍstema de m equações lineares a 
« incógnitas A X = B não homogéneo e suponha 
que A o tem a mesma característica r - < n . 
Fazendo d = » — r , c o n s t r u a m - s e as s o l u ç õ e s 

X i , X j , X.^., que se obt ím tomando para as in-
cógnitas secundárias os elementos das linhas da 

matriz (d -f- 1) x d m 
Prove que X j , A*! ,-•• X ^ , são linearmente inde-

pendentes e que y = Xj X j -T- Xj Xz + •** + 'JH X<,+1 
i+l 

é solução de A X B ee e só se \ = 1 . 
1 

R : 1) P u r a a tabela dada, a função F (i) — 1 (x), 
onde I (x) é o polinómio interpolador de Gregory-
-Newton,anula-se nos n + 1 pontos (i — 0 , 1 , *• • n). 

A aplicação repetida do teorema de Rolle dá 
F<«l (Ç) — IW (í) = 0 , com \ entre xc e x„. Como 

I'"' (Ç) = - ^ f - , vem imediatamente F w (Ç) h" V 
2) As soluções X ( , X i , Xd+ , são visivelmente 

independentes pois na matriz 

m 
L x i + . J 

a i linhas 2 , - - - d -f 1 são independentes porque pas-
sam pela matriz de característica d . Como em Xt 

há pelo menos uni elemento significativo nas primeiras 
i colunas, é claro que a característica da matrie é 
d + 1. 

Ora 

A Y = B = > L I A XT + — +• XA+1 A X J T ! -
d+I 

= B = > X , B + . . . + X J + T B - B = > 2 ^ - 1 

1 d+1 
2 X, - 1 => A V - i i A X i + ... + A Xd+1 = 

1 
= (XJ + +• >J+I) B - B 

o que prova que Y é solução de A X — B te e só se í!'M 
2 W ; 

I, S. C. E. F. — MATEMÁTICAS QEBAIS — i , » c a d e i r a — 
2." exame de frequência e 2." ponto de inlormaçâo 
2.* chamada ~ 18-6-1965. 

5646 — í ) Dada a função /(a;) lim 
jc1"^1 + as! 

It-OD ' 
estude a sua continuidade e derivabilidade. Apresente 
a imagem de / (x) . 
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2) Calcule P 
v/i -t-

3) Supondo que o intervalo de convergência abso-
luta de * (x) — S a„ x" é ] — X, X [ e que a série 
converge para x = X , pode garantir-se que S (x) = 

jjn+i 
= So„-——- também converge para » ™ X ¥ Tem-se n-t-1 
S1 (X) = s (X) ? Justifique as respostas. 

, sen x A serie £ , convergente para todo o x 
n2 

real, pode derivar-se termo a termo em J — oo. + oo [? 
Porqufi ? 

R: 1) Tem-se 

f (*)• 
(! X | < 1) 

X (1*1 > 1 ) 
l < * - ! ) 
0 (x - - 1) 

A função é descontínua para x •= — 1 , pois 
f ( _ 1 + 0) - 1 e f ( - 1 — 0} 1 , e i também 
descontinua para x — — co e s » t ™ pois f ( - » ) 
e f(+oo) nSo são finitos. 

Em x — 1 não há derivada porque 

f(x) - f (1) x - 1 
fi(l) - li'» / - = «m 7 l-l+O X — 1 i - i « X — 1 

F (x) —f (1) . x» —1 fí (I) = Um — — = lim — - • 
i - l - O X — 1 1=1-0 X — 1 

Em x — — 1 vem 

f ( x ) - f ( - l ) 
fí (_ 1) - lim 

I—1+0 lim 

f ' ( - l ) = li tu 

X — 1 I»-1+0 X -T- 1 

f ( x ) - f ( - l ) 

. 1 

2. 

- + oo 

x + 1 
lim -i-ox + 1 

V/ÍTx 

oo . 

l / l - x í 
_ are sen x _ , 2) p ... - =2^1+x arcsenx—2 P 

t/l + x 

= 2 \/l + x are sen x + 4 P — 
2 t/l — x 

— 2 l / ÍTí are een x + 4 [/í — x . 

3) Como a î rie (ias derivadas s (x) = S a„ x" é 
convergente para x = X, então ela é uniformemente 
convergente em [0, l] e como neste intervalo a série das 

primitivas S (x) = L a„ tem sempre um ponto de 

convergência ela também é uniformemente convergente 
em [0 , X] . Tem-se então S' (X) = s (X) . 

A serie das derivadas é X cos n- x , divergente. Por-
tanto, a série proposta não pode ser derivada termo 
a termo. 

II 

5 6 4 7 — 1) Considere uma curva dada pelas equa-
ções paramétricas x •= o (í) e y *— $ (() . Mostre que 
só pode haver assintotas não paralelas aos eixos para 
os valores t = ^ tais que lim a (í) — lim $ (í) = m . <=(, 
Sendo y = m X + p a assíntota, como calcula m e 
p neste caso? Como se acham as assintotas paralelas 
aos eixos? Justifique as respostas. 

y (x — i/2) 
(x±y2) 

2) Seja í f ( x , y ) = { J j" 

Prove que : 
a) g (x ,y) è continua em ( 0 , 0 ) ; 
à) í i M - f f í M - O ; 
c) g (x, y) não é diferaociável em ( 0 , 0 ) . 

Ern face do resultado obtido na alínea c), que pode 
dizer tia continuidade de g'x (x , y) o g't ( x , y) em 
( 0 , 0 ) ? Porquê? 

R : 1) Se lim tp (t) = lim x í finito ou lim 4> (t) 
t—i, t=t, i_t, 

— lim y í finito, não pode haver assintotas obliquas 

porque para estas tem de ser lim x — Um y — oo . 

7 , . -Ht) m = hm —- -- hm -
t - t , X 1=1, f ( t ) 

p = lim (y — m x) == lim [i[> ( t ) — m tf ( t ) l . 
t=t. t=t, 

Assintotas paralelas a O y : lim ç (t) finito e 
t-t, 
lim t̂  (t) = oo 
t—«, 

Assintotas paralelas a O x : lim f (t) — oo e 
t=t. 
lim $ (t) finito. 

2) a) V ^ O , 3* = *' f ' X | < e l = > 

=>l«(*»y) l<& 
o que indica que lim g (x , y) — 0 = g ( 0 , 0 ) . í=s 

x = 0 X 

1=0 y 

c) Se a função for diferettciàvel em ( 0 ,0 ) verifi-
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ca-se a relação g ( x , y ) — g (0 , 0 ) F- X g j (0 , 0 ) -í-
-f y gS (0 , 0) + e + y2 com lim E — 0 ou v-o 

E 1 y) = e com lim E = 0 . 

Ora 

(x = yt) 
t/x* + y* 

0 <x^y') t/x' + y* 
e lim £ não existe, A função g (x , y) não é diferen-

ciável e por isso pode garantir-se que g j ( x , y) e 
g í ( x , y ) não são continuas em ( 0 , 0 ) (se alguma 
delas o fosse, a função era diferenciàvel). 

III 

5 6 4 8 — I ) De um polinómio I (as) , de grau infe-
rior a n + 1 , conhecem-se os valores I (z1;) — y t 

( í — 0 , 1 , • - - , n ) . Util ize a decomposição da fracção 
I(x) 

racional em elementos 
(a! — xv)(x + xt) • (x — x„) 

simples para deduzir a expressão de I (x) . O que é 
o polinómio /(a:) e sob que forma se ap resen ta? 

2) Demonstre que matr izes ortogonais dão pro-
duto ortogonal. Sendo A ortogonal, mostre que o 
sistema de equações A X — D é possível determi-
nado e Xj = ah i bh (A = 1 , • • • n ) , 

Discuta o sistema 

íc sen a + y cos p + z = 1 
x + y sen a cos p + e cos fi 
x -1- y eos p + z seu a = 1 . 

R : 1) Fazendo ç (x) — (x — x0) {x— x i ) " - (x —x„) 

t \ 1 (x> vi y< e ifj (x) - f (x)/x - , vem —— - VJ ç (x; 

donde I (x) = V 
1=0 f l W 

polador de LAQRANOK . 

y, . I (x) é O polinómio inter-

2) | A | = sen a cos $ 1 
1 sen n cos p 1 
1 cos p sen a 

•— cos P (sen a — 1) (sen • + 2) (sin a — 2) . 

a) Quando cos /\ sen a =j= 1, isto é, p =£2 «i 

+ 1)"— o sistema é possível deter-
2 2 

minado E a regra de CHAMEB fornece a sua solução, 
b) Quando cos A • = ! i **to P — 2init + 

O 1 0 1 
1 0 1 
1 0 1 

mas, como A = 11 | rjb 0 , vem r => 1 • Os determi-

í t A Í - Í + I - V T v e m ! A | = 

1 1 
1 0 

= 0 . O sistema é impossível 

nantes característicos são == I 1 = — 1 e 

1 I 
1 1 

c) Quando cos P = 0 /\stn 1 , ísío é, p = 2 m n + 
« . . . « sen a 0 1 

i ^ A ^ m ^ + C r 1 ) " ^ «»»|A|-= 1 0 1 " ° 
1 0 sen a 

=h0 e r — 2 . O característico é 

2 (seii« — 1) ^ 0 e o sistema 

seno. 1 
1 1 

sen « 1 1 
1 1 0 
1 sen o 1 

é impossível . 
d) Quando cos $=£A/\sen 11 isto é, P = £ 2 m i r + 

1 cos P 1 
1 cos p 1 
1 cos p 1 

â •=> 11 | 0 , r 1 e oi característicos são 

± T A«=2niv + (—1)» —, vem |A | -= 0, 

Aí- 1 1 
1 cos p 

cos p — 1 e à j 1 1 
1 1 

- 0. 

Com cos p => 1 , o sistema é duplamente indeterminado 
e, com cos p sjt 1 , o sistema è impossível . 

I. S, C. E. F. — 1.* cade ira — MATBHATICÀS GEBAIS — 
Exame final — Época de Julho (1.* chamada) — 
Prova escrita - 9-7-1965, 

5 6 4 9 — 1) Designando por K 0 , » Í | , ' " 1 ( I , . i as 
raízes de índice n da unidade, calcule «>S +!(?? + *••+ 
+ «;;_,, sendo p inteiro posit ivo múltiplo de n. 

2 k ir 2 k p * R : w t= cts — -- w[ — eis e,com p —o, 
n n 

vem w[ = eis 21 ir = 1, o que implica w[j + wj -f- •••+ 
+ = u . 

2) Dada a fracção racional tt(») — 
as (ae-f-I) {x + 2)' 

docomponha-a em elementos simples e aproveite o 
resultado para calcular / ' u («) e achar a soma da 

CO 
série u (K) • • 

Sendo / e g dois polinómios reais quaisquer, qual 
ê a condição que garan te a convergência da série 
2 / ( n ) / f f ( " > ? PorquÊ? 
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R : M,= ÍO0 
3 x + 4 a0 b0 Co 

x (x + 1) (x + 2) x x + 1 x + 2 
2 1 1 
x x + 1 x + 2 

P 7 x (x + 1) (x + 2) 
x* 

— log | x + 2 I = log 
| (x + 1J (x + 2) | 

3 n + 4 v f 2 i 
n (n + 1) (n + 2) r U O + 1 

U ) . 
1 n + 2 ) 

" f 
Sendo p o grau de f ( n ) e q o grau de g (n) , a 

condição que garante a convergência de 1 f (D) / g (n) 
* q ã p + 2. 

3) Considere a função /„ (x) — log ^ í +- —^ — 

— x log + — ̂  , onde ti designa ura niimero na-

tural, e prove que possui apenas um máximo no seu 

campo de exUtSncia. 
Sendo M„ o máximo de /„ (x) e x„ o maximizante, 

calcule lira (x„, M„) . 

R 
l / n , r 1 \ 

r, (x) > 0 <=> - 1 log (l + — ) > 0 < = > 
— li + x \ n / 

<=> Li log ( l -) \ <=> 
n + x \ n / 

í=> x £ • 
( l + i ) 

log 

log K) 

X log * I ) . 

x„ lim r n_I =• -L-K)i J 
1 — n log 4-

— n I x } 
lim I„ — 

— lim 
[L-CJP 

i Um 

T 

lim X 1 

n-00 f] 2 

lim M„ — lim J log n=oo ti Cr J - 1 + 

+ n log J - 0 
e portanto lim (x0 , M„) -=>(1 /2 ,0 ) . 

4) Ache o termo geral do desenvolvimento em 
série do MÀC-LAUBIM de y = X* + x e aproveite 
o resultado para calcular ym (0). 

R : Y í T i ; - (1 + x)"< ~ ã x » -

- S -i í-x" para [x < 1 
n I 

y - r f V l + x - g 
o 

yí=)(0) 

I ( T - ) • • • ( ! — ) 

n ! 

51 

y'" (0) . 
51 

para [ x | < 1 

x s => n + 2 — 5 => n — 3 e, portanto, 

31 
=>y(W(0) — 105 

~Í6~ 

5) Sendo f ( x , y , t ) boraogénea de grau m , ut i -
lize o teorema de EULEB e as operações de J-ÍCOBI 
para provar que 
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fli 
fm K 
fZ n fZ 

(m- l ) í f% - fxv fx 
fui Al fw . . "»/ 
f , f . m — l 

LÍ : O teorema de EOLSE dá 

xtí + yf', + xfí-mt 
x C -f- y Cl + z f*ú ~ (m — 1) f, 
i C< + y Ç + z C — ( m — 1 ) f; 

c c 1 ç. c, C 
f" t,> c z % r,; Q 
c £ c z C a C E f*;, 

e, fnuiíipíícantío a 1." linha deste determinante por x , 
a segunda por y e adicionando à 3.', vem 

fá C i c 
r;. c z f,; £ £ 

C n; f,; < m - l K (m-l)f; (m—l)f, 
m — 1 G i C 

8 C 
f, «f, 

Multiplicando a 1." coluna deste determinante por x , 
a segunda yor y e adicionando à 3wnt 

0 c m - 1 G C (m 
c c z* c f,'i (m 

c f. mf 
(m — l)í c. c f, 

ZÎ fk n'. C 
mf 

ro - 1 -

6) Designando ^ o nümero de inversões da per-
mutação (p i , , pj) em relação à permutação pr in-
cipal ( 1 , 2 , 3 ) , prove que não existe nenhuma matriz 
real de terceira ordem ta l que todos os produtos 

(— l)1*" « i p sejam positivos (sugestão: forme 

o produto de todas estas expressões e invest igue o 
seu sinal) . 

Determine a expressão geral das matrizes permu-
táveis com I "2 — 1"1 , 

Li O 
R : Os produtos {— l)1*1 a, p, aj p, são au 

a 3 j , a12 a^j 3s i i a u asi aM i —ai3 aiz a3i, — a u a3i aM 
e —au a j a a 3 J . 

O produto de todas estas expressões é 

(a?i afi a«ü a^ a^ af^ < 0 

e, portanto, os produtos da forma (—1)^ aijjj a? a3 o^ 
não podem ser todos positivos. 

1 2 - 1 " ] P a b~] |~2 a — c 2 b - d ~ | 

Ll l j Lc Í _ | ~ L a + c b + d J 
T a b"| p - 1 1 | ' 2 a + b - a + b ' j 
Le d | J 1 l j ™ | 2 c + d — c + d j 

[" 2 a — b 2 b — d~l 12 a + b - a + b~] _ 

[_ a + c b + d . | j 2 c + d — c + d J 

' 2 a — c 2 a + b 
2 b — d a + b 
a + c = 2 c + J 
b + d — — c + d 

b - — c 
e este sistema é equivalente a b + a — d = 0 , inde-

c + d — a = 0 

Íb d — a 

e, por-
c — a — d tantot as matrizes permutáveis com a matriz dada são 

da forma [~* L a - d 

I, S. C. E. F — 1.* Cadeira — MATEMÁTICAS GEBAIS — 
Exame final — Época de Julho (2.1 chamada) — 
13-7-1965. 

5650 - 1) Demonstre que (A - B) U B - A <=> 
(=> A = B . 

R : Fazendo p = i s A e q — x e B , tem de se 
provar que 

l[(p A ~q) V q](=>pl <=>(q=>p) 
para o que basta construir a seguinte tabela de verdade 

P q IKP A ~ Q ) V q]<=>pt < = > (q => p) 

0 0 0 0 0 1 0 1 1 
0 0 1 1 0 0 1 0 
1 0 1 1 0 1 1 1 1 
1 I 0 1 1 1 1 I 1 

2) D a d a a famíl ia (C„) de curvas de equações 
y — e' — a {LO 4- 1 ) , onde a é um parâmet ro reai, 
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mostre que as curvas do (Ca) passam todas por um 
mesmo ponto. Ache as equações das assinto tas e prove 
também que estas passam por um mesmo ponto. 

Para que valores de a as curvas de (C„) têm um 
mínimo ma ? Calcule em função de a o mínimo m, 
e o minimizante x„ . 

R : Tomando duas curvai quaisquer de (C,) , por 
exemplo, as que correspondem a a = 0 e a = 1 , vera 

f y - e* r y - e1 r y = 
t y - o" - (x + 1) í x + 1 - 0 í x 1 , 

isto i, as curvas passam todas pelo ponto (•—1, e - ' ) . 
Como lim — 0, as assintotes são as rectas 

Y = — a ( X + J) que passam todas pelo j)on to (—1,0) . 
Notando que (y' = e1 — a , a função só pode possuir 

extremos quando a > 0 , Nessa hipótese y' = 0 => 
=> x, log a e, como y " >- 0 , trata-se de tira mini-
mizante, Tem-se x , = log a e m, = - a log a . 

3) Sabendo que 4 x y" + 2 y< — y - i 0 ( y = / ( x ) ) , 
oc oo 

ache a série 2 anx" ( ao= l ) tal 1 u e 2 a»£C"* 
O Ü 

Qual é o intervalo de convergência desta série ? 
oo 

0 
ao 

y' - 2 n xn_i 
1 
00 

y" ^ 2 n (a - !) an X11"1 

1 
00 oo 

4 x 2 n (n - 1) a» x""5 -f 2 2 n K x"'1 -
1 1 

CO 

— 2 a " x h = 0 

o 

4 n (n - 1) a„ x""1 2 n a„ x-< -
s i 

0 
an+1 [2 <n + 1) (2 n + 1)] - a, 

3„-t 
(2 n + 2) (2n + l) 

(2u + 2) (2 n-j-1) 2 n (2 n —1) 
a0 1 

[2(u + l)]l [2(n + l)]I 

Y (2n)l 
e o ittíeruaío de convergência é ] — oo , + oo [ . 

4) Calcule; a) P cos (log x) 
/ sen x \ 

b) lim [ ) « • » * 
\ a; / 

R: a) P cos (ÍO0 x) = X COS 1) f P íín (log x) = 
x cos (log s ) + i sen (log x) — P cos (log x) 

U 
2 P cos (log x) => x cos (log x) + x sen (log x) 

x P cos (log x) — [cos (log x) -j- sen (log x)] 

b) Como lim 
x = 0 X 

sen x 
lim -i-o x — sen 

1 e 

-- lim 
i-U 1—cos x 

tem-se uma indeterminação do tipo 1™ 

Calculemos 

lim log 1=0 

M I 1 (sen x \ 1 I sen x /senx\ 

I — (im log — = x / J >=o x—sen x ^ x / 

• lim log sen x — log x 

x — sen x 
sen x 

— lim -i=0 

p lim 

COS X 
senx 

i=o sen x — x cos x 
sen3 x 

•15 

Logo, 

{sen x\ •-»» " 
íín —-—•) 

\ * / 

5) Quais são as funções que satisfazem 
à condição ( x , y) = g (y) 1 Mesma questão para 
fà.(x>y) Justifique as respostas. 

As funções / (x , y) = x* + y2 e g (x , y) — x J +• 
+ 2 b x y +• y2 (b 0) têm derivadas idênticas ao 
longo da curva C) x — <p ( í ) , y = ^ ( í ) . Ache a 
equação da curva C) na forma F (x j y) •= 0. 

R: 

£ (* , I Í - g (y) => t (x , y) - g (y) x + f (y) 
- g(x) (*,y) - s Wy + 

2 xç r (t) J -2y (t) = (2x + 2 b y ) ç ' (t) + (2y + 2bx)i(i'(t) 

isto é, 

yT'(t) .+ x|'(t) - 0 , 

F (x,y) = xy - k - 0. 

srn x 

ni.i x 
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C) Verifique que no sistema 

s + y — 0 
2 a + 3 y - O 

s + 2 y - 2 
3 a -f 4 y ~ k 

as três primeiras equações são independentes e mostre 
que, qualquer que seja k, a quar ta equação é com-
posição linear das três primeiras. Ache essa compo-
sição linear. 

R : Na matriz 

r
1 1
 °i 

2 3 0 
1 2 2 

L 3 4 k J 

Xj f l 1 0] + Xj [2 3 0] + X, [1 2 2] + [3 4 k] 0 

donde 

[3 4 k] - + l ) [1 1 0] + ( l - I ) [2 3 0] + 

+ y [ t 2 2] 

ou 

I. S. C. E. F. — MAIKMÁTICAB GERAIS — 1.* c a d e i r a — 
Exame final—Época de Outubro (prova escrita)— 
1-10=1965, 

tem-se A — 1 1 0 = 2 0 e portanto, as três 
2 3 0 
1 2 2 

primeiras linhas (equações) são independentes. Como a 
matriz é do tipo (4x3) e a sua característica é 3, 
forçosamente a quarta linha i composição linear das 
três primeiras. 

Para achar essa composição linear tome-se 

1 1 0 ' a l t - 0 
2 3 0 \ a ( 1 

1 2 2 | a 3 [ 

3 4 k a l t 

e designemos por Xi, Xj, Xj e Xj — A , respectivamente, 
o* complementos de 1, «ti, »j 1 e Tem-se 

» 1 - ' 2 3 0 — - k — 2 , 
1 2 2 
3 4 k 

1 1 0 = k - 2 , 
1 2 2 
3 4 k 

x» 1 1 O — — k e X( — 
2 3 0 
3 4 k 

1 • Xi + 2 • X; + I • X3 + 3 • Xj - 0 
1 • Xj + 3 . X* + 2 • X3 + 4 • \ t - 0 
0 • Xt + 0 • X, + 2 • X3 + k XÍ - 0 

I 

5651 — 1) Mostre que o conjunto constituído 
pelas raízes cúbicas da unidade é um grupo multipli-
cativo. 

R : Ás raízes cúbicas da un idade são w 0 = t l , 
1 . / 3 1 . v / 3 w. = — + 1 

* 2 2 
e » 1 - — 2 Em re-

lação à operação multiplicação pode construir-se a ta-
bela 

W0 Wj 

Wo Wo Wt w2 

»1 w. Wj W0 

w* W; W0 Wi 

donde se conclui facilmente que se trata de uma lei de 
composição interna, associativa, comutativa, possuindo 
um elemento neutro (wo — 1) e existindo inverso para 
cada um dos elementos : w^1 = w0, \vf' — Wj, wj* •=> wj, 

2) Seja /„ (x) — — e " " ( 3 t ^ 0 ) , onde n é um 
n 1 

número natural. 
Compare os máximos Mm e das duas fun-

di-
ções f„ (oc) e f„_, (lc) e calcule lim 

R : Tem-se f£ (x) - - e - 1 (u — x) e como 
II 
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{ ( ( i ) 5 0 « = ) i ' Í l 
f*(x) 0<=) x = n , 

e evidente que x — n é um maximizante e Mu— — - e~". 
n t 

Vem então M. 
M. 

(n - 1) ! M _ ( 

á M , < M„_, e Um 
M„ - 1 . 

3) Calcule P — x* — 5 x' — 3G 

R ; Como x* - 5 x* - 36 - {x - 3) (x 4-3) (x*+4) , 
tem-se 

a0 TT + 
*>o + So 

x — 3 x + 3 x^ + 4 

a ° ~ [ (x + 3) (x J-r4) L " 1Õ8 ' 

b" ~ ™ "" 1Õ8 

e, fazendo i » i ! + 4 , tome-se 

1 t 
(x — 3) (x + 3) x í - 9 — 1 3 + a 

donde resulta Sa = — 1/13. 
Tem-se então 

5 x 1 — 3 6 108 
log 

+ 3 
: — 3 — "ã? a r c t 3 T 

41 A função / ( x ) definida por é con-, n1 + x1 

t ínua em ] - « , + » [ ? Porquê ? 
Sendo F (x) a primitiva de f ( x ) que se anula 

para x — 0 , pode garantir-se que 

™ 1 x 
^^ n£ nc 

em ] — oo , + oo [ ? Porquê ? 

R : Como V x o 1 — oo , + oo f —— — e T J L u* + x» - n« 
00 1 

y , —— é convergente, a serie $j — i uniforme-
, n* , n 1 + x2 

raeníe convergente em ] ~ oo , + oo[ e portanto pode 
garantir-se que f ( x ) é continua. 

2™ 1 x 

j-—-arctg—— converge 
i n ' a1 

para x =• 0 e portanto converge uniformemente em 
1 —oo,+ oo[ . Pode pois garantir-se que F1 (*) — f (x) . 

5) Suponha f ( x , y ) diferenciável no círculo de 
centro P(a,b) e seja Q (o-f-A, 6 + Í ) um ponto da 
respectiva circunferência. Tome 

t(Í) = / ( « + * . M + t Q 

e, utilizando para esta função o teorema dos acrésci-
mos Snitos em [ 0 , 1 ] , prove que f (a + A , b + k) — 
- / ( a , S ) - A / i (a + 8 h ,b + 6 fc) + £ / , ' ( a + ( A , b + 6 fr) 
com 0 < I < 1 . 

R í <p {!)—ç(0) — ip1 (a) e portanto f {a + h , b + k)—• 
—f (a , b) - h íí ( a + 6 h , b +f lk) +fc ff {a + I h , b + a k ) . 

6) Demonstra-se que 

Xq 

Xl 
3 — - *(,) (xt — x^) ••• (x„—a-d) 

(Xi — Xi) ••• (x„-!E,) 

Utilize este resultado e a teoria dos sistemas linea-
res para provar que, dados n + 1 pares de valores 
(x;, Vi) (i 0 , 1 , , n) com xl=f=xI, existe um e 
um só polinómio interpolador y — a0 + a ( X + \-a„x". 

Empregando determinantes, indique as fórmulas 
que permitem obter Oo > a i j em função dos va-
lores xf e y{. 

R : Como A 

xi 
^ O, em vir-

t x„ X® »*» x̂  
tude de se ter xt Xj, o sistema de u + 1 equações O 
n + 1 incógnitas (a0 , aj , , a„) 

y, — a0 + at x, H ha„if (i = 0 ,1 , — n) 

é possível determinado e portanto existe um e um só 
polinómio interpolador. 

Para obter as fórmulas que dão ao, ai, • •• a„ baeta 
utilizar a regra de Cramer; 

* (i/y) a , - - — " ( Í ~ 0 , l , ' - . n ) A 
onde A ( i /y ) se obtém de a substituindo a sua i-ésima 
coluna peta coluna dos termos conhecidos yt. 
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I . S. C. E. F . — 1.» cadeira — MATEMÁTICAS GERAIS — 
ponto de informação e 1.' exame de frequên-

cia - 1.* chamada - 16-2-1966. 

I 

5652 — 1) Prove que ê válido o argumento 

F=>[ íV(rVí) ] 
~ [p A ( r V •»)] 

2) Sendo a, i>, c e d nümero» racionais eadmi-
tindo que >• é irracional, prove que 

a + i i = c + íÍx=>a = c / \ È = £Í, 

R : 1) Façamos uma demonstração pelo método de 
redução ao absurdo : 

1. p = ) [q V (r V s)] prem. 
2- — [P A (r V s)] prem. 
3. ~ (p = ) q) prem. adicional 
4. — p V [q V (* V s)] 1 e equiv. 
5. ~ p V ~ (r V s ) 2 e equiv. 
6. p A * 1 3 e equiv. 
7. p 6 e simplif. 
8 . p 7 e eguiv. 
9. » (r V B) 5,8 e silog. disjuntivo 

10. ( ~ p V q ) V ( r V < 0 de equiv. 
11. — p V 1 9,10 e silog. disjuntivo 
12. p = > q lie equiv. 

2) a + b x — e + d \ => (a - c) -+ (b - d) \ — 0 => 
= > a - c = 0A(b - d ) X - 0 = > a = c A b ~ d . 

II 

5 6 5 3 — 1) Seja A um conjunto linear l imitado 
e designem m e n niímeros reais com n> 0 . Mos-
tre que B*=*\m + nx:xeA\ é l imitado e 

sup B = m -j- n sup A , inf B m + n inf B . 

2} Verifique a p r o p o s i ç ã o lim «„ lim u„ ^ 

< lim -(- r::' liin it„ + lim u„ , tomaudo 

1 - 2 n f {-1)"1 
«H - (—1)" , - " 0 M r~ • l + n L " J 

R : 
1) Sendo A limitado, tem-se Y I E A | X | K 

e portanto \ / x e i | r a + n x | £ | r a | + n K e o 
coryunto B e' limitado. 

Com 11 = sup B vem 

y x e A * £ L 

S 
y S > 0 , 3 x ' e A x' > L - — , 

n 

o que implica 

y x e A m + n x J J m - f - n L 

y S > 0 3 x ' e A m + n x' > {m -f n L) — 5 , 
isto é, ra + nL é sup B . Raciocínio idêntico se 
adopta para mostrar que inf B = m -f- n inf A . 

2) lim u„ — 2 , lim v„ = — 1 , tini V„ = 1 

lim (u„ + v„) = 1 

e de facto 

s - H - + 1 -

I H 

5 6 5 4 — 1) Es tude , dos pontos do vis ta da con-
vergência absoluta e da convergência uniforme, a 

„ af série 2j • íi 3"_l 

2) Considere as funções reais de variável real 
que sat isfazem à relação / (x + y) = / (a) + f (y) 
p a r a todos os valores de x o y . 

а) Calcule / ( 0 ) e mostre que f ( x ) é Impar. 
б) Mostre que, sendo /(as) cont inua pa ra x = 0, 

ela é cont ínua pa ra todo o valor de x . 

R: 1) Comof 

hm 
(n + 1) 3° 

xn 

n 3" - 1 

: lim " . . 1*1 I •* •» - • - , 3 (n-t-1) 1 1 3 

a serie ê absolutamente convergente para \ x | -< 3 e 
divergente para | x | 3 , 1'ara x •=> 3 a série di-
verge e para x = — 3 a série converge simplesmente. 
A série é uniformemente convergente em qualquer inter-
valo [ - 3 , a ] ( a < 3 ) . 

2) a) Fazendo x = y - 0 , vem f (0) ~ 2 f ( 0 ) , 
donde f (0) = 0 . Então, tomando y — — x , f (x—x) — 
- f ( x ) + f ( - x ) ou f (0) - 0 - f (x) + f ( - x ) , o 
que significa que f (x) 4 impar. 

b) Sendo lim f (x) = f (0) = 0 e como f (x — a) — j-o 
= f (x) — f (a) , tem-se x a = > f (x — a) 0 — > 
= > f ( x ) ^ f ( a ) . 

Enunciados e soluções dos N . " 5643 a 5654 
de Fernando do Josus 
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C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L. — EXAME FINAL DE CÁLCULO INFINITESIMAL — 
11-6-65. 

5 6 5 5 — Enuncie condições que garantam que a 
equação diferencial y' / (x , y) tenha uma e uma 
só solução satisfazendo a condição y (.i(j) — a. Jus t i -
fique que são satisfeitas tais condições se / for fun-
ção de classe C num conjunto fechado de li1. 

Determino pelo método de PICAKD (até termos em 
a;*) a solução da equação y' = x — y que satisfaz a 
condição ji{0) = 1. Confronte com o resultado obtido 
pelos métodos elementares e por desenvolvimento em 
série de TATLOB. 

Como aplicaria o método de PICABD à pesquisa de 
t&y 

uma solução aproximada da equação — A cosy-(-d fí 
+ B s e u y ( A , H constantes) satisfazendo a condição 
inicial y (0) = 0 - y' (0) ? 

5 6 5 6 — Considere a sccção feita no elipsóide 
x 1 2 y* -f- «i 1 pelo plano JC +- y — 1 e determine 
o ponto da curva mais próximo e o ponto mais afas-

tado da origem do referencial (suposto ortonor-
mado). 

5 6 5 7 — Diga como se generaliza o conceito de 
integral- i í a domínios não limitados e enuncie e 
demonstre algum critério de convergência de inte-
grais impróprios que tenha estudado. 

Determine o volume do conjunto de R1 definido por 

- . • V 

5 6 5 8 — D a d o o c a m p o v e c t o r i a l F - Jf«i + 

+ zez + xe3, calcule, usando a definição de integral 

de superfície, o fluxo do rot F através das superfícies 

{a® + yz + — 1 f & + y1 + b — 1 
Si 

3 > 0 e Si 

Seria de prever a relação que existe entre os dois 
fluxos? Porquê? 

Enunciados doa :i.0' 5655 a 5658 do F. Ií. Dias Agndti 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
N a f t a " o. n i r . da • 7. ( ~<:> do crlLlcaa a;: amei li fis am revis tas Oí í: noi '.a5, -i ;.- > publicada* crit icas de l ivros 

9 outras publicações da Matem&tlca de quo os Amores on Edi tore* enviarem doLs nxtinpl Wfi • I R e d a ç ç ï o 
1 

159 — P . IJ. IIEHNEOOIN e t A. TORTUAT — Théorie des 
Probabilités et quelques Applications — Masson 
et C." — Paris . 

Este livro escrito com o objectivo de ser utilizado 
no 3.° ciclo francês e na investigação, é um tratado 
de introdução à teoria das probabilidades, no sentido 
em que não pretende cobrir um campo actualmente 
extremamente vasto, pois que compreende não só o 
ndcleo desta teoria mas também todas as suas múl-
tiplas ramificações e aplicações. Como introdução, 
o livro liraita-se portanto a alguns objectivos funda-
mentais e a definir algumas vias de progresso. 

Nestes termos aqui se encontra uín desenvolvimento 
notável em extensão e em outros aspectos da teoria 
íia medida que está na base de todos estes proces-
sos, da teoria da integração das funções de valore® 
reais (ou complexos) sobre o espaço abstracto dos 
probabilistas e sobre os espaços topológicos. 

Dedica em seguida um longo capítulo às leis de 
probabilidade em R ou 11" e as funções caracterís-
ticas, a sua unicidade, composição e convergência, 
apresentando numerosos exemplos assim como o 
carácter absolutamente contínuo e singular de algu-
mas delas. O estudo das probabilidades condicionadas 
desenvolve-se principalmente nos domínios das pro-


