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GAZETA DE MATEMATICA

Outra demonstracdo de um teorema de A. H. Stone

por O. T. Alas

Faculdade de Filosofia, Cilnclas e Letras, Universidade de S&c Paulo, Brasil

O prof. Dr. EpisoN Faran (professor
catedratico de Analise Superior da Facul-
dade de Filosofia, Ciéncias e Letras da Uni-
versidade de Sio Paulo) nos propés procurar
uma demonstragio do Teorema de A. H.
SToONE [1] que utilizasse 0 Teorema de Zorx
ao invés da Indugio Transfinita. Uma de-
monstragdo nestas condi¢Bes teria importin-
cia didatica. Daremos aqui um prova do
referido teorema, usando o Teorema de
ZORN e, procurando seguir, tanto quanto
possivel, a ordem de ideias da demonstracgio
original [1].

Antes, porém, recordaremos algumas defi-
ni¢des e introduziremos certas notacdes.

1 —Seja (£,T) um espago topolégico e
2 um recobrimento aberto de FZ (1).
Para todo subconjunto Y de £ indi-
caremos por (Y;%) o conjunto dos
Xe% tais quo XNY=+<¢ e por
(Y; — %) o conjunto dos xzeY tais
que (jz};¥)C Y.

No caso de trabalharmos com uma
sequéncia, (%,), de recobrimentos
abertos, simplificaremos a notagdo
pondo, para todo Y C E e para
todo n > 1,

(Y;%)=(Y;n) e (Y;—%)=(Y;—n).

(1) Bendo (E ,T) um espago topoldgico, dizemos
que 2% ¢é um recobrimento aberto de E se 9f é uma
familia de conjuntos abertos cuja reuniio é E . In-
dicaremos por X e 9/ o fato de ser X um térmo da
familia 9r.

2 —Sejam % e 2% dois recobrimentos
abertos de um espago topolégico
(E£,T). Dizemos que 20 é um A-refi-
namento de % se para todo xeFE,
existe Ue ¥, verificando

(zf;0)cU.

3 — Um espago topolégico se diz total-
mente normal («fully normal») se todo
seu recobrimento aberto admite um
A-refinamento aberto que recobre o
espaco.

4 — Um espago topolégico (£,T) é para-
compacto se para todo recobrimento
aberto de E, existe um recobrimento
aberto de /, que o refina e é local-
mente finito.

Nota — Se num espago topolégico (£,T),
totalmente normal, para um recobrimento
aberto % de E, existe 20, recobrimento
localmente finito de £ (nio necessiriamente
aberto) que o refina, entio existe um recobri-
mento aberto de ¥, localmente finito, que
refina 27,

Posto isto, passaremos 4 demonstracio do

TeorEMA DE STONE. Zodo espago topo-
légico totalmente normal é paracompacto.

DemoNsTRAGRO. Seja (£,T) um espago
topolégico totalmente normal e seja (Wi)ies
um recobrimento aberto de £; tomemos
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uma sequéncia (%,) de recobrimentos aber-
tos de X tal que

1) 2% é A-refinamento de (W)ies;
2) 9%, é A-refinamento de %,, ¥ nXx1.

Para cada ie !, ponhamos
Ve (Wi;—1), Vi=(Vi';n), ¥nX2

V.

Gy

Vi=

1

v

Ora, |J V/=E ese xeV;, entio zeV"
iel
(para um m conveniente) e (x|;m)cC V.
Indiquemos por € a classe das familias
abertas (H,:)(!) tais que, sendo,

Ja=1{iel|(@3n> 1)(H.:isE Vi,
verificam

1) (H,“v;n-{-l)CV‘-, Vﬂé’], VI'E-}}{;
) U V= U Heis

iedy n=>1
ieJy

3) Mnax1, N Uis6 Uiz, Unss
encontra, no maximo, um conjunto
H,; com ieJy.

Em particular, as familias de ¢ séo re-
cobrimentos abertos de XK. € ¢ nao vazia
(pois E=£¢). Ordenemos ¢ do seguinte
modo, sendo (H,:) e (H::) pertencentes
a @,

(H, -') < (H;ii)f = Jp C Ju

Hl'l’iz‘ffni; Vﬂél, ¥€GJ;1-

(1) Para simplificar a notagdo, uma familia gené-
rica

(Tin,0)n, e x1
serd indicada por (7).
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I facil verificar que (€, Z) 6 indutivo.
Pelo Teorema de ZorN, © admite um ele-
mento maximal que denotaremos por (7).

U V:=E. Caso isso nio
ieJgs
fosse verdade, existiria @ e X, pertencente
a um certo V;, com j¢ Jg.

Ponhamos, entio,

Mostremos que

]1,':,'=f1,:;, V‘nél, Vi&Jg*,
Hei=((Vi;—n)— U V);n+3), waxi(l)

ieJys
Hix=Vi, ¥nx1, Vkel—(JnUljl).

A familia (H;), assim construida, per-
tence a € e é estritamente maior do que
(Hy:), o que é absurdo.

Finalmente, vamos construir a partir do
elemento maximal (f,;) um recobrimento
localmente finito de %, o que, levando-se
em consideracio a nota, termina a demons-
tracio.

Para todo (n,?)e N><.pys+ pomos

Gni==][:i_“ U
1=m=n-]

jeJge

a3,

A familia (G, assim construida é um
recobrimento localmente finito de F.
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(1) Se Hi; =V;, entdo, tomamos

Hij=g, ¥ n>2.



