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G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Oufra e/emonsfração de um teorema de A. H. Stone 
por O. T. Alas 

Facal d 4(1« da F i I c '->" ?. Canelas v LutraSr l"Liv*riidadQ d« Sfto p*'.ilu, 11 r a.s i: 

0 p r o f . D r . EDISON FARAH ( p r o f e s s o r 
catedrát ico d e Aná l i so Super ior da F a c u l -
dade de F i losof ia , Ciênc ias e L e t r a s da Uni-
vers idade de São Pau lo ) nos propOs procurar 
nma demons tração d o T e o r e m a d e A . H . 
STONE [ 1 ] q u e u t i l i z a s s e o T e o r e m a d e ZORN 
ao invés da Indução Transf iní ta . U m a de-
monstração n e s t a s condiçOes teria importân-
cia didática. D a r e m o s aqui am prova do 
refer ido t eorema, usando o T e o r e m a d e 
ZORH e , procurando seguir , tanto quanto 
poss íve l , a ordem de ideias da d e m o n s t r a ç ã o 
original [1] . 

A n t e s , p o r é m , r e c o r d a r e m o s a lgumas defi-
nições e introduziremos certas no taçóes . 

1 — S e j a um e s p a ç o t o p o l ó g i c o o 
9/ um reeobr imento aber to d e E (*). 
Para todo subconjunto F de E indi-
caremos por { F ; 2 f ) o conjunto dos 
X 6 tais que X{\Y=f=$ e por 
( F ; — o conjunto dos xeY tais 
que ( | a s | ; « ) c Y -

N o caso d e traba lharmos c o m uma 
s e q u ê n c i a , d e recobr imentos 
aber tos , s impl i f icaremos a notação 
p o n d o , para todo 7 c E e para 
todo n ^ 1 , 

( Z Í K Í - Í * ; « ) e = 

{•) Sendo (E um espado topológico, dizemos 
qae 9í ú am recobrimeoto aberto de E ie è uma 
família de conjuntos abertos cuja reunião ê E , In-
dicaremos por X e 9/ o fato de ser X um t6rmo da 
família 

2 — S e j a m © W dois recobr imentos 
aber tos de nm e s p a ç o topo lóg i co 
( E , Z ) . D i z e m o s que é um A-refi-
namento de se para todo xe E, 
ex i s t e U e LX, ver i f icando 

íí — U m e s p a ç o t o p o l ó g i c o se diz total-
m e n t e normal («fu l ly normal») se todo 
seu reeobr imento aberto admite n m 
A-ref inamento aber to que recobre o 
e s p a ç o . 

4 — U m e s p a ç o t o p o l ó g i c o ( E , £ ) é para-
e o m p a c t o se para todo reeobr imento 
aberto de E , e x i s t e um reeobr imento 
aberto de E , que o refina e é loca l -
mente finito. 

Nota — S o num e s p a ç o t o p o l ó g i c o (E, £ ) , 
to ta lmente normal , para um reeobr imento 
aberto de E , ex i s t e reeobr imento 
loca lmente finito de E (não necessar iamente 
aberto) que o refina, então ex i s t e um reeobri-
mento aberto de E , l o c a l m e n t e finito, que 
ref ina 

P ô s t o isto , p a s s a r e m o s à demonstração do 

TEOREMA DE STONE. Todo espaço topo-
lógico totalmente normal é paracompacto. 

DEMONBTBAÍ;ÃO. S e j a ( E , £ ) um e s p a ç o 
topo lóg ico to ta lmente normal e seja ( Wi)í,i 
um reeobr imento aberto de E ; tomemos 
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uma sequência (^B) de reeobr imentos aber-
tos de E tal que 

1) é A-ref inamento d e ( W i ) í , j ; 
2 ) è A-ref inamento d e V ra^J . 

Para cada i e l , p o n h a m o s 

Vi «= ( Í F j ; — 1 ) , 

e 

Vi = Ü 
V=I 

Ora, {J Vi~--E e se xeVi} então xeVT 
itl 

(para um m conven iente ) e (Jarj ; m) C F ; . 
I n d i q u e m o s p o r & a c l a s s e das famí l ias 

abertas ( / /* ; ) (*) tais que, s endo , 

Js = e / j ( 3 o ^ V<)\, 

ver i f icam 

1) ( f l . i j n + l J c F i , V A I , V i e 4 ; 

2) U U flui 
n > 1 

ieJg 

3) V ^ l , V f / ^ é ^ + j . ^ s 
encontra , no m á x i m o , um conjunto 
H n i com t e J f í . 

E m part icular, as famíl ias de S são re-
eobr imentos abertos de ê não vazia 
(pois E=f=0), Ordenemos € do seguinte 
m o d o , s e n d o (Uni) e (27»t) per tencentes 
a s , 

(Hmt)^(JSÍt)<=iJnCZJa' 

e 

Illi^Ihi, 

(1) Para simplificar a notação, uma família gené-
rica 

(T(n,i) )<«,()• * X ' 

será indicada por (T«i). 

É fác i l verif icar que é indutivo. 
P e l o T e o r e m a de ZOBN, E admite ura ele-

m e n t o max imal que denotaremos por (HHt) • 

Mos tremos que (J V,- = E. C a s o i s s o n ã o 
itjjj* 

fOsee verdade , exist ir ia xeE, per tencente 
a um certo Vj, com 

P o n h a m o s , então , 

BU - H:,, V n ^ l , yieJu*, 

fíU^Vk, V n ^ l , V k e l — ( J u > U { j j ) . 

A família (Hái), a s s im construída, per-
tonce a <3 e é e s tr i tamente ma ior do que 
(Bni ) , , o que é absurdo . 

F i n a l m e n t e , v a m o s constru ir a partir do 
e l e m e n t o max imal um recobr imento 
l o c a l m e n t e finito d e E} o que , l evando-se 
e m c o n s i d e r a ç ã o a nota , termina a demons-
tração. 

Para todo (n,í)eNxJ,/* p o m o s 

" = / / « i — U ii* j . 1 < n < 1 

A família (Om) ass im construída é um 
recobr imento loca lmente finito de E. 
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{') Se //jj• = Vj, então, tomamos 

H á i - 0 , V n > 2 . 


