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1tre candidature.

5784 — 1. Démontrez que:

S8i A et B sont des matricee carrées symétriques,
alors A B est une matrice symétrique si et seulement
si A et B commutent (4-B = B.4).

2. Sans effectuer le produit, trouvez le rang de la
matrice C=A-B ou

2 —1 17058
A o t B= 4
(3 0) . (»4 0 5)
3. On considére la transformation linéaire de I'es-
pace vectoriel R? définie dans la base canonique par

el
la matrice (0 0). Montrer qu'il n'existe aucune

base de £2 par rapport a laquelle la matrice de cette
transformation linéaire soit diagonale.

4. Trouver les valeurs propres et les vecteurs cor-
10 2
respondants de la matrice ( 0 2 1 ).
3 [

5. Boit f sin" ¢ cos" xdw = I,, 4, -

Etablir la formule de réduction
(m+n)l,,=—sin"xgcos"Ma + (m—1) 1,4,

Mm,n saufsi m=—n=1.
Application: Calculer I3, =-fain3:n cos? xdx .
6. Démontrer la forme de récurrence

nl, =—sin"!xcose + (n - 1) [,

avec

I,,=fsin~xd;c e L (A,

Application: fsin1 zdz.

w2
f sin"z dx =
0

si n est un entier positif impair

7. Démontrer

(n—-1)1!
nll
(n—1)!! =
nll 2
nll=n(n—2)(n—4)....

si n est un entier positif pair

Epunciados de F. et J. Teixeira
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185 — Nxcorax Porescu — Categorii Abeliene —Edi-
tura Academiei Republicii Socialiste Roménia —
Bucaresti, 1971.

A teoria das categorias abelianas tem-se desenvol-
vido nos tltimos vinte anos e pelos seus métodos e
resultados desempenha um papel de relevo na Mate-
mética abstracta. Tem origem na Algebra, particu-
larmente na teoria dos mdédulos sobre um anel e tem
sido desenvolvida pela necessidade de se obter o qua-
dro natural para muitas nogdes algébricas. Do mesmo
modo, a teoria das categorias abelianas tem aplica-
¢0es importantes na teoria dos anéis, na geometria
algébrica, na geometria analitica, na topologia algé-
brica, etec.

O presente trabalbo é uma monografia que aborda
problemas importantes da teoria das categorias abe-
lianas.

O primeiro capitulo expde (sem demonstragdes) no-
¢bes e resultados fundamentais da teoria das cate-
gorias.

Ao segundo capitulo descrevem-se as nogdes funda-
mentais sobre as categorias préaditivas, aditivas pré-
abelianas e abelianas, demonstrando os resultados
cldssicos sobre as categorias abelianas, os produtos e
somas fibradas teoremas de isomorfismo, somas direc-
tas. No pardgrafo oitavo, o mais importante do capi-
tulo, o Autor ocupa-se dos limites indutivos e projec-
tivos nas categorias abelianas, demonstra a equiva-
léncia das quatro formas da condigio Ab5 de Groraex-
pieck e apresenta consequéncias.

O terceiro capitulo, «Functores aditivos» contem o
estudo dos functores aditivos, categorias dos functores
aditivos, categorias de mddulos, caracterizagiio de
categorias de functors aditivos e categorias de mod-
dulos o teorema do produto tensorial, a exactidio dos
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functores, objectos projectivos e injectivos, envolvente
injectiva, a existéncia de envolventes injectivos em
algumas categorias.

O quarto capitulo intitulado «A localizagio» é o
mais importante de todos, desenvolve a teoria geral
da localizagfio que desempenha grande papel na Al-
gebra na Geometria algébrica, etc. Inicia-se pela teo-
ria das categorias das fracgdes aditivas que é uma
generalizacio bastante abstracta das fracgdes ordind-
rias, destacando-se o teorema 2. 4 que fornece a téc-
nica das construgbes na teoria da localizagio: as
aplicagdes aqui expressas siio a construgfio da cate-
goria espectral duma categoria abeliana com comple-
mentar e a construgdo da categoria cociente duma
categoria abeliana por uma subcategoria espessa.
No pardgrafo sexto estuda-se uma forma particular
da categoria cociente para a qual o functor candnico
admite um adjunto A direita, iniciando assim no livro
o estado das aplicagbes da teoria da localizagdo. Se-
gue-se o estudo das sub-categorias localizantes e da
importincia dos objectos injectivos na teoria da loca-
lizagdo. Dd-se grande relevo 2 localizagfio nas cate-
gorias dos mddulos a saber a construgio das sub-
-categorias localizantes utilizando a nogio de sistema
localizante ((Gasrien), estuda-se a construgéo do_loca-
lisado de um mddulo em relagio a uma subcategoria
localisante e as suas consequéncias importantes, pard-
grafos 10 a 12, A aplicagio da teoria da localizagio
faz-se ainda na caracterizagfio das categorias abelianas
com geradores e limites indutivos exactos, localizagio
nas categorias de functores aditivos e aplicagdo na
construgdo de functores exactos i esquerda e a aplica-
¢do no teorema de imersfio MrrcaeLr, Continua com o
estudo de algumas localizagdes de uma categoria de
modulos caracterizando os epimorfismos achatados (a
esquerda) dos aneis e com aplicagio ao estudo (a
esquerda) de um anel. O capitulo termina pelo estudo
de algumas localizagdes especiais e aplicagdes da
localizagfio na teoria dos feixes abelianos sobre um
espago topoldgico.

O quinto capitulo trata do teorema de KruLi-
Remace-Scuuint para as categorias abelianas e comega
pelas formas cldssicas deste teorema (existéncia e uni-
cidade — Azumavas, Arvan). Continua com o estudo
das categorias espectrais e as 1. c. categorias para as
quais o teorema de Krvrr-Remack-Sommior sob a forma
Gasrier é vilido. Estuda as L. ¢. categorias particu-
lares: categorias com a dimensfio de Krurr-Gasrie
definida, as categorias semi-artinianas, as categorias
localmente noethérianas, localmente artinianas e lo-
calmente finitas, D4 a caracterizagiio das categorias
localmente noetherianas e aplicagdes ao estudo dos
aneis noetherianos (4 esquerda). Termina por algumas
consideragbes sobre uma forma geral do teorema de

Krori-Remack-Soruinr sobre uma categoria de Gro-
THENDIECK qualquer.

O sexto capitulo trata da «Teoria da decomposi¢ion
e d4 a definigBo e as propriedades gerais duma teoria
axiomdtica da decomposi¢fo que tem casos partica-
lares da teoria da decomposi¢io primdria e tercidria:
Estuda a ligagdo entre estas teorias de decomposigio
e o anterior teorema de Krurr-Reumaon-Scauipr.

O sétimo capitulo intitulado «A dualidade» tem por
objectivos a construgio do dual duma categoria de
GroTaexpieck que é uma categoria dos mddulos topo-
légicos sobre um anel topolégico dum tipo particular.

Os temas abordados neste livro e a profundidade
com que os mesmos sdo tratados reflectem bem o alto
nivel cientifico que a Academia das Ciencias da Re-
piblica Popular da Roménia tem conseguido imprimir
ao Pais no campo da matem4tica, promovendo n3o s6
o desenvolvimento desta ciéncia nas suas formas mais
abstratas como nas aplicagdes mais concretas, como
reforgo de todas as actividades produtivas nacionais:
agricultura, indistria, econometria, ete.

J. G. T.

186 — N. P. Buaria e G. P. Szeat — Stability Theory
of Dynamical Systems— Die Grundlehren der ma-
thematischen Wissenschaften —Band 161, Springer
Verlag. Berlin-Heidelberg-New York.

A teoria da estabilidade dos sistemas dindmicos
pode dizer-se ter sido iniciada em termos de teoria
de equagdes diferenciais ordindrias no séeulo xix com
Liarousov e Porvcari.

Posteriormente e nas iltimas décadas deve o seu
maior incremento & escola soviética; Lerscnzrz aler-
tando os matemdticos dos USA do atrazo, chama a
atengfio sobre o interesse que a teoria apresenta na
resolugfio de problemas que se colocam na produgiio
de energia nuclear (década 50 e comego de 60).

As oito centenas de trabalhos citados nas referén
cias bibliogréficas do presente livro exemplificam e
confirmam os aspectos modernos e as origens da teoria,

Liarounov define de uma maneira precisa os con-
ceitos de estabilidade, estabilidade assintdtica e ins-
tabilidade e fornece um ométodo» de andlise das
propriedades de estabilidade de uma determinada
solugfo de uma equagfo diferencial ordindria. Tanto
a definigBo como o método caracterizam em termos
estritamente locais as propriedades de estabilidade
de uma solugiio de equagio diferencial. Pelo contrdrio
a teoria de Porvoart difere da anterior na medida em



GAZETA DE MATEMATICA

85

que as propriedades globais das equagdes diferenciais
no plano desempenham o papel relevante.

Um dos aspectos bdsicos da teoria de Porxcant
estd na introdugfio do conceito de trajectoria, isto é,
uma curvano plano z,#&, paramétrica em relagio ao
tempo ¢, que pode obter-se pela eliminagio da va-
ridvel entre equacgoes dadas, reduzindo assim a equa-
glo diferencial & ordem primeira, a respeito de =
e &. Nesta via Pomoart adopta um referencial no
qual estuda o comportamento qualitativo das equa-
¢bes diferenciais. Porvcart n#o estd interessado na
integracio de tipos particulares de equagdes, mas em
classificar todos os comportamentos possiveis de todas
as equagdes diferenciais de segunda ordem. Pela in-
trodugdo do conceito de trajectiria Poiwoare estd
apto a formular e a resolver, como problemas topold-
gicos, os problemas da teoria das equagdes diferen-
ciais, Desta forma Pomxcaré abre o caminho para
a nogdo abstracta de sistema dindmico que pode
ser atribuida essencialmente a A. A. Markov e
H. Waxrsey. Estes dois autores observaram separada-
mente que é possivel estudar a teoria qualitativa de
familias de curvas (trajectérias) num espago X con-
veniente, contanto que estas familias sejam de certa
forma condicionadas no seu comportamento, isto é,
ge forem definidas como tendo sido geradas por um
grupo de transformagdes topoldgicas a um parimetro,
actuando sobre X.

G. D. Bmgrorr deu grande desenvolvimento & teo-
ria dos sistemas dindmicos podendo ser verdadeira-
mente considerado ¢omo o fundador dessa teoria.
A sua célebre monografia de 1927 sobre os Sistemas
Dinimicos é a base de muitos trabalhos de investi-
gacio das décadas de 30 e 40, que hoje em dia nfo
estdo desactualizados.

Birgnorr tragou as duas vias fundamentais na
teoria dos sistemas dindmicos, a saber a teoria topo-
légica e a teoria ergddica.

Em 1947 V. V. Nemyrsgix e V. V. Sreranov publi-
caram a «Teoria Qualitativa das Equagdes Diferen-
ciais» que até hoje tem servido de referéncia de base
aos mais importantes trabalhos da teoria dos sistemas
dinAmicos. Em 1949 Neuvyrern escreveu um trabalho
que faz o ponto sobre os problemas topolégicos na
teoria dos sistemas dindmicos e reune todos os resul-
tados da teoria topoldgica até o fim da década de 40.

Durante os anos de 50 faz-se um grande esforgo
na generalizaglo do conceito de um gistema dindmico
em relagio aos grupos transformagdes topoldgicas
e muitos autores aparecem com obras notdveis.

Mais recentemente a teoria foi ampliada com a
introducio de novos problemas considerados a Lia-
pouNov, ausente nos primeiros trabalhos sobre siste-
mas dindmicos e grupos de transformagio topoldgicos.

Neste sentido, a obra de Taro Ura, em particular a
sua teoria dos prolongamentos e as suas relagdes com
a estabilidade mostrou claramente que a parte signi-
ficativa da teoria da estabilidade é de natureza topo-
lggica e pertence i concepgio bédsica da teoria dos
sistemas dindmicos. Os trabalhos de V. I. Zusov con-
tribuem bastante para esta extensdio da teoria com
a introdugdo dos espagos métricos.

O presente volume foi concebido para apresentar
de uma forma simples os resultados recentes da teoria
dos sistemas dinimicos nos espagos métricos e espe-
cialmente a teoria da estabilidade nas suas apli-
cagbes concretas A teoria das equagBes diferenciais:
Nio se refere a vdrios capitulos recentemente criados
como a teoria da estabilidade estrutural, a teoria
ergédica e a teoria geral dos grupos de transfor-
magdes topolégicas. Mantém-se um nivel de acessibi-
lidade aos estudantes universitirios dos médios e
e ultimos anos (com conhecimentos de espagos mé-
tricos e de equagdes diferenciais) para o que nio se
faz referéncia aos sistemas dindmicos locais.

Os capitulos T a VII contém a teoria bdsica dos
sistemas dindmicos nos espagos métricos e os Capi-
tulos VIII e IX contdm aplicagdes e extensdes da
teoria da estabilidade (Cap. V) aos sistemas dinf-
micos definidos por equagdes diferenciais ordindrias.

Mais pormenorizadamente, o Capitulo I contém a
definigio de um sistema dindmico e alguns exemplos
que indicam varios campos de aplicacdo.

O Capitulo II contém nogdes elementares inva-
riantes sob certas transformagdes topoldgicas dos
sistemas dinimicos. O Capitulo III trata prineipal-
mente dos conjuntos minimos e sua estrutura. O Ca-
pitulo IV dedica-se ao estudo dos sistemas dindmicos
dispersivos e paralelizdveis e termina a teoria bdsica
exposta. O Capitalo V desenvolve o tema principal
do livro, a saber a teoria de estabilidade e da atrac-
¢io (a teoria da atracglio aqui apresentada difere
essencialmente da de Zusov que assenta no conceito
de atracgdo fraca). O Capitulo VI dedica-se a um
problema mais especifico: a classificagiio dos escoa-
mentos nas proximidades de um conjunto compacto
invariante. O Capitulo VII contém a teoria dos pro-
longamentos de T. Ura com aplicagio & estabilidade
absoluta e recorréncia generalizada. O Capitulo VIII
trata da teoria geométrica da estabilidade para as
equagdes diferenciais auténomas ordindrias incluindo
varias exteesdes do método directo de Liarouwov.
O Capitulo IX dedica-se ainda a um problema mais
especifico dos conceitos de atragio e estabilidade via
fungdes de Lzsrounov nio continuas,

J. G. T.
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187 — Jeax Pierre Kanaxe— Séries de Fourier abso-
lument convergentes — Ergebnisse der Mathe-
matik und ihrer Grenzgebiete — Springer-Verlag
Berlin, 1970.

«Este livro tem por objectivo o estudo das fungdes
da classe 4, isto é, as fungdes continuas sobre o cir-
culo cuja série de Fourier é absolutamente conver-
gente. O pertencer 4 classe A ¢é uma propriedade
local. A teoria descritiva consiste em comparar esta
propriedade local a outras propriedades (interessando
omédulo de continuidade, por exemplo). I esta a mais
antiga orientagfio, definida neste campo por S. Berxs-
TeN. Os resultados recentes dizem respeito sobretudo
as restricdes das funcdes da classe A a conjuntos
fechados E do circulo; estas restrigdes definem uma
classe de fungdes A(E). Para outros conjuntos fecha-
dos, E, do circulo, toda a fungfo sobre JE pertence
a A(E) e diz-se que E é um conjunto de Herson.

Por outro lado, 4 é uma dlgebra de Banacm (a
norma de uma fungio é a soma dos modulos dos coe-
ficientes de Founier). Esta estrutura descoberta por
Wiexer, sugere grande nimero de problemas, entre
os quais o de considerar a classe 4 (E) como dlge-
bras cocientes de 4

A(E)=A/Ig

em que /g é o ideal fechado de A constituido pelas
fungdes de 4 que se anulam sobre E .

Nestes termos levantam-se as seguintes questdes:

1 — Quais sio os endomorfismos de 47

2 — Quais as fung¢des que operam em A, istoé,as

fungdes F (definidas, por exemplo, sobre um
intervalo real I) tais que, para toda f de 4
com valor em I se tenha F(f)e A?

8 — Quais sfo os ideais fechados de 47

4 — Quais as sub-dlgebras fechadas de A ?

5 — Sendo dada uma fun¢io f de A, quais sfo as

fungdes F', definidas sobre o conjunto dos va-
lores de f, tais que F'(f)e A?

As questdes 1 e 2 foram levantadas em 1934 po
P. Levy e foram resolvidas completamente em 1953
(Beuruine e Hersox) e 1958 (Karzxensox). Um caso
particular da questdo 3 é o seguinte problema que,
por razdes histdricas, é designado aproblema de sin-
tese espectrals: Todo o ideal fechadode 4 & um
Ig? Deve-se a resposta negativa a Marrravin (1959).
As questdes 4 e 5 estlio de certa forma relacionadas
e esta iltima foi apresentada sob a forma expressa
por Merriavin também em 1959 sob o nome de «cdl-
culo simbdlico individuale: Emn 1939 porém Marcrx-
grewicz tinha j4 trabalbhado na mesma direcgdo. Ape-
sar das ligag@es evidentes entre as questdes 5 e 2 foi
apenas recentemente (1966-67) que o cdlculo simbd-

lico individual permitiu reencontrar o teorema de
KaTzNELSON.

Todos estes problemas postos em relagio a A4,
transpdem-se para A (E). Melhor, verifica-se que,
excepgio do primeiro, a melhor via de acesso para o
estudo em A consiste no seu estudo em certos A4 (E).
O poderoso método das algebras tensoriais introduzido
por Vairorouros (1965-1967) consiste em identificar
certos A (F) como dlgebras V(D) de fungdes defi-
nidas sobre o quadrade D? do grupo compacto D=
=]—1,1|¥ (onde a adigdo é definida como a multi-
plicagdo das coordenadas). Por seu turnoe identifica-se
uma sub-dlgebra fechada da V(D) a 4 (D), dlgebra
das séries de Fourier absolutamente convergentes
sobre o grupo D (e nfio mais sobre o circulo!) 4 (D)
pode ainda interpretar-se como a dlgebra das séries
de Fourier-Warsu absolutamente convergentes.

Muitas questdes que se pdem sobre os A4 (E) ficam
em aberto. Em particular, mal se conhece a significa-
¢io do isomorfismo de duas dlgebras 4 (E) e A (E')»,

Jeax Pierre K anaxe, ¢ um dos matemdticos da actua-
lidade mais qualificados para expdr as orientagdes e
as vias que se apresentam no dominio da matemdtica
que, na forma anterior, é tratado na introdugfio do livro
de que é Autor. A sua competéncia permite-lhe nfo sd
ger colaborador duma das mais categorizadas colecgbes
de obras de matemdtica — Ergebnisse der Mathematik
und ibrer Grenzgebiete —mas ainda nela fazer ressal-
tar os aspectos mais salientes duma teoria com mais
de dois séculos de existénecia iniciada na célebre Teoria
Analitica do Calor, A longa bibliografia exposta, de
172 referéncias, varre completamente todo o espectro
das tendéncias manifestadas e dos resultados obtidos.
X uma obra de alto nivel cientifico. J GI%

Noticias criticas préximas sobre as seguintes obras:

A. F. Moxxa— Analyse non-Archimedienne — Band 56.

Leororpo Nacusmx — Topology on spaces of Holo-
morphic Mappings — Band 47.

Carro Miranpa — Partial differential Equations of
Elliptic Type— Band 2.

H. Busemasx — Recent synthetic Differential Geo-
metry — Band 54.

. 8. WirF — Finite Sections of Some Classical Ine-
qualities — Band 52.

S. Lores pe Muprano — Involutions on Manifolds —
Band 59.

Volumes da col. «Ergebnisse der Mathematik» und
«lbrer Grenzgebiete.

J. Sroer-C. Wrrzearr — Convexity and optimization
in Finite Dimensions I — Band 163.

A. Groruexpieck-J. A. Dievponsi — Elements de Géo-
metrie Algebrique I — Band 166.

Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in
Enizeldarstellungen.



