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Sobre o Teorema dos Cédigos para um Canal
sem Ruido (")

por J. Marques Henriques

Universidade Técnica ae Lisboa

0. Sumério.

E examinado o teorema dos cédigos para
um canal sem rufdo dum ponto de vista pro-
babilistico, num caso especial, tomando a
expansio relativa & base 6 dum ponto do
intervalo unitario, considerando-a como a
realizagio do processo estocastico a ser codi-
ficado e relacionando-a com propriedades
conhecidas do intervalo unitario, em parti-
cular no que se refere 4 dimensio de Haus-
DORFF BESICOVITCH e ao teorema de SHANNON-
-McMiLLAN-BREIMAN.

1. Generalidades e propriedades bésicas.

Seja 2=(0,1] e R o conjunto dos bo-
relianos de Q. Para cada weQ associemos-
-lhe a sua expansio infinita relativamente a
uma base 6=2 (0 inteiro), ou seja,

=

W= 2 a;(w)/ 6%,

=1

onde a;(w)=0,1,...,0—1. Entio cada
a;(w) 6 uma funcéio mensuravel relativamente

a (2,8) (para detalhes relativamente a no-
tagdo Vver [4]).

(*) Trabalho apresentado no «Simpdsio sobre as
Teorias da Informagdo e dos Sistemas», Lisboa, Se-
tembro de 1970.

Deste modo, se P for uma medida de
probabilidade sobre &, {ai(w):¢=1,2, ...}
é um processo estocastico relativamente a
(2,8,P), com espago-amostra finito,
==1§0,1,...,06 —1}, a que aqui chamamos
alfabeto, sendo os elementos 0,1,...,6 — 1
as suas letras.

Inversamente, pode provar-se que se a
medida de probabilidade P for n#do-atémica
(isto &, se com P(4)> 0 existir sempre um
BCA com 0< P(B)< P(4)), entdo qual-
quer processo estocastico com alfabeto =
pode representar-se desta forma.

Neste trabalho ocupar-nos-emos em parti-
cular daquelas medidas ndo-at6micas P, re-
lativamente 4s quais o processo estocastico
{ai(w):¢=1,2,...] é estacionario e ergoé-
dico.

Por defini¢io o processo é estaciondrio
s6 P(wia; (@), -, ay(w) =P (0:ar4; (),
++ey @pan (w)), com qualquerinteiro k. Quanto
a ergodicidade, diremos que para a trans-
formagio 7' definida sobre @ por Tw=0we
(mod 1) A ¢ invariante se para AefR,
T 'A4=A4, e que P é ergédica relativa-
mente a 7" se para todo o Ae R invariante
P(A)=0 ou P(4)=1.

DeriNigRo 1. Chamaremos cdédigo a qual-

quer fung¢io x continua e nio decrescente
em [0,1], tal que X(0)=0 e X(1)=1.

Em correspondéncia com cada ® obtemos
entio a expansio de y(w) relativamente &
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base ¢, de tal modo que vira

X(w) = ib;(ﬁ))jﬂ‘.

=1

Agora podemos interpretar o coédigo ¥
como um esquema tal que a cada sucessio
ou mensagem original a = (a;,0q9,+--) de le-
tras de = lhe faz corresponder uma outra su-
cessio ou mensagem codificada b=(by,bg,...).
Por uma questiio de simplicidade s6 conside-
raremos c6digos com o mesmo alfabeto =
para dominio e contradominio, aos quais
também chamaremos input e oulput.

Vamos assumir daqui em diante que todas
as medidas de probabilidade P sio nio-at6-
micas ; entio o cédigo x ¢é tal que com pro-
babilidade 1 podemos determinar as primeiras
n letras de & conhecido que seja um nimero
finito de letras de a.

Em todo este artigo s6 nos ocuparemos
de um canal sem ruido, isto é, um cédigo ao
qual estdo associados um input e um output,
cada um dos quais possui o alfabeto =. Do
ponto de vista matematico o canal sem ruido
é simplesmente o alfabeto =, ao qual se
associam todas as possiveis mensagens. Se
uma mensagem a é enviada através do canal,
ela é recebida com perfeito rigor depois de
codificada, b.

O teorema dos c¢édigos para am canal sem
ruido, de que é uma versio especial no nosso
caso o Teorema D abaixo, pretende estabele-
cer condigdes segundo as quais uma mensa-
gem, depois de codificada, b =y (a), pode
ser retransmitida do output para o input e af
reconstituida a mensagem inicial ([6] e [1]).

DeriNnigXo 2. Intervalo fundamental de

ordem n de @ é um subconjunto Ai’f,)___‘;,",
tal que

Aﬁ??_,_.k_: = [weQ: a;(w) = ki,

t=1,...,n e k;eZE}.

E evidente que para qualquer =, A™ §
um conjunto de R; inversamente, 08 con-
juntos A" geram a o-algebra R.

No que se segue omitimos os findices
Ity y -y kn, visto ndio haver qualquer possi-
bilidade de confusio, pois trata-se de ele-
mentos préviamente escolhidos de =. Tam-
bém no caso de n ser bem definido escreve-
remos apénas A(w) ou A.

Da Definicdo 2 imediatamente se deduz
que para todo o n=1 e we{ existe um e
um s6 intervalo fundamental de ordem =

que contém . Indici-lo-emos por A™(w)
ou A(w) sempre que seja necessario indivi-
dualiza-lo. Este é entio o intervalo 6-adico
do tipo (I/0", (¢ +1)/6"], eom I=0,1,
+e.,8"—1 que contém w, pois os 6" inter-
valos de ordem = possuem todos o mesmo
comprimento, pelo que se se designar por 2
a classica medida de LEBESGUE sobre {2 sera
A(Ad)=67",

Mas agora, se os n primeiros simbolos da
expansio de w sdo conhecidos, também o0 6 A,
e é entio evidente que y(w)ey (A). Denote-
mos por {x(A)} o intervalo 6-adico mais
pequeno que contém x(A); deste modo o
nimero de simbolos do alfabeto = na ex-
pansio de yx(w) que pode ser determinado
de maneira univoca é exactamente a ordem
do intervalo 6-adico {x(A)} mas esta é
— logy2 {x (A)}, onde, tal como acima, A é a
medida de LEBESGUE. Isso é, alids, 6bvio, no
caso de ser y (w)=w, por vir — log,A(A)=n.

Deste modo, os primeiros n simbolos da
expansio de ®» determinam exactamente

— logy A | (A™ ()] simbolos na expansio
de yx(w).

Assim, podemos medir a eficiéneia do
c6digo y, considerando a relagdo entre o
nimero de simbolos determinados na expansdo
de () e o mumero de simbolos da expansdo
de w necessdrios para a determinagdo daque-

les, a que chamamos a compressdo originada
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por y, e que denotaremos por
Ca(0): = — n~11ogy A {3 (A™ ()] .

Para simplificar as dedug¢des que vamos
fazer substituiremos C, por

D, (0): == — n-1log A (x (A™ ())) .«

Um cédigo y sera eficiente se C,(w) for
pequeno, no limite para = infinito. Assim,
definimos

Cy(w): = lim C, ()
G} (@): = lim inf C, (»)

no caso de existirem ambos os limites, e ana-
logamente para D, (o) e Dj(w).
Suponhamos agora que é dada uma medida
de probabilidade P sobre (Q2,R), tal que
P é estacionaria, nido-atémica e ergddica.
" Se for F(x): = P(0,2] a fungio de distri-
bui¢io de P, entio F é um cédigo. Mos-
traremos abaixo que para este cédigo é

P(w:Dp(w)=h) =1,

onde %2 é a entropia relativa de |{a;} em re-

lagio a P, ou seja, k= lim D, (»)d P
Q

n—>o0
(a entropia relativa sera simplesmente a en-
tropia dividida por log).
Mostraremos ainda que para qualquer
outro codigo y é:

P (w: Dy (w0) < h)=0,

de modo que F' possui a eficiéncia maxima,
como alias seria de esperar. Quer isto dizer
que para um dado processo um cddigo sera
optimal se considerado como fungio sobre Q,
for precisamente a fungdo de distribuigio
deste processo.

2. O cédigo I

Se, tal como acima, designarmos por F
a funcio de distribuicio de P, entio F é
um coédigo que goza da propriedade de que
com oo, '

P(m:F(w)=F(m’))=0

e isto por P ser n#o-atémica; por outras
palavras, a mensagem original pode, com’
probabilidade 1, deduzir-se da mensagem
codificada.

TroreMA 1. Se P for ndo-atémica, esta-
ciondria e ergédica, entdo

P(@:Dp(@)=h) =1,

onde h é a entropia relativa de |a;| relati-
vamente a P.

DeEm.: Por ser P n#o-atémica, vem
A(F(A)) = P(A) para qualquer intervalo A
(isto é o mesmo que afirmar que se X for
uma variavel aleatéria com funcio de distri-
buicio G (), entio G'(X) 6 uma variavel
aleatéria uniformemente distribuida no inter-
valo unitario). Por conseguinte

D, (»)= — n~1log, P (A™ ()),

e a afirmaciio é agora uma consequdncia do
teorema de SHANNON-McMILLAN-BREIMAN
[1, pag. 197]. Q. E. D.

3. Alguns tépicos sobre a dimensdo de
Hausdorff-Besicovitch de subconjuntos
de Q.

Nesta Secgdo apresentaremos apenas a de-
finicio e propriedades mais importantes da
dimensio de HAusporrr-Besicovirca de
subconjuntos de @, que nos seria de utili-
dade posterior.
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Consideremos de novo o espago de proba-
bilidade (2.RK,P) n#o-atémico e seja A
um subconjunto qualquer de @ (n&o necessa-
riamente em ). Considere-se uma cobertura
de A por conjuntos Z; de R, em ndmero
finito ou infinito denumeravel :

A= UZ“ Z;eR.

i=1

Agora, uma vez que o espaco de probabi-
lidade é nio atémico, sera sempre possivel,
dado ¢ >0 encontrar conjuntos |Z;| em R
que cobrem A, com P(Z;)<p; chamar-
-lhe-emos uma cobertura p de A. Entio,
fixado a>0 definimos para qualquer ACQ:

T.(4;9): =inf{ 3 P(Z.-)“l;

i=1

tomado o fnfimo para todas as coberturas p
de A (com P(Z)<p; nada impede aqui
que I',(A;p) tome o valor + ),

Quando p } 0, I';(4;¢) é nio decrescente,
pois com ¢ <p toda a cobertura ¢’ de 4
é também uma cobertura p de A e deste
modo o infimo é tomado para classes cada
vez mais reduzidas de coberturas de 4, e
portanto o limite de TI'.(A;p) para pi 0
existe. Entdo definimos

Te(4): =1imT(4;p).
£4+0

A T,(A) chama-se por vezes a medida
exterior a«-dimensional de A. E evidente
que I';(:) é moné6tona nio decrescente : para
A4, BcQ, se ACB, entio I';(A4)£LT(B).

E, dada uma sucessiio de conjuntos A, de
Q, podem escolher-se para cada um deles
coberturas {Z,;}, com P (Z,;)<p, tais que

E P(Zni)*<Ta(An;p)+e2"STa(A)+827"

i=]

Deste modo a totalidade dos Z,;
titui uma cobertura p da unido | | 4. tal que

n

; Z P(Zuy < ; Tz (4:) 48

cons-

e assim vemos que I';(.) é uma fungdio sub-
-aditiva, ou seja: .

Ta (J 4n)= X Ta(40).

Quer dizer, tomada como fungdo de 4,
T',(A) é, de facto, uma medida exterior no
sentido de CARATHEODORY.

TeoreMA 2. Com a >0, T'x(4) < oc im-
plica Toy,(A)=0 para todos 0s ¢ >0.

Dem. Se for {Z;} uma cobertura p de
A para a qual

N P(Z)<Ta(4;50) +esTa(A)+1=K<oc

(da Definigio de I';(A4;p), uma tal cober-
tura existe sempre), entio também

Pa-n(A;?)éE P(Zi)a“g

SE D PZy<pk.

E, por ser ¢ >0, fazendo p} 0 logo se
vé que I'zy.(A)=0. Q. E.D.

Analogamente se mostra que se I',(4)>0
entio para todos os e tais que 0 <e<a
vem I'y_.(A) =oco.

Quer dizer: ha um ponto &, tal que
Ty (A)= > para a<<ay e I'g(4)=0 para
«>ag. O valor de I',(4) em < pode ser
nulo, finito e positivo ou + . A este
nimero «,, bem determinado, chamamos



GAZETA DE MATEMATICA

45

entio a dimensiio de HausporFF-BEsSICOVITCH

de A (relativamente 4 medida de probabili-

dade P):
DEF.
di;:'nA:n sup {a: Ty (4) = oo} =
= inf {o: Ty (4) = 0} .

No caso de ser I';(A) < oo para todos os
>0, definiremos dim A como sendo O
(omitiremos a indicagio da medida de proba-
bilidade P sempre que n#o haja qualquer
motivo para davidas, o que alids sacede
sempre abaixo; no caso de P=}, dim 4

coincide com a vulgar dimensio de Hla.us-
DORFF de A).

Mostra-se com facilidade que dimg=0
(¢ 6 o conjunto vazio e dimQ2=1. Tam-
bém é valido o

TreorEMA 3. A dimensdo de Hausdorff-
-Besicovitch goza das propriedades seguintes:
a) A, BCQ entdo dim A<dim B;

b) dimA=1 para todos os Ae R com
probabilidade positiva ;

c) O0s=aimA=<1;

d) dim U A; = sup dim A;.
i

i=1
DeM. a)-¢) deduzem-se imediatamente da
Definiciio ;

d) é ligeiramente mais complexa: se
a>sup dim 4;, entio I'y(4)=0(:=1,2,-..)
e por isso, pela subaditividade de I';(+) como
medida exterior sobre @, também

I‘a(LiJ A,) =0,

0 que implica

dim U Adise;

agora, para provar a desigualdade no outro
sentido, se « < supdim 4;, para 7; conve-
[

nientemente fixado é evidente que « < dim 4;,
e deste modo TI'x(A4;)=c<. Isto acarreta

Te (U A;) =oo (por a) acima) e por conse-

quéncia dim | ] di=«. Q.E.D.

Um resultado importante, mas que pela
extensdo da demonstracio ndo provaremos
aqui (ver [2] e [4]) é o seguinte:

TeoOREMA 4. Se P for uma medida de
probabilidade ndo atémica sobre ®, e Il uma
outra medida sobre 8 com I1(Q) < oo, entdo
para o conjunto

: o o o 1og THA™ ()
i (o P o =

vem dim A<3d.

4. O cédigo geral.

Nesta secgiio vamos mostrar que o cédigo
F da Secciio 2 é optimal no sentido de gue
para nenhum outro cédigo X se obtém uma
compressio inferior a %.

TeorREMA D. Sendo P ndo-atémica, esia-
ciondria e ergédica e y um cédigo qualquer,
entdo

P(o: Dy (0) < h)=0.

Dem. Considere-se a medida de probabi-
lidade II sobre R, cuja fun¢io de distri-
buigio é x. Como y é continua, II 6
nio-atémica e para qualquer intervalo A,
II(A)=2x(x(A)). Assim,
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Da(6) = — - 10g, T AV (0)) =

_ g, A" @) 1 ™
log, P (A™ (w)) = log, P (A™ (w) )] -

Mas, de acordo com o Teorema 1, o se-
gundo factor do lado direito converge para
h, a menos de um conjunto de medida P
nula. Por isso,

log, T (A™ (w))

D* () =k lim inf
log, P (A" (@))

n-» oo

[P].

Ora, aplicando o Teorema 4 com 3 = f3/h
e B<h vem

dim (m :lim inf

fi—o0

log, (A (w)) _ B
log, P (A™ (w)) —r ) <1'_

Mas como qualquer conjunto de medida P
positiva possui dimensio 1, entdo isso acar-

reta que com 3 <k
5%) 30!

P(0: D} (@) <f)=0.

log, TT (A™ ()
logy £ (A™ (@)

n— oo

P (m:lim inf

ou seja

Q.E.D.

Antes, na Seccio 1, tinhamos assumido
que x(0)=0 e x(1)=1. Contudo pode-
mos relaxar ligeiramente esta hip6tese fa-
zendo apenas 0Ly (0)Lx(1) L1 e defi-
nindo IT(0,2]: = y(x) — x(0). Neste caso
sera ainda II(Q2)<<co, embora nio uma
medida de probabilidade, e a demonstragie
permanece inalteravel.

Como P (w:Dj(w)>h)=1, pelo Lema
de FaTou vem

liminf [ Da(w)dP X,

fi=» 00 0

o que quer dizer que % é nio s6 a com-
pressio média, mas também a compressio
minima, de acordo com o Teorema 5. Este
resultado é devido a KmincHIN [, pag. 24],
embora partindo de definigdes diferentes e
vindo ai o limite superior em vez do limite
inferior.

Como exemplo de aplicagio consideremos
o conjunto de CANTOR, isto é, com 6 =3
K:=|w:a,(0)=i; t=0,2; 2=1,2,...]
ao qual corresponde a medida de probabili-
dade singular

Pw:a,(0) =1)=p;,

com pyo=p;=1/2 e p; = 0. Mostra-se
com facilidade que }(K)= 0. Neste caso o
codigo optimal consiste em substituir na
expansio de qualquer we K os digitos 2 por
digitos 1, considerando as mensagens cons-
tituidas por O's e 1’s como expansdes bina-
rias tomadas relativamente & base 3. A com-
pressiio que assim se obtém é log2/log3,
eventualmente o mesmo valor que para a
dimensio de Hausporrr-BesicovitcH deste
mesmo conjunto, tomada relativamente a
medida de LEBESGUE.

Um exemplo classico é devido a SHANNON :
com 6=4, facamos P (w:a,(w)=1)=p;
com pg=1/2, py=1/4, e pp=ps=1/8.
Entio substituindo cada letra numa mensa-
gem a codificar por um conjunto de 0's e
de 1’s, de acordo com o cédigo 00, 110,
2-+110, 3—+111, vem esta mensagem subs-
titnfda por uma ountra de digitos binarios.
Estes simbolos sfio agora agrupados dois a
dois e traduzidos para a base 06=4 de
acordko com a tabela 000, 01 -1,
102 e 11 - 3. Quer dizer, qualquer
w=(a; (), ay(w),+-+) vem codificado y (»)=
= (b1 (»),b9(w),-+-), onde x é a fungio de
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de distribui¢io de P, definida acima. Entio
o codigo x 6 optimal, obtendo-se a com-

‘pressido média de 7/8 [6, pag. 63-4].
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