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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

1.8. C. E. F — Mareudricas I — Ano lectivo 1970-74
— Ponto n.° 1 — 30-6-1971.

5785 —1) Investigue se é possivel’encontrar trés
subconjuntos 4, B e C de U tais que satisfagam
simultineamente 4s relagdes seguintes:

C+¢, ANB+¢, ANC=¢, (ANB)—C=¢.

R: Avrelagido (ANB)—C=¢ implicaque ANB<C
e, como ANB==¢, ¢ claro que a primeira condigdo
€ superjlua. E evidente que a condigio ANBCSC
implica ANC=@ e portanto a validade da segunda
e quarta condigbes contradiz a terceira.

2) Considere a relagio_ bindria definida no con-
junto B = la,b,c,d| por 'R=}(a,b), (a,r),
(b,d),(d,d)|. Indique o mimero minimo de pares
ordenados que ¢ necessdrio acrescentar a R para
que esta relagio seja (a) reflexiva, (b) simétrica,
(¢) relagdo de equivaléncia.

R.:

a) (a,a), (b,b), (c,¢).

b) (b,a), (¢c,a), (d,b).

¢) Haverd que acrescentar os pares indicados nas
alineas a) e b) mais os seguintes : (a,d), (d,a),
(bye), (c,b).

3) Sendo A(1,1) a imagem do complexo sz,
ache o lugar geométrico da imagem B do cmplexo z

tal que a imagem de zz estd sobre 4 5.

R.: Sendo z = (x,y), vem 21z =(x—y,x+y)
e a equagdo da recla ADB ¢
X—x Y-—y

1—x T—=w'"

Como a imagem de zyz estd sobre A B, terd de ser

-_Yy x

1—x 1—y

ou x24y2—x—y=0, que € a circunferéncia de centro
em (1/2, 1/2) e raio V/2/2.

4) Supondo que (G',><) é grupo comutativo,
considere a lei de composigio interna = tal que

Ya,beG asb=a>xb>xk (k constante perten-
cente a ). Demonstre que (G',%) também é grupo
comutativo.

R.: Associatividade:
(axb)*c=(a><b>x<k)%c = (a<b>=<k)><ex<k
a¥(bxc)=ax(bxec)<xk=a>(bxexk)xk.

Como a lei >< € associativa e comutativa, entdo

(axb)*c=ax(bxc).

Comutatividade :

axb=axbxk
bxa=bx<axk.

A comutatividade da lei >< implica a*b=>b=xa.

Existéncia de elemento neufro: se existe elemento
neutro e, terd de ser

axe=a ou axexk=a

[ dhaqui resulla

al(axxexk)=a"a
donde vem' e = k™.

Existéncia de elemento oposto: o elemento oposto a'
de a terd de satisfazer & condicdo axal = k! ou
a>a'><k=k™". Dagui vem a~'(axal xk)=
=a~'k™! e portanto a' = a~t (k™)2,

5) Seja B(m><n) (m<<n) uma matriz de carac-
teristica »r =m e A matriz quadrada regular de
ordem m. Mostre que ¢ (A B) =r.
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Ache a coudigiio a que devem satisfazer 3y, ya,
Y3 € yj para que as equogdes

b oy Lo — myAday L oam =1
2+ @ —2xy— w5=1
@+ 23 4 2a3 + 4w =y
@z + a3+ Sy-r Gz =y,
gejam compativeis.

R.: Como c(A)=m ¢ e¢(B)=r=m, vem
ce(AB)=r. Se fosse ¢ (AB)<r entdo, como
c(A™")=m, viria ¢[A~' (AB)]=c (IB)=c(B)<r,
o que € absurdo,

Para que as equagdes sejam compativels € necessdrio
e suficiente que

Yi—¥s+y2—y1=0,
6) Sem calcular os determinantes, prove que

ay az az ag | = |e b a dy

bi bz b3 64 cy b,j ay d 4
ep €3 €3 ¢4 3 b3 a3 dy
dy dy d3 dj ex by az dy
R.:
a, a a3 a4 [=|a; by ¢ dy|=
by by by by a; by e dp
e € €3 ¢ a3 by ey dy
dy dp d3 d, ag by e4 dy
=—|e by a dy [=|eg by a; dg
ez by a; d; eg by a; dy
c3 by a3 d; eg by a; dy
cs by a; dy ca by a; dp

I. 8. C. E. F. — Mareudricas I — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.° 2 — 30-6-1971.

5786 —1) Prove que,se 4,8 e C sfo subcon-
juntos de U tais que ANBSC e AN C<B, entio
ANC=¢

R.: Teremos de provar n proposicio
ANBcCAAUCSB=ANC=4g.

Fazendo xe A=a, xeB=b, xeC=ce xeg¢=0,
bastard mostrar que |[(a Ab=>~c¢c) A (aYe=>b)]=>
=>(a A c¢=»0). Construindo uma tabela de verdade
vem :

a b e [(aV/b =y ~c) AfaVe=» b)] = (af\e<=>0)
s Tall A 1 8K y A IR+ T T e T 0 LN 1108 R 1
1|10 1102 T TR R T 2 I UM+ S 18R
1|01 01001001100
1 /0|0 o T VR TRV T (1 7 T (R« s R ¢
o'l i & 4 V0000 VU LI Tob 4R . (s R 1
o|l1]o0 (IO ¥Rgy (M L TRl [l O (R ¢ s AT
ool ey A 01 0014 Oa D
o|lo0/|o0 (7 3008 T St 1L O 108« 0 (ANRE 1 100
#*

A coluna assinalada com um * justifica a veracidade
da proposi¢do.

2) Sejam f:A— B e g:B — C. Mostre que

a) g o finjectiva = finjectiva

b) g o fsobrejectiva => g sobrejectiva.

R.: a) xExT=(gof)()F(gof) (x)

on
X ¥l = g (f (<)) g (F () = F (x') = £ (x) .

b) Por hipitese, (gof) (A) =C e portanto g(f(A))=C
o que mostra que g € sobrejectiva.

3) Sendo z=ax+ iy, qual ¢ a condiglo gue
z—1

+1
seja imagindrio puro? Que curva descreve a imagem
de 2?

devem cumprir x e y para que o complexo

R.:

z—1 (x—1) +iy
z+1 (x+1)+iy
[(x—D)+iy] [x+1)—iy] _ (R—1+¥) +i()

(x+1)+y? (x+1)2+y*

e portanto terd de ser x2 + y2—1 = 0 que € a circun-
feréneia de centro na origem e rajo 1.

4) Prove que, em relagiio a qualquer lei de com-
posi¢io interna associativa, todo o elemento que
admite oposto é regular a direita e a esquerda.

No conjunto 2 dos numeros reais considere a
lei % definida por asb=a + b + ab. Mostre que
existe elemento neutro e que qualquer real distinto
de —1 tem oposto.

R: Sendo awsa'—=a'xa=¢, de asb=2asxec
vem a'# (axb)=a'#(axc) ou (a'%a)xb=(a'sa)xc




GAZETA DE MATEMATICA

83

o que permile concluir que exb =exc, istoé, b=c.
Andlogamente, de bxa =c%a resulta b=c.

Quanto i lei axb=a +b + ab definida em R,
como axb = b=a, bacta procurar o elemento e para
oqual axe=a. Venm entdo

ase=a+e+eb=a
at+e(l+b)=a
e=20.

A eondigiio para a existéncia de oposto a+a'+aa'=0

e 1
o lak—1).

di a' = —

5) Duas matrizes A e B do mesmo tipo m>n
dizem-se equivalentes se existem duas matrizes regu-
lares P e @, respectivamente de ordens m e n,
tais que B = P .4 Q. Mostre que esta relagio bindria
¢ uma relacfio de equivaléncia entre as matrizes.

Estude o sistema

Ty + X3 — Ty =2
T+ x2 +

T+ xp + (A —hH)xzg=a.

.‘1?3=3

R: reflexividade: A =1, A1,
gimetria: B=PAQ=P'BQ~' =A
transitividade: B=PAQAC=PBQ =
=C=(PP)A(QQy).
O sistema € possivel determinado com az= — 2,2;
€ possivel indeterminado de grau 1 com a = 2; € im-
possivel com a= — 2.

6) Resolva a seguinte equagio :

1 1 I e 1 =0.
1 1—= < IR o 1

1 1 2—=... 1

1 1 1 ...(n—-1)—=

R: As raizes sdo x =0,x=1,...,x=n-—2.

' L S. C. E. F.— Matesdricas T — Ano lective 1970-71
— Ponto n.® 3 — 10-7-1971.
5787 — 1) Demonstre que
(AnBnC)UW(AnBnC)UBUC = U.

(AnBNC)U(AnBNC)UBUC =
=[(BnC)n(AUA)JUBUC

| f 2oy

=[BnC)nTIJUBUC
=(BnC)U~(BNC)
=U.

2) Na construgio de um prédio estabeleee-se um
planeamento das operagdes a efectuar, Designando o
conjunto das opera¢des por Ja,b, -, d, 0, ul i
considere a relagfo bindria definida pela fungfo pro-
posicional «a operagdo i antecede a operagio ju.
Trata-se de uma relagio de ordem parcial? E uma
ordem total ? Justifique as respostas.

R.: E ordem parcial mas nio € ordem total.

3) Prove que

(cos; + igen 1) (%) (1+7¢)=

7

= 5= ; b
=\/2 (cos 81 + ¢ 8en 84)

(cos;- + isen %) (.llfﬁ) (1 4i) =

2

S L S )

— ™ ™
2 L T ) S
=<V (u:m;‘il laené)

™ ™ L 4 ™ ™ ™
=2 e sy e o e i — e — =
[cos(7 3+4)+1aen(7 3+4):|
LT

— L .
=2 (cns-é—( +lsenﬁ).

4) Seja (4,4 ,><) um anel nio comutativo e
considere em A a lei de composigio interna = defi-
nida por x#y =2y — yx. Prove que

a) zay=—(y*x)
b) Alei % ¢é distributiva a4 esquerda e i direita
“em relag3o 4 adicio.
R.: a) xsy=xy—yx
FHRX =y X—Xy = — (x%Yy)

b) xx(y+2)=x(y+2)-(y+2z)x=
=Xy +3z—yx—zx=
=(xy—yx)+(xz—2zx) =
=(x*y) + (x*2z2).

yta)es=(y+2)x—x(y +2) =
=yX+ ZX—Xy—Xx2z=
=(yx—xy)+ (zx —x2z) =
= (v #x) + (z%x).
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5) Seja A uma matriz m>n e B uma matriz
n><m . Supondo que n<<m, prove que 4 B nio é
invertivel. :

Ache a matriz inversade C=["2 -1 1

1 2 —1

3 1 2
Utilizando C-', ache a solugfio do sistema Cux =d
com a matriz coluna d =|3 -1 2|.

R.: Como c(AB)=min|c(A), ¢(B)!, c(A)<m
e c(B)<m, éclaro que ¢ (AB) <m. Logo, AB,
matriz de ordem m com caracleristica inferior a m,
ndo € invertivel.

Cl'=r 1/2 3/10 —1/10
—1/2  1/10  3/10
= =l TAs

e a solugdio do sistema € x = C'd =1 —2 0].

6) Calcule 1 xq @@y
1 = Xg e Xyey Ty
1 z o -2,y o,
1 = xp--: x,
1 X4 Ty Tyy T
R.: 1 Xy JFpor-Xpy X =
1 x Xz b - Xn
L X % ot X,
1 x; x-+x X
1 _ Xy X Xp—t
=|1 Xy Xz Xy g =
0 x=x 0 - 0 0
0 0 X — Xp - 0 0
0 0 0 vox—x, 0
0 0 0 0 X —X,

o (x “xl) (x Frs xz)"‘ (t_xnwl) (x = xu) ]

1. S. C. E. F. — Matemiricas I — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.° 4 — 20-7-1971.

5788 —1) Prove que, se 4, B, C e D sido
conjuntos, entdo (AN B)x<(CND)=(4><C) N (B><D).
R.: (a,b)e(ANB)><(CND)=>
=raeANBAbeCND=

—aeAANaeBAbeCAbeD
= (a,b)e A< CA(a,b)eBx<xD=
—>(a,b) 6 (A< C)N(B><D)

(a,b)e (A<C)N(Bx<D)=
=>(a,b)e A><CA(a,b)e B>xD =
=yaeAAbeCAaeBAbe D=
=jaeANBAbeCND =
= (a,b)e (ANB)< (€ND).

2) Se f, g, e h sio aplicagdes de A4 em A4,

mostre yue fog=/foh=>g=~h sse f é injectiva
e gof=hof=>g9g=~h sse f ésobrejectiva.

R.: Mostremos em primeiro lugar que a condigdo
fog=foh=g="h implica que f € injectiva. De
facto, se f ¢ wuma aplicagio tal que 3£ g,h fog=
=foh=>g =h, tomemos duas aplicagies particula-
res g, ¢ h, de A em A que sejam definidas do modo
seguinte :

£a
\ixeA—g,(x) =aeA

b,
\xeA—h,(x)=DbeA.

A hipdtese, aplicada a estas duas fungies, da entdo
fog,=fobh,= g, =hy,
isto €,
fog,=foh,=a=h.
Como
wreaflo@ =@
(fohy) (x)=1(b),:
vem entdo f(a)=f(b)=>a=D>b, o que traduz a in-

jectividade de f.
Supondo agora que f € injectiva, € claro que

Vxed f(g(x)="F(h(x) =g =h(x.
Admitindo que
£ g,h gof=hof=g=h

entio f € sobrejectiva. Com efeito,se £ nio fosse sobre-
Jeetiva, designando por y, wm elemento de A ndo per-
tencente a f(A) etomando duas aplicagbes g e h tais
que

iyef(A) g(y)=h(y) e g(yo)Fh(y),

ter-se-ia gof=hof sem ser g ="h, o que ¢ con-
trario a hipdtese.

-
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Reciprocamente, supondo { sobrejectiva (f (A) = A)
a condigdo

Vxed g(f(x)=h(f(x))
arrasta

Vy=1f(x)eA gly)=h(y)
em consequéncia de f ser sobrejectiva.

38) Se |z4+4i|=|z+2i] e arg(z+2i)=
= —x /4, ache z.

R.: Fazendo z=x+1iy, vem |x+ (4 +y)i|=
=|x+ (2+7y)i| donde resulta V% + (4 + y)2 =
=V + (2 + ¥)?, equagdo que € satisfeita com qual-
2+y

=g (—=/4)=-1,

vem x =1 e portanto z =1 — 31i.

quer x e y=—3. Como

4) Seja (4,+,><) um anel em que )\ZzeAd
x? = . Demonstre que

a) M xzed z=—x, partindo de (z+x)2=z+x.

b) A ¢ comutativo, calenlando (= + y)2

) MMz,yed xzy(x+y)=0.

R.: a) De (x+x)2=x+4x vem

XX+ x4+ x2 4 x2=x+x
X +X 4+X 4+x =x+4x
x +x =0

X =—X.

b) (x+yP=x2+xy+yx+y?
X+ xy+yx+yl=x+y
X +Xy+yx4y =x4y
Xy+yx=0
Xy =—yx

e, atendendo & alinea a),

xy=yx.

c) xy(x+y)=xyx+xy?
b M o b i
=yx +xY¥y
=0.

5) Se § e T sio matrizes quadradas da mesma
ordem e § é invertivel, mostre que

(S+ T)SH(S—T) = (S—T)8(S+ T).

Prove que a caracteristica da matriz
1 2 —1 3
3 4 0 —1
—1 0 —2 T

é 2 e exprima a terceira e quarta colunas como com-
posigdo linear das duas primeiras.

R:"(8+T)87"E-T)=(I+TS)(S-T)=
=S—-TS!'T

E—=T)S'S+T)=A—TS"H(S+T) =
=8 —~TB4T

Como

1 2 —1 3 1 2 -1 3
- —
3 4 0 —1:| [0 -2 3 —10]
—1 0 —2 7 0 2 -3 10

ik T
I:D =i 71 P —10]’
Y LR S

a caracteristica da matriz é 2, Pondo

Xy 1 + x3 2 = —1 f
3 4 0
—1 0 -2

X+ 2x=—1
3xy+4x,= 0

— Xy ——2,

vem

sistema cuja solugio € x4y =2, x=—3/2. Andlo-
gamente, de

I

resulta o sistema

Y1+ 2y.= 3
3y1+4y,=—1
- =1

cuja solugiio € yy = —T, y»=>5.

6) Calcule o determinante da matriz de ordem =

a ad...a
T 4ad...da
a T...G6

Reve® B B

a a...x-
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Sugestio: comece por adicionar & primeira coluna
a soma das restantes.

Ry:
X A& B x+(n—1)a a a...a
a4 x a.ea|=|x4+(n—1)a x a...,a|=
TR RS S £+ ((n—1)a a x...a
a a a...x| [x+@=1)a a a...x
x+ (n—1)a a S T
o 0 x—a ¢ 0 b
0 0 == Wz U
0 0 B ainEmd
x—a 0 TR ) =
=i pa=all iqs Ba gt
0 0 ...x—a

=[x+ (n —1)a] (x — a)~".

I. S. C. E. F. — Maremdricas 1 — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.® 5 — 1-10-1971.

5789 — 1) Estude a validade da seguinte propo-
gigdo:
AS ~(BUC)ABE~(AUC)=B = ¢.
R.: Adoptando a convengio xe A =a, xeB=h,

xeC=c¢ e xe@ =0, oproblema consiste em estudar
a validade da proposigdo:

{la= ~ (bYe)]A[b=>~ (aVe)]| => (b=>0).

A iabela de verdade

a|ble ||[|][as=bVe)]A[b =2~(aVe)]] =2 he=>0)
(1]l 00 1L & 2001 1109
T2t eo 4 9 18001 309
o IR 1910 31 B N0 | 1 T80 ¢ 13K o (R SRR o R o Ms O e | 1010
s 11689 0 I 0 | i R s I 2 M AGRDY 0 I 1A 1.9-30
0{1(1{0101 01001 u IO 11 M
ol j@oa10 1 T 2120 0100
0(0]|1 010 % 46T L0410
0(0f(1(0110 101120 1010

T
mosira gue a proposicio ¢ falsa.

2) Considere no plano s pontos M (x,y) e tome
a relagio bindria I? definida do modo seguinte:

o= o

MR M =) 2
{y =Y

a) R é uma relagiio de ordem parcial lata?
&) R é uma relagio de ordem lata?
Justifique as respostas.

R.: a) R éreflexiva, antisimélrica lata e transitiva
e, portanto, € relagiio de ordem parcial lata,

b) R ndo ¢ ordem lata porque ndo goza da proprie-
dade dicotdmica.

14+4y/3)
3) Ache os inteiros n para os quais (—-j-—i-ﬁ—)-
W3 — i
¢ imagindrio puro.
R.:
(1+iy3)3 23 cis = _ (n46) =
= e = 237 cig ey
{t/g ~3)* 9 eis (__ Lo )
6
Para que este complexo seja imaginario puro € preciso
6 6
que cos(-n-%b=0 on M=2kﬂi—;-’

donde resulta n + 6 =12k + 3, ésto é, n =12k—3
en=12k —9.

4) Seja 4= )0,1] e considere o sistema algé-
brico (A, + ,><) com as leis definidas pelas seguin-
tes tabelas:

+ 071 > 01
0 0 i | 0 0 1
1 1 0 3 0 1

Investigue se (4,+ ,><) possui estrutura de corpo.

R.: O sistema (A, + ><) ndo € um corpo porque
ndo € anel comutativo unitario.

5) Determine k& por forma que a caracteristica da

matriz -4 4 —3 177 sejaiguala3.
11 —1 0
k2 2 2

9 9 k3
Se A ¢ matriz m><n de caracteristica n prove
que o sistema Az =25 tem quando muito uma solu-
cdo.

—
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R.:
4 4 -3 17— 4 4 —3 13—
11 =10 1 1 -1 0
k 2 2 2 k—8 —6 8 0
N k 38 —3 =3 k+9 0
— 4 -3 13—r1 4 3 4
x M QRIS (R 1] 01 —1 1
k—2 0 2 0 00 2 k-2
0 0 k46 0 0 0 k+6 0

Se k= — 6, a dtima linha € nula e a caracteristica
de matriz ¢ 3. Se k+—6, prosseqguindo a conden-
sagdo, vem :

1 4 —3 4 =
01 —1 1
7.8 k—2
k+6
00 0 (_-;—)(k—m

Para que a caracteristica seja 3 € necessdrio que
k+6
(__“;*) (k—2)=0 ou k=2.

Portanto os valores de k que satisfazem ao problema
sio k=—6e k=2,

Como A € matriz m><n de caracleristica n, €
m=n. Se m = n, o sistema € possivel determinado ;
se m>>n, o sistema pode ser possivel ou impossivel
mas, no primeiro caso, serd sempre delerminado.

6) Mostre que

z —1 0 0 |=| =2 —1 0
0 x —1 0 0 z —1
(1] 0 x —1 a+bx ¢ diz
i1 [ ¢ d4x
R.:
x —1 0 0 |=x|x —1 0 |+
0 x —1 0 0 x -1
0 0 x —1 b ¢ d4x
a d c d+x
+|0 —1 0 |=|x2 —1 0 [+
0 x —1 0 x —1
a e d4x bx e d4x
00 =1 0 |=| x2 -1 Oz
0 x —1 0 x =1
a ¢ di4x a+bx ¢ d4+x

I. 8. C. B. F. — Marendricas I — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.° 6 — 14-10-1974.

5790 — 1) Demonstre que
(AnBnCnDyuEnC)u(EnC)u(CcnbD)=C.
R.: (AnBnCnD)UERNC)UEBNC)U(CND) =

=Cnl(AnBnDUAUBUD]—Cn[(AnBAD)U~
~(ANBnD)]=CnU=cC.

2) Consilere as seguintes relagbes entre os con-
juntos 4 e B:

a) Ahla’)l;mh B-:::I.',‘r,si e R==($,‘y)5
g€ A>< B: exy» é uma palavra da lingua portuguesa/|,

b) A=|1,2,3}, B=13,4,5| e R=\(x,y)e
eA><B:5x2+2y é mimero primo|.

Indique os grdficos das relagGes e investigue se
alguma delas é uma funcio.

R.: a) R-Ha:i)s(a:f):(aﬁ)a(1=i)1{msi)5.
b) R=|(1,3),(1,4].

Nenhuma das relagbes € uma fungdo.

14sen b+ cos i

1+sen0—+cosd
Utilizando a formula anterior, mostre que (1+4sen=w/5
+icosw/5)54+i(1+senn/5—icosw/5)6=0.
i
R.: A formula justifica-se facilmente, verificando
que (14 send —icosf)>< (send+icosd) dd o complexo
1+4senf+icos0.
1+sen=/D+icosw/H\5 ’
= 5 5)5 =
(1+senr/5—icasw}5) et oo
=(cos3x/10+isen37/10)5=cos3nw/2+isen 3 =/2=

=—1.

3) Prove que =s8enf+1icosf.

4) No conjunto N dos mimeros naturais consi-
dere a lei de composi¢fo interna menor multiplo comum
(m. m. c.),isto é, axb=m.m.c.(a,b).

Em relagio a esta lei, estude a associatividade, a
comutatividade, a existéncia de elemento neutroe a
existéncia de oposto. Constitui (N ,*) um grupo?
Porque ?

R,: A lei é associativa, comutativa e possui elemenio
nentro (1). Nio possui elemento oposto e, por esta razio,
(N, %) ndo € grupo.

&) Sendo [+ A4 matriz regular, prove que I+ A)"!
¢ permutdvel com T—. .
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Estude o sistema de equagdes

2xy —wptagt oy =1
g+ 22y — g+ Ly =2
o+ Twg—daxg+ 1l = k.
R.: Como (I+A)(I+A)'=(I+A)"(I4+A)=1I,
vem
(I+A) '+ A(I4+ A =([+A)"+(I+A)A
donde resulta
A(+A)'=(I+A)"'A.
Entio
(I+A)7T (I —A)=(I+A)"' — (I+A)'A
= (I+A)"'"— A (I+A)!
=(I—A)(I+A)".

O sistema € possivel indeterminado de graw 2 com
k =5; € impossivel com k5.

6) Sendo D,=|14a; 1 Db cetan
1 1+4ay o T

= o

exprima D), como soma de deis determinantes, por
forma a estabelecer a formula de recorréneia

D,=a,D,_ +ayay...aq

=1

R.: D,=|142 1 b — S
1 1+a, o L=
1 . =3 N |
1 s 1 = |
~+ 1+31 1 1 was ¥ =
1 1+82 1 ]
1 1 1+33 i)
1 1 1 . 8,

=|a; 0 0 ...0|+a,D,y=2533...8,.,+3,D,_,.
dg Q.20

0 ag-.-ﬁ
1

= oaae © QO

it LIRS |

Enuociadoes® e solugles dos n.°" 5785 a 5790 de Fernando de Jesus

INTRODUCAO AOS COMPUTADORES E PROGRAMAGCAO

1. 8. T.— Ixrroougio aos Compuravores B Proera-
uagio — Exame Final — 1.* Chamada — 8 de Julho
de 1971.

I

5791 — 1) Determine as constantes FORTRAN
cujas representagies bindrias internas no computador
360/44 sdo as seguintes:

a) inteira: 00000000 00000000 00000000 00010100
b)  real: 01000010 00100000 00000000 00D0O0O0OOO

2) Qual o mimero de digitos decimais significa-
tivos das constantes FORTRAN de dupla precisio
no computador acima referide? Justifigue a resposta,
sabendo que logy 2 = 0,30103.

1I

Considere o programa (completo):

C PROGRAMA DE ESTUDO
DIMENSION L (10), A (3,4)
READ (5,10) (L (J),J = 1,10)
10 FORMAT (518)
DO1J=13
GO TO (2,3,4),J
2 DO5K =14
5 A (J,K) = L (K)
GOTO1
3 DO6K =1,4,1
6 A(J,K) =L (K + 4)
GOTO1
4 DOTK =14
7 AJ,K)=A@J—1,K)+A@J—2K)
1 CONTINUE
M=1
9 WRITE (6,15) A (M,1),A (M,2), A (M,3), A (M,4)
15 FORMAT (1H, F8. 2,6X, E13, 7,6X, 2F6. 4)
M=M41
IF (M —3)9,9,20
20 STOP
END

R 2l | 2k
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Sendo os valores das componentes do vector L,
respectivamente 1,2 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10, a introduzir
como dados,

1. a) Quantas instrugdes constituem o programa
apresentado ?

b) Qnal destas propesigies é verdadeira?

A. A ecoluna 1 de um cartio de programa
FORTRAN contém uma letra ou um (es-
pago em) branco.

B. A coluna 1 de um cartio de programa
FORTRAN contém a letra C ou um (es-
pago em) branco.

C. A coluna 1 de um cartio de programa
FORTRAN eontém ou um C, ou um es-
pago em branco ou um digito.

2. a) Quantas instrugies executdveis constituem
o programa anterior? Exemplifique, com uma ins-
trugdo deste programa, cada um dos varios tipos de
instrugdes executdveis nele apresentados.

&) Existem instrugdes de especificagio no nosso
programa. Quais sfio e que fungSes desempenham.

¢) Existem instrugdes de controle no programa
apresentado. Diga quais s8o, agrupando-as por cate-
gorias, e descreva a acgfio de uma delas.

d) Qual a acgdo da varidvel M no programa dado?

3. a) Quantos cartdes de dados precisam de ser
lidos para definir o vector L.? D& a configuracio do
primeiro cartdo.

b) Apresente num quadro os valores dos virios
elementos da matriz calculados durante a execugdo
do programa.

¢) Apresente os resultados sob a forma de linhas,
simulando a impressora.

I

Esta parte tem duas opgles, A e B; escolha wma sé
de entre elas.

Opgdo A

1. Elabore o diagrama do programa descrito.

2. Escreva um programa FORTRAN (completo)
que resolva o problema esquematizado no diagrama
seguinte

\/

ascreve r/|

Opegio B

Elabore um programa capaz de gerar e imprimir
uma tabela da multiplicagdo de dupla entrada, dos
digitos de 1 a 9.

Préviamente elabore o organigrama deste pro-
grama.
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ASPECTO DA TABELA :

5|5 |10f15|20 25|30 354045
6| 6 12|18 | 24| 30|36 | 42 | 48 | 54
7|7 |14|21|28|35 42| 495663
8 |8 |16|24|32| 40| 4856|6472
o | 9 |18|27 |36 45|54 |63|72|81

1. 8. T.—IxtropugAo Aos CompuTapores  ProcrAMAGAO

—Exame Final —2.* Chamada — 13 de Julho de 1971

I

5702 —1) Considere as constantes FORTRAN
-25 (inteira) e 240.125 (real),

Faca os esquemas dos seus registos na memdria do
computador instalado no Centro de Cdleulo da Uni-
versidade Téenica de Lisboa.

2) Tendo em atengdo a representacdio interna em
virgula flutuante (precisdo simples) no computador
360/44, determine as duas constantes FORTRAN
cujos expoentes sdo zero e cujas mantissas sio, res-
pectivamente, a midxima e a minima admissiveis,

II

1) Considere o seguinte conjunto de instrugdes:

DIMENSION X (20,20)

READ (5,1) M,\N

DO5I=1,M

DO5J=1,N
FX(MN=14J+1TABB(I—J)

WRITE (6,10) ((X(I,J), I = 1, M), J = 1,N)

STOP

END

a) E necessdrio acrescentar-lhe pelo menos duas
instrugdes para nue constitna um programa,

Diga quais sdo, escrevendo cada uma delas de
forma completa.

b) Tendo em atencio a sua resposta i alinea a)
faga um desenho do cartfio (ou cartdes) de dados para
M=N-=3.

¢) Para M =N =3 indique os valores que durante
a execugdo do programa anterior vido ser atribuidos
aos elementos X (I, d).

d) De acordo ainda com a sua resposta i alinea
a) indique o aspecto dos resultados na folha de papel
da impressora.

11

Esta parte tem duas opgdes, A e B; escolha uma 24
de entre elas.

Opegdio A:

Cada uma das instrugtes do trogo de programa
seguinte contém algum erro de sintaxe. Indique quais
sdo esses erros e integre as instrugbes corrigidas
num programa de modo a constituir um todo légico,
eventualmente alterando a ordem de duas instrugdes,
A partir do programa completo faga o respectivo
diagrama de blocos e indique qual a natureza dos
calculos que se efectuariam com esse programa.

N. =20
DIMENSION X (N)
PRODUTO = 1
DO5I1,N
b |

5 PRODUT = PRODUT. X (I)
WRITE (6,1), PRODUT

1 FORMAT (1H, F5.2)

STOP ABC

Opgio B:

Chama-se sucessdo de Fimoxyicr a uma sequéncia
de nimeros inteiros, tal que cada termo é obtido
adicionando os dois que o precedem, i.e., se for 0 o
primeiro termo e 1 o 2.° termo vem

0112358...

Escreva um programa (completo) em FORTRAN
para gerar numeros de uma sucessfo de Frmowsacr,
imprimindo-os em 5 colunas.

Preveja a hipdtese de parar o computador antes de
se ultrapassar a capacidade mdxima dos valores
numéricos inteiros que é possivel codificar num com-
putador de palavras de 32 bits.

Eoupciados dos 0. 5791 a 5792 de: J. M. Barbeito, Maria
Odete Cadete e J. Marques IHsnrigques
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CALCULO AUTOMATICO

1. 8. T.—CArcuro Avromirico—Exame Final —Epoca
de Julho — 4.* Chamada — 9 de Julho de 1874

1

5793 —a) Defina valor e vector préprio de uma
matriz de ordem n e enuncie algumas propriedades dos
valores e vectores priprios de matrizes reais e si-
métricas.

b) Esponha sucintamente as ideias bdsicas do
método de Jacosr para a determinagio dos valores e
vectores proprios de matrizes reais e simétricas. Este
método & directo ou iterativo e neste iltimo caso &
sempre convergente? Justifique.

IT

Escreva um programa em FORTRAN que lhe per-
mita calecular os coeficientes do polinémie quociente
da divis3o de um polinémic em = de grau n por z—a
sendo a uma constante real qualquer.

Qual o tipo de subprograma que escreveu? Como
faria a sua chamada no programa principal ?

11

Cada uma das instrugdes do programa seguinte
contém um e 86 um erro propositado de sintaxe:

N/2
DIMENSION I (N)
1(1) = 10000,0
I = 2345
JSOMA =TI(1) +1(2) +
WRITE (6,1) JSOMA,
FORMAT (18)
GO TO STOP
STOP END

a) Corrija (do ponto de vista da sintaxe) o pro-
grama acima.
&) Indique qual o resultado da execuglo deste

programa, depois de corrigido.

v

Analise o segmento de programa seguinte e diga,
justificando, qual das instrugdes 1,2 ou 3 € executada

a seguir a instrugfo IF (pressuponha que as instrugdes
1, 2 e 3 sfo instrugdes executdveis):

I=2
7 = 2/1%%2 — 1/4.
IF (Z) 1,2,3

I. S. T.— Circuro Auroxirico—Exame Final—Epoca
de Julbho — 2.* Chamada — 23 de Julho de 1971

1

5794—a) Escreva um subprograma em FORTRAN
para multiplicar duas matrizes quaisquer, a primeira
de M linhase N colunas e a segunda de N linhase K
colunas. Considere no seu subprograma que as ma-
trizes sf30 dadas por linhas e colunas.

b) O subprograma mencionado na alinea a) de
que tipo é? Poderd ser de outro tipo? Justifique.

¢) Quais as limitagdes de generalidade impostas
pelo facto de se considerarem as matrizes por linhas
e colunas em vez de as tomar como um vector de,
respectivamente, M* N e N * K componentes?

II

Qual o método que utilizaria para resolver no
computador o sistema de equagoes

S0 a2y + xg — 23 + 4y — x5 = 35
Il+2012—~$3+93‘—:ﬂ5—20
2:\51—12+4033—$‘+E5w41
xy + 3z, — 43 + 28z — 65 = 22
— @y + x3 + 23 — 3y — 35z = 35

O método que indicoun é directo ou iterativo e neste
<iltimo caso é sempre convergente ?

111

Indique um possivel formato dos cartdes de entrada
que utilizaria se o sistema acima tivesse de ser lido,
entrando cada uma das linhas (com o respectivo termo
independente) num s cartéo.

v

Fsereva um programa para resolver o sistema dado,
pelo método que enunciou em 1l e de acordo com o

que expos em IIL
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I. 8. T. -— Circvro Avromdrico — Exame Final — 2*
Epoca — 16 de Outubro de 1974

I

5795—a) Escreva um subprograma em FORTRAN
para, dependendo de um parimetro que serd um valor
inteiro, adicionar ou subtrair duas matrizes quaisquer,
ambas de M linhas e N colunas, Considere no sub-
programa que as matrizes sdo dadas por linhas e
colunas.

5) O subprograma que escreveu na alinea a) de
que tipo é? Poderd ser de outro tipo? Justifique.

¢) Quais as limitacdes de generalidade impostas
pelo facto de se considerarem as matrizes por linhas
e colunas, em vez de as tomar como vectores de M*N
componentes ?

d) Indique quais as alteracfes que seriam neces-
sdrio introduzir no seu subprograma para considerar
as matrizes no caso da alinea c).

11

Uma estrutura vectorial possui, no mdximo, 100
componentes. Cada uma das primeiras K componen-
tes, excepto a primeira e a K-ésima, devem ser subs-

tituidas por
A= (A + 4+ 4,,) =3

¢ posteriormente pretende calcular-se a norma do
veetor das K componentes transformadas, de acordo
com a definigio
K
N= 3 4z

=1

Esereva um programa em FORTRAN para, a partir
dos valores origindrios das componentes de A em
memoria, imprimir o valor de N numa impressora
de linhas.

111

a) Defina valores e vectores prdprios de uma
matriz quadrada.

%) Demonstre ou d@ um contra exemplo para a
afirmacio seguinte: «para matriz real os valores
proprios definem univocamente a matrizo.

¢) Demonstre qualquer facto que considere impor-
tante acerca dos valores ou vectores préprios de
matrizes reais e simétricas.

Enunciados dos 0. 5785 a 5785 de J. Margues Henriquos
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Os dois livros aqui em critica, embora versem té-
picos bem distintos, o primeiro dedicado &4 Algebra
e o segundo a4 Teoria dos Niumeros, tém contudo

muito mais em comum para além de se tratarem de
actas de dois Simpdsios organizados pelo Atlas
Computer Laboratory da Universidade de Oxford:
ambos tém uma linha de rumo comum e visam tépi-
cos de investigagio fortemente condicionados on im-
pulsionados pelo uso de computadores. Por isso
mesmo faremos a sua critica conjuntamente e por se
tratar de dominios quase desconbecidos entre nds
alongar-nos-ewnos na exposigio mais do que ¢ normal
numa simples eritica bibliogrifica.

Jd hd longos anos que vdrios investigadores tém
procurado utilizar computadores com maior ou menor
sucesso no campo das Matemdticas Puras. Um dos
mais lidimos precursores desta utilizagio foi, sem
divida, J, vox Neomany, mas devem aqui ser também
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