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Arquimedes de Siracusa (287 a.C.— 212 a.C.) é muito pro-
vavelmente um dos maiores matemdticos de sempre. Ten-
do realizado os seus estudos em Alexandria, no Egito, ca-
pital do mundo helénico, manteve correspondéncia com
matemadticos alexandrinos como Eratéstenes e Aristarco.

A sua vasta obra matemaética ndo padeceu de grande
divulgagdo, uma vez que o préprio Arquimedes contri-
buiu, em parte, para isso. Os seus trabalhos dedicados a
quadratura do circulo e da parédbola, ao estudo da espiral,
ao volume da esfera e de outros corpos redondos, ao estudo
do centro de gravidade e aos problemas da flutuagdo eram
escritos na forma de breves tratados, dirigidos aos matema-
ticos da escola de Alexandria. O estilo eliptico, a densidade
de referéncias internas e a dificuldade das demonstragdes
nao favoreceram a difusdo, mesmo entre os matematicos,
apesar da grande originalidade dos seus trabalhos.

Foi apenas em 1906 que o fil6sofo e historiador di-
namarqués Johan Ludvig Heiberg (1854-1928) estudou
um palimpsesto, o qual continha além de textos ma-
temdticos de Arquimedes subjacentes a um texto re-
ligioso do século X, um texto grego, “Sobre os corpos
flutuantes”. Mas foi entre os textos de Arquimedes que
fez a sua maior descoberta, “O método sobre teoremas
mecanicos”, atualmente conhecido por “O Método”, no
qual Arquimedes apresentava a Erat6stenes, de Alexan-
dria, o procedimento heuristico que empregava para
obter as suas conclusdes, que consistia na descri¢do de
um “método mecdnico” para investigar questdes ma-
temadticas, explicando vdérias das suas descobertas, en-
tre as quais aquela que pode ser considerada uma das

xistem diversas formas de
demonstrar como se calcula
o volume de uma esfera em fungao
do seu raio. Contudo, neste artigo,
pretende-se fazé-lo com base
na lei da alavanca de Arquimedes
de Siracusa (287 a.C.— 212 a.C.).

maiores descobertas mateméticas de todos os tempos,
a férmula para calcular o volume de uma esfera.

Arquimedes sabia que o volume de cone é igual a um
ter¢o do volume de um cilindro com a mesma altura e a
mesma base e que o volume de um cilindro é dado pelo
produto da drea de uma das suas bases pela sua altura,
e apresentou uma dedugdo tedrica da lei da alavanca na
sua obra “Sobre o Equilibrio dos Planos” ou “Sobre os Cen-
tros de Gravidade das Figuras Planas”, tendo-a engenhosa-
mente aplicado na demonstragéo da férmula de calculo do
volume de uma esfera.

Tenhamos, por base, o conceito de centro de gravidade
de um corpo de Arquimedes:

“Dois pesos w; e w, nas extremidades de uma
barra de peso desprezdvel e distantes x; e x; res-
petivamente de um ponto de apoio estdo em equi-
librio se wyx] = wyxy.”

Figura 1: llustracdo do conceito de centro

de gravidade de um corpo.

Segundo o gedémetra, o centro de gravidade de qual-
quer corpo é um ponto, pertencente ao corpo ou localiza-
do no espaco vazio, tal que, se for concebido que o corpo
estd suspenso por este ponto, o corpo assim sustentado
permanece em repouso e preserva a sua posicdo original,
sem se inclinar em nenhuma diregéo, qualquer que seja a
sua orientacdo inicial em relagdo a Terra [1] e que todo o
corpo, suspenso por qualquer ponto, assume um estado
de equilibrio quando o ponto de suspensao e o centro de
gravidade do corpo estdo ao longo de uma mesma linha
vertical.

Considere-se, ainda, o postulado 6 (no qual assenta a
lei da alavanca) e os resultados teéricos tratados por Ar-
quimedes na sua obra “Sobre o Equilibrio dos Planos”,
relevantes para o presente artigo:

Um pergaminho usado para nele se escrever vdrias vezes.

Segundo Arquimedes afirma, no decorrer da demonstracao da proposi-
¢ao 6, que comprovou o enunciado ao qual a autora se refere, num outro
trabalho, hoje perdido.
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Postulado 6: Se grandezas se equilibram a certas distan-
cias’, entdo grandezas equivalentes' a estas grandezas
equilibrar-se-do, por sua vez, nas mesmas distancias. [1]

Proposigao 4: Se duas grandezas iguais ndo possuem o
mesmo centro de gravidade, o centro de gravidade da
grandeza composta por estas [duas] grandezas estard no
ponto médio do segmento de reta ligando os centros de
gravidade das [duas] grandezas. [3]

Proposigdes 6 e 7: Se [duas] grandezas sdo comensurdveis
[proposicdo 6] ou incomensurdveis [proposicdo 7], elas
equilibrar-se-d4o em distdncias inversamente proporcio-
nais as grandezas. [3]

Fagamos, agora, algumas consideragdes acerca do
que se entende por alavanca.

A alavanca consiste num corpo rigido, geralmente li-
near, capaz de girar ao redor de um eixo horizontal fixo
em relagdo a Terra (o fulcro ou ponto de sustentagdo PS).
O eixo de rotagdo é, em geral, ortogonal a alavanca, com
os dois ficando usualmente no plano horizontal quando
a alavanca estd parada em relacdo a Terra.

E como se fosse uma balanca, mas com a possibilida-
de de colocarmos pesos a distdncias diferentes do fulcro.

Chamamos braco da alavanca a distancia horizontal,
d, entre o ponto de apoio de um corpo sobre o travessdo
(ou haste da alavanca) e o plano vertical passando pelo
fulcro. Para facilitar a linguagem, usaremos a expressao
de distancia entre o peso e o fulcro, mas em geral deve en-
tender-se distanciahorizontal entre o ponto de atuagdodo
peso na alavanca e o plano vertical passando pelo fulcro.

Quando falarmos de dois bracos da alavanca, deve
entender-se que estes estdo em lados opostos do plano
vertical que passa pelo fulcro.

Para se utilizar a lei da alavanca, pressupde-se que a
alavanca seja sensivel, isto é, tenha liberdade de oscila-
¢do e de giro ao redor do fulcro; verifique as razdes AP/
PA (onde AP é a diferenga entre os pesos que estdo dos
dois lados da alavanca e PA é o peso da alavanca) e d/h
(onde h é a distancia vertical entre o ponto de sustenta-
¢do e centro de gravidade do travessado, e a distancia d é
o menor dos bragos da alavanca).

Os dois lados do travessdo da alavanca devem ter-
-lhes apostas diversas distancias iguais em relagdo a
vertical que passa pelo fulcro.

Mais, para que haja equilibrio de dois corpos numa
alavanca, apenas é relevante o seu peso e a sua distancia
ao fulcro.

GAZETA DE MATEMATICA -

A lei da alavanca determina, tal como Arquimedes
expressou com a proposicdo 6 suprarreferida, que ao
colocar-se um nimero N, de corpos com 0 mesmo peso
P(P4 = N4 P) atuando juntos num dos bragos d 4 de uma
alavanca e um nimero Ng de corpos com o mesmo peso
P(PgNgP) atuando juntos no outro brago da alavanca dp
e soltando-a do repouso na horizontal, ela permanece pa-
rada na horizontal quando dg/d4 = P4/Pg = Na/Np.

Este principio determina que ao se colocar N pesos
Py, P,, ..., Py deum doslados da alavanca suspensos, res-
petivamente, nas distancias dy,dy, ..., dy do plano verti-
cal que passa pelo fulcro e M pesos Pn+1, PN+2, .-, PN+M
do outro lado da alavanca suspensos, respetivamente,
nas distdncias dnt1,dN+2,-..,dN+Mm do plano vertical
que passa pelo fulcro e soltar-se do repouso a alavanca
com esta na horizontal, a alavanca permanece em equili-
brio, verificando-se

N

Zﬂﬁ _ N B
= Podo Ty Podo

Para determinarmos algebricamente o centro de gra-
vidade entre dois corpos, procedemos da seguinte forma:

Considere-se uma alavanca em equilibrio estavel na
horizontal sem a colocagdo de outros corpos. Suponha-
-se que essa alavanca tem uma haste homogénea tal que
quando o fulcro fica ao longo de um plano vertical que
divide a haste em duas partes com 0 mesmo comprimen-
to, a alavanca permanece em equilibrio ao ser solta do
repouso, parada na horizontal. O centro de gravidade do
travessdo estd verticalmente abaixo do fulcro, ou do pon-
to de sustentacdo.

Sabemos que este equilibrio mantém-se caso se-
jam colocados dois corpos A e B suspensos em la-
dos opostos da alavanca, desde que se verifique
dg/ds = Po/Pp, onde d4 e dp sdo as distancias ho-
rizontais entre os pontos de suspensdo de A e de B
até ao plano vertical passando pelo fulcro, sendo P, e
Pg 0s pesos de A e de B, respetivamente. Isto significa
que o centro de gravidade destes dois corpos também
se encontra no plano vertical que passa pelo fulcro.

Tomemos um eixo horizontal, x, ao longo da haste da
alavanca de comprimento L e com origem (escolhida de
forma arbitrdria) em x = 0.

Suponha-se que as extremidades da haste da alavan-
ca estdo localizadas em Xp e Xp = X + L, que coloca-
mos os corpos A e B suspensos nas posi¢des X 4 e Xp do
eixo X, respetivamente, e que a alavanca permanece em
equilibrio ao ser solta do repouso com os corpos A e B



atuando nestas posi¢des, conforme se pode observar na
figura seguinte.

Figura 2: Encontrando a expressao algébrica
para o centro de gravidade.

O centro de gravidade deste sistema tem de estar
sobre o plano vertical que passa pelo fulcro quando
dp/dy = P4 /Pp, uma vez que a alavanca permanece em
equilibrio.

Represente-se a localizagdo do centro de gravidade
dos corpos A e B por X¢g.

Entdo, d4 = XcgXa e dg = XgXcg-

Pela lei da alavanca, a posicdo X do centro de gra-
vidade deste sistema de dois corpos ao longo do eixo X é

dada por:
Xp—Xcc _ Pa
Xcg—Xa  Pp’
ou seja,
P4 Py
Xcg = =X —Xp,
G = p M4 + [

onde Pr = P4 + Pp é o peso total dos dois corpos.

Facilmente se observa que quando P4 = P, Xcg é o
ponto médio entre X4 e Xp.

Feitas as consideracGes anteriores, estamos em condi-
¢des de deduzir, utilizando a lei da alavanca de Arqui-
medes, a férmula para calcular o volume de uma esfera
de raio .

Pretende-se colocar os sélidos a seguir descritos sus-
pensos nas extremidades de uma alavanca, como mostra
a figura 3.

Para tal, comecemos por considerar os trés sélidos de
revolugdo seguintes: uma esfera gerada pela rotacdo do
seu circulo maior de raio r em torno do seu didmetro, um
cone de raio e altura iguais ao didmetro da esfera e um
cilindro de raio e altura iguais ao didmetro da esfera cujo
eixo coincide com o didmetro da esfera, dispostos confor-
me a figura 4.

Figura 3: Alavanca com os sdlidos suspensos

e com fulcro em A.

Figura 4: Posicdo dos sélidos.

Deixemos a cargo do leitor a justificagdo da importan-
cia da posicdo dos sélidos.

Tomemos o ponto de suspensdo dos sélidos no vérti-
ce do cone. Entdo, os centros de gravidade dos trés séli-
dos encontram-se numa mesma linha reta vertical.

Considere-se uma alavanca HC de bracos HA e AC
em equilibrio sem os sélidos suspensos, cujo compri-
mento dos bragos é 2r e com fulcro no ponto médio de HC

Entenda-se “grandezas a certas distdncias” como ‘grandezas cujos
centros de gravidade estdao as mesmas distancias do fulcro.”

Entenda-se “grandezas equivalentes” como “‘grandezas com o mesmo
& &
peso.”

Este postulado permitia a Arquimedes substituir um corpo A suspenso
numa alavanca através do seu centro de gravidade localizado a distancia
horizontal d do plano vertical passando pelo fulcro, por outro corpo B
conveniente que tivesse o mesmo peso que A, sem afetar o equilibrio
da alavanca, desde que o centro de gravidade deste corpo B também
estivesse pendurado na alavanca a mesma distancia horizontal d do plano
vertical passando pelo fulcro.

Equilibrio estdvel € quando qualquer perturbacdo na posicdo do corpo
fizer com que o centro de gravidade suba em relacdo a sua posicao
anterior.
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(para que o plano vertical que passa pelo fulcro divida ao
meio o travessdo da alavanca). Seja A o fulcro.

Comece-se por considerar que o fulcro se encontra
no vértice do cone e, por comodidade, faga-se um corte
transversal nos trés sélidos passando pelo fulcro e su-
ponha-se que os sélidos estdo suspensos neste ponto de
apoio’. Obtém-se a figura 5.

L

m

Figura 5: Sec¢do transversal dos sdlidos.
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Figura 6: Designacdao de pontos da seccao.

De seguida, através deste corte transversal, tentemos
encontrar pontos de suspensdo para os sélidos em am-
bos os bragos da alavanca, que ndo perturbem o equili-
brio da mesma.
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Para tal, facam-se trés cortes nos sélidos segundo
planos paralelos a base do cilindro, tais que o cilindro
fique dividido em quatro partes iguais'. Tais planos cor-
tam AC em quatro partes iguais.

Denominems-se por S, O e G os pontos de interse¢do
dos planos com o eixo de rotagéo do cilindro.

Centremo-nos, agora, na secgdo transversal dos
sélidos.

Designem-se pelas letras O e P os pontos de interse-
¢do do circulo com a reta MR e Q e N os pontos de inter-
secdo da reta MR com o tridngulo AEH, assinalados na
figura 6 e considere-se o tridngulo AOC.

Como
AS _ AS AC _
AC  AC AC

~ AS-AC  AS-(AS+5C) AS>4+ AS-SC
- ACT AC? B AC?

e AS-SC = 0S - SP, dado que AC e OP sdo cordas da cir-
cunferéncia que se intersetam em S, podemos afirmar

que
AS AS?+0S-SP _ AS?+ OS2

AC AC2 AC?

e, portanto,
AS-AC* = AC- (AS? + 0S?). )
Como, por construgéo, se sabe que AH = AC = MS,
atendendo a que o tridngulo AQS é is6sceles (porque os
angulos ZQAS e ZAQS tém as mesmas amplitudes, sdo
ambos de 45°), tem-se que QS = AS.
Consequentemente, a igualdade (1) é equivalente a
AS-MS? = AH - (QS? + 08?),

ou seja,
AS _QS$*+0S8* | AS _ m-(QS*+0s?)
AH ~ MS$? AH ~~ 7-M$?
o AS _ 7w Q8?4708
AH ~ 7-MS$?

Assim, como 77 - QSZ, m-08% e - MS? representam
as dreas dos circulos de raios QS, OS e MS, respetiva-
mente, e como o equilibrio de dois corpos se mantém, se
as distancias horizontais entre os pontos de suspenséo
destes forem inversamente proporcionais ao seu peso,
podemos concluir que o equilibrio da alavanca nao é
perturbado, se colocarmos os circulos de raios QS e OS
suspensos na extremidade H da alavanca e o circulo de
raio MS suspenso no ponto S pertencente ao outro brago
da alavanca, ou seja, a uma distancia horizontal do ful-
cro igual a r/2.



Tendo em conta que todos os resultados deduzidos
através da secgdo transversal mantém as mesmas pro-
priedades se considerarmos S a variar de A até O’, tome-
mos o cilindro como unido infinita dos circulos de raio
igual a MS, o cone como unido infinita dos circulos de
raio igual a QS e a semiesfera como unido infinita dos
circulos de raio igual a OS, com S a variar de A até O".

Podemos concluir que o equilibrio da alavanca nédo
é perturbado se remontdssemos os sélidos e os colocds-
semos suspensos no travessao da alavanca da seguinte
forma: a semiesfera e o cone na extremidade H da ala-
vanca e o cilindro no ponto de suspensao S situado no
outro brago da alavanca.

Designem-se por Vs, Vi e V; os volumes da semiesfe-
ra, do cone e do cilindro, respetivamente.

Como a alavanca se mantém equilibrada com a sus-

pensao dos sdlidos, verifica-se a relacdo Y = 45
ou seja, V. + V. Ve+ Ve 1
c s r c s
Yot Vs _ThgtetVs 1 2
vi 27TV T @

AtendendoaqueV, =1/3- mr?reV; = (2r)27tr, subs-
tituindo em (2), vem:

1.2 2
grrter+Vs 114 (@)
e aT3 Y=g
1 2
@\/S:nr3—§-7rr3<:ﬂ/s:§~7rr3.

Como o volume da esfera inicial é o dobro do volu-

me desta semiesfera, podemos concluir que o volume da

esfera inicial é 4/3 - 7tr°.
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Desta forma temos a garantia de que o sistema continua em equilibrio.
O cilindro ¢ dividido em partes iguais, para que tenham pesos iguais.

Tem em conta os procedimentos adotados por Arquimedes. [2].
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