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COMPARAR AREAS SEM CALCULOS:

O TEOREMA DE BOLYAI-GERWIEN

Em tempos antigos, muito antes de a escola nos ter metido nas cabegas métodos pe-

nosos de contagem "um, dois, trés, ... mil trezentos e dezasseis, ...", etc., pastores que

queriam saber se o niimero de carneiros que tinham era igual ao das ovelhas, "casa-

ram" cada carneiro com uma ovelha. A resposta era sim, se e s6 se ndo sobrassem nem

ovelhas nem carneiros. De forma algo semelhante, um carpinteiro, que néo sabe usar

férmulas para calcular dreas, pode decidir se uma dada folha poligonal de ouro dd ou

ndo para dourar a parede extravagante de um arquiteto do cubismo.

s primeiras pdginas de um livro de histéria de mate-
mdtica como [1] convencem-nos de que os conceitos
de comprimento, drea, volume, sdo dos mais intuitivos, mais
antigos e mais bdsicos de toda a matematica: "os registos mos-
tram que todos os povos antigos que consideramos sabiam
como calcular as dreas de figuras simples e retilineas”. Poucas
péginas depois, sabemos que os babilénios jd conheciam o vo-
lume de uma pirdmide em termos de drea de base e altura.
Na verdade, ao longo de toda a histéria da matemaética
o célculo de dreas e volumes atraiu a atengdo. J4 os gregos,
nomeadamente Arquimedes (287-212 a.C.) baseando-se em
Eudoxo (408-355 a.C.), calcularam dreas de figuras limitadas
por linhas curvas por um método a que chamaram "exaus-
tao". Hoje em dia, tais dreas sdo calculadas por célculo inte-
gral inventado por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716).
Estes autores ainda ndo tinham uma boa teoria dos nimeros
reais. Os gregos, sempre zelando pelo rigor das suas afirma-
¢oes, quando nao foi possivel doutra forma, deram estima-

tivas (para m, por exemplo) ou evitaram o cdlculo explicito

de limites usando raciocinio por absurdo: "se esta drea fosse
< 2/3, entdo ... contradi¢do; se fosse > 2/3, entdo ... contra-
dicdo ... logo a drea ¢ 2/3." Os inventores do cdlculo tive-
ram grandes dificuldades em justificar os seus argumentos.
Procuraram refligio em "quantidades infinitamente peque-
nas", "fluxdes” etc. Mesmo quando Riemann (1826-66) for-
mula a sua defini¢ao de integral em 1853 ainda menciona tais
quantidades. Para resumir uma histéria complexa: as tiltimas
deficiéncias na fundamentacdo do cémodo célculo integral
acabam apenas depois da constru¢do de uma teoria satisfa-
téria dos ndmeros reais, e de defini¢oes de continuidade e li-
mites de sucessoes por Dedekind, Cantor, Weierstrass, Heine.

Devidamente interpretado todo este processo é exemplo de
um dictum de Immanuel Kant: "Toda a cogni¢do humana co-
mega com a intuigdo, passa daqui para nogdes e termina com
ideias." Se olharmos mais de perto para o desenvolvimento do
conceito de drea, vemos outro exemplo.

Temos uma intui¢do de drea adquirida em crianga, fazemos

cdlculos semi fundamentados com nogdes como "superficie” e
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"4reas" enquanto alunos, e s6 o homem que faz da matemdtica
a sua vida aprende que pensadores anteriores cristalizaram
o conceito numa ideia abstrata axiomatizando a "drea" como
sendo uma aplicacdo # que associa a certos subconjuntos A
do plano (a cada "figura") um real ji(A) tal que sdo vélidas as

seguintes propriedades:
a) Toda a figura A tem uma drea ndo negativa: u(A) > 0;

b) Se A e B sdo duas figuras disjuntas, entdo
#(AUB) =p(A) +u(B);

¢) Se A’ é uma figura obtida por um movimento euclidia-
no (i.e., translagdes e rotagdes) partindo da figura A, entdo
p(A) = u(A).

d)Sea figura Q é um quadrado de lado 1, entdo 1(Q) = 1.

Quando examina minuciosamente as subtilezas das proprie-
dades propostas, o homo mathematicus vé para seu espanto que
nédo ¢ possivel atribuir uma drea a todos os subconjuntos do pla-
no; a proposta levaria literalmente a contradigdes do tipo 1= 0.
Como vimos, para a indicagdo exata de dreas de regioes limita-
das por arcos, sdo precisos tipicamente niimeros e processos que
transcendem métodos elementares.

Mas figuras retilineas? Serd possivel decidir a igualdade da
area de dois poligonos sem ter de aprender primeiro estas pesa-
das teorias de integrais, reais, limites?

Esta questao foi resolvida de forma afirmativa por Farkas
Bolyai, amigo de Gauss e pai do posterior co-fundador da geo-
metria ndo euclidiana Janos Bolyai (1832), e o oficial e matemati-
coamador Gerwien em 1833. E objeto do presente Canto Délfico.

Por um poliedro (plano) en-

tendemos uma figura limitada

e fechada do plano cuja fron-

teira ¢ unido de um conjunto

finito de segmentos retilineos.

Pode ser uma figura descone-

xa e ter "buracos". Este tipo de

poliedro é por vezes chamado

poligono; mas frisamos que na

abordagem presente é impor-

tante que o "interior” pertenga a figura. Dois poliedros P, P’
dizem-se equidecomponiveis se existir uma familia finita de
poliedros Py, - -, P que sujeitos a movimentos euclidianos

01,..., 0% € 07,...,0] permitam tanto compor P como P’ sem

que quaisquer dois dos P; tenham pontos interiores em co-
mum. Esta exigéncia € mais fraca do que uma unido disjunta
e em vez do simbolo ¥ utiliza-se o stmbolo X para o efeito.
Assim, temos P = Y¥_, ¢;(P;) (ou P = oy (Py) + - - - + 0x(Px))
e P' =Yk, 0/(P). Se P e P’ sdo equidecomponiveis, entdo
escreve-se P ~ P,

Através de uma série de exercicios e alguns lemas vamos

mostrar o seguinte teorema.

Teorema (Bolyai-Gerwien). Dois poliedros sao equidecom-

poniveis se e s0 se eles tiverem a mesma drea.

E claro que a equidecomponibilidade de dois poliedros im-
plica que tém a mesma drea: isto é consequéncia dos axiomas
b) e ¢). O resto do ensaio é dedicado & demonstragdo de que

dois poliedros da mesma drea sdo equidecomponiveis.

Exercicio 1. Um qualquer poliedro pode ser decomposto
em triangulos.

Exercicios mesmo sem o habitual "mostre que ..." ou algo
semelhante sdo convites ao leitor para que demonstre o enun-
ciado; no caso atual sugere-se indugao sobre o ndmero de vér-

tices.

Lema 2. Equidecomponibilidade é uma relacao de equivalén-
cia na familia de poliedros. Isto é: Se P, P’, P" sdo poliedros,
entdo temos as seguintes propriedades i), ii), iii) ditas reflexi-
vidade, simetria, e transitividade, respetivamente.

)P~ P;

ii)SeP ~ P/, entdo P’ ~ P;

iii) SeP ~ P' e P! ~ P" entaoP’ ~ P”.

Prova. As afirmagoes i), ii) podemos deixar como exer-
cicios. A afirmagao iii) também ndo ¢é dificil: por hipdtese
existem decomposicoes de P’ em poliedros P’ = Py + - + Py
e P’ = P[+---+ P/ tal que certos movimentos de Py, .., Pk
ddo P, e certos movimentos de P;, ..., P/ ddo P". Ora em P’
podemos imaginar estas decomposi¢oes numa sobreposi¢ao
que origina outra familia de poliedros, a saber as intersecoes
PN P]{, i=1,.,kj=1,.1 (cuja unido é P’). Apés um mo-
mento de reflexdo, ¢ claro que estas interse¢des podem por
um lado ser movidas e recompostas de modo a obtermos P, e
por outro lado tal que obtemos P”. Isto mostra P ~ P" como

queriamos.
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Exercicio 3. Para todo o tridngulo T existe um retangulo R
que tem com T um lado comum e é equidecomponivel com ele.
Pista: a decomposigao mais natural d4 a férmula:

"drea de um tridngulo = (base x altura)/2."

Lema 4. Todo o retdngulo é equidecomponivel com um re-

tangulo em que a fracdo lado comprido/lado curto é < 4.

Prova. Sejam a4 >b os lados do retangulo dado.
Sea/b < 4nido precisamos de fazer nada. Suponhamos agora
a/b > 4es.p.d.g.' queolado comprido a é horizontal. Divida-
-se o retangulo em dois iguais através de um corte vertical
que passa pelos pontos médios dos lados horizontais infe-
rior e superior. Ponha-se um destes retdngulos no topo do
outro. Obtemos um retdngulo de lados 4’ =a/2 e b/ = 2b.
Diminufmos assim a razdo entre os lados do retangulo por
um fator 4: ' /b" = }(a/b). Aplicando este processo repetidas
vezes chegamos a um retdngulo em que a mencionada razao

estd compreendida entre 1 e 4.

O seguinte lema ¢é a parte central do argumento.
Lema 5. Um retdngulo com lados a, b e tal quel < a/b < 4

é equidecomponivel com um quadrado de lado/ab.

<
N
~
N
N
~
N
~_ I ’
~
’ ~
~
~
~
~
~l
~
N
~
N
N
N
N
~
~
N
a B B’

Prova. Na figura acima vemos um quadrado [ABCD]
de lado que se supGe ser vab em sobreposicio com um re-
tangulo [AB'C'D'] de lados a = |AB’| e b= [B'C’|. Num

sistema cartesiano com origem no vértice comum A das

duas figuras, e eixo xx contendo o lado [AB'] do retangulo,
a equagcdo da reta que passa por D e B' é y/ab +x/a = 1.
Em particular passa pelo ponto I = (Vab, vab —b). Como
a < 4b, temos Vab — b < V402 — b = b. Isto significa que
o ponto I estd dentro do retangulo. Portanto, a diagonal estd
dentro da drea coberta pelas figuras. A parte do quadrado que
sobressai do retangulo forma, ela mesma, um retdngulo de la-

dos verticais \/ab — b.

Disto obtemos a congruéncia dos tridngulos [DDT]
e [IBB']. Logo, as hipotenusas destes tridngulo sdo iguais, i.e.
|DI'} = [IB’|. Logo |DI| = |DI'| 4 |I'l| = |I'I| + [IB’| = |I'B|.
Por isso podemos deslizar o tridngulo [IB'C] ao longo
do segmento tracejado até que coincida com o triangu-
lo [DIC]. De forma andloga, podemos mover o tridngulo
[IBB'] até que coincida com [DDT]. Desta forma cridmos,
partindo do retdngulo [AB'C'D'] um quadrado [ABCD].

A solugdo do exercicio seguinte acaba a prova do lema.

Exercicio 5. Demonstre detalhadamente as congruéncias
usadas na prova e diga em que componentes devemos se-
gundo o argumento anterior decompor o retingulo [AB'C'D']
para obter o quadrado [ABCD].

O seguinte exercicio sugere uma prova do teorema de Pi-
tdgoras.
Exercicio 6. Dois quadrados disjuntos sdo equidecomponi-

veis com um tnico quadrado.

Sugestao. Considerem o contorno a cheio da figura. Esse in-
dica dois quadrados de lados @ > b, digamos; um ao lado do
outro. O ponto U é escolhido de modo a dividir o segmento
horizontal inferior na razdo b : a. Os dois segmentos trace-
jados que partem de U definem o paralelograma tracejado.
Porque é que este paralelograma é na verdade um quadra-
do, e porque é que é equidecomponivel com o poliedro ori-

ginal formado pelos dois quadrados juntos?

Corolério 7. Todo o poliedro é equidecomponivel com um

quadrado.

Prova. Seja P o poliedro dado. Pelo exercicio 1 podemos
decompd-lo numa familia de triangulos. Pelo exercicio 3, cada

um dos tridngulos é equidecomponivel com um retdngulo.
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E pelo lema 4 cada um destes retangulos é equidecomponivel
com um retdngulo em que os lados tém razdo compreendida
no intervalo [1/4, 4]. Pelo lema 5 estes retangulos sdo equide-
componiveis com quadrados. Aplicando o exercicio 6 repeti-
das vezes, a familia de quadrados obtida é equidecomponivel
com um tinico quadrado. Como, pelo lema 2, a equidecom-
ponibilidade de figuras ¢ uma relagao de equivaléncia, logo
transitiva, obtemos a afirmagao do coroldrio 7.

Do coroldrio 7 obtemos a prova do teorema de Bolyai-
-Gerwien, pois se P, P’ sdo dois poligonos com a mesma 4rea
A, entdo sdo ambos equidecomponiveis com um quadrado Q
de lado v/A. E assim P ~ Q ~ P’ dé-nos P ~ P/, como queri-
amos mostrar.

Mencionemos ainda dois desenvolvimentos posteriores,
intimamente ligados ao nosso tépico. Provavelmente, ja sa-
bendo do teorema de Bolyai, Gauss lamentou junto do seu
discipulo Gerling que a prova do teorema de que pirdmides
triangulares da mesma altura e da mesma base tém o mesmo
volume depende do método da exaustdo. Esta observagao foi
mencionada por Hilbert na sua famosa palestra "Problemas
Mateméticos” que viria a influenciar decisivamente o desen-
volvimento da matematica do século XX. No seu terceiro pro-
blema diz: "Parece-me que uma prova deste tipo [dado por
Bolyai e Gerwien para poliedros planos] ndo é possivel para
[poliedros a trés dimensdes]". Este facto foi provado, j4 em
1901, por Max Dehn; o terceiro problema de Hilbert tornou-
-se assim o primeiro resolvido. Provas muito mais simples
e transparentes do que a de Dehn foram desenvolvidas por
Sydler, Kagan e Boltiansky. Uma exposi¢ao extraordinaria-

mente legivel é dada no livro [2].
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Questoes ligadas a volumes levaram também a famosos
paradoxos. O paradoxo de Hausdorff-Banach-Tarski diz que
quaisquer dois corpos tridimensionais de extensdo finita e
com interiores ndo-vazios sdo equidecomponiveis. Estas de-
composigdes, ao contrdrio das mencionadas acima, ndo sao,
no entanto, construtivas; a mera existéncia destas é uma con-
sequéncia do axioma da escolha, ver [3], [4].

Convidamos sobretudo professores e alunos de escolas
secunddrias a enviar solugdes aos exercicios, observagdes e

perguntas ao
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