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Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”

Um casino projecta implementar um novo jogo a que chamou “Jogo da Sobreposi¢do”. Consiste no seguinte: 3
moedas sao lancadas 6 vezes consecutivas e contado ontimero k de vezes (k € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}) que as moedas
apresentam a mesma face (nimero de sobreposigoes). Cada apostador recebe k euros.

Por exemplo — supondo as duas faces gravadas com “0” e “1” — se o resultado de um jogo fosse

0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0

cadajogadorreceberia €2.

Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucro?

Consideremos o problema na sua generalidade: sdo langadas m moedas equilibradas  vezes consecutivas.
Seja X, , a varidvel aleatdria que representa o valor k recebido pelo apostador, com k=0, 1, ..., n. A fungdo de

probabilidadede X, ,é dada por.

e )

P(Xm,n =k )= 2(m-1)n

(k=01..,n).

4
No exemplo apresentado ter-se-4 P(X,, =k )= Tk (k=0]1..6).

!Caso geral: se em vez de lancarmos moedas efectuarmos n langamentos consecutivos de m poliedros regulares com f faces,

tem-se (fm'l' 1),,.1(.(:) ) (fm_l_ 1)11:(;:) )
p ()(m,ﬂ,f = k)= .f‘("li-l)l (k = 0,]1-", n) € E(Xm,n,f) = l;k . f‘(mi-l)n =fm
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[Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”]

Distribui¢ao de probabilidade do valor recebido por jogo

Valor
recebido (k)

‘Probabilidade 0,177979 | 0,355957 | 0,296631 | 0,131836 | 0,032959 | 0,004395 | 0,000244

Gréfico de barras da distribuicso:
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" Parao exemplo considerado tem-se E(X; ;) =1,5,

Pode mostrar-se que E(X,, ) = ;k T el

pelo que o casino deve cobrar um valor superior a €1,5 por aposta. Por exemplo, €2 seria um valor aliciante para
um jogador menos prevenido.
E interessante verificar que, para um dado , E(X,,,) € mdxima — vale n/2 — quando apenas se jogam 2

moedas, tendo-se entdo uma distribuicéo de probabilidade simétrica. Vejamos o gréafico debarras de X, 4

PX=k) Densidade de X(2,6)
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[Os Jogos da “Sobreposicdao” e da “Mudanca”]

Também é interessante notar que, considerando igual nimero de langamentos, cada nova moeda introduzida
reduz o valor esperado para metade.

Ao leitor interessado em realizar num computador experiéncias com valores superiores de m e 1, sugere-se
que o cdlculo do niimero de “sobreposi¢des” nas sequéncias seja feito do seguinte modo: represente por “0” e
“1” os resultados do lancamento das n moedas; dadas as m sequéncias %, v, w,... com n elementos cada,

n n
determine o nimero de sobreposigdes k = @ v, w; - )+ > (v -0 wf-..) emqueu’, v, w',. designam
=1 i=1
as sequéncias complementares de 4, v, w,..., isto , as que se obtém substituindo “0” por “1” e “1” por “0”.
Suponhamos agora que o casino pretende introduzir um segundo jogo a que chama “Jogo da Mudanga”.
Como veremos, este jogo € bem menos aliciante — a sua apresentagdo visa apenas motivar desenvolvimentos
posteriores.
Um dado € langado 11 vezes consecutivas e conta-se o nimero, k, de vezes (k € {0,12,..,89,10}) que uma

’ g : ; ~ k
face é seguida de uma face diferente. Definamos “taxa de mudanga” como a razdo 10 Cada apostador recebe
10vezes o valor da “taxa de mudanga”. Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucronojogo?
. 5
Mostraremos que deve cobrar um valor superior a 10 x § curos; por exemplo, €8,5 por aposta, o que

proporcionaria ao casino um lucro médio por aposta inferior a 50 céntimos, um resultado pouco estimulante,
quer para o casino, quer para o apostador, que teria, no maximo, um lucro de €1,5 por aposta. Néo serd possivel
imaginar um “jogo da mudanca” que gere mais entusiasmo? E se usassemos um dos outros quatro poliedros
regulares? (No caso do tetraedro deveriamos analisar a mudanca da face que fica em baixo, claro).
Responderemos a esta questdo mais adiante. Antes, porém, vejamos o caso do cubo.

. . . k _
Seja Y, , a variavel aleatdria que representa a “taxa de mudanga” 71 numa sequéncia de n lancamentos
: o

consecutivos deum dado (comk=0,1,..., n-1). Afuncdo de probabilidade de Y, é dadapor

51;. n-1
ply, =K -2\ %) 4 _01..n-1)
6n -1 6n_1 =vl..,n .

No caso delancarmos o dado 11 vezes consecutivas, ter-se-a:

5 10
k k
P\ Yy = 0)° g0 (k=01..10).

Gréfico de barras correspondente:
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[Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”]

5k R n-1
&k k 5
Pode mostrar-se que E(Y,) = Z— el g Supondo que o apostador recebe 10 vezes o valor

1
o - 1 6”
. 5
da “taxa de mudanca” observada, o casino deve cobrar pelo menos 10 x 5 euros por cada aposta, tal como
referimos.

E se usassemos um dos outros poliedros regulares? E de prever que, quanto maior o nimero de faces do
poliedro, mais assimétrica é a distribuicéo e portanto menos aliciante é o jogo. Vejamos entédo o que se passa com
o tetraedro. Para isso, analisemos o caso geral. Seja Y;, a variavel aleatéria que representa a “taxa de

mudanga” L (comk=0, 1,..., n- 1), numa sequéncia de n lancamentos consecutivos de um poliedro regular
n -
equilibradodef faces.
Afungdo de probabilidade de Y, é dada por
k -1 (n-1
P(Yf,n = mj = (;n_l) ( k ) (comk=0,1,..,n-1), (1)

’ k(-1 (n-1)_f-1
tendoseE(Yfm)—kZ;m- e ( ‘ )_T

No caso de lancarmos um tetraedro 11 vezes consecutivas obtemos o seguinte grafico de barras da
distribuicao:

(Y /10) Densidade de Y (4,11)
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A distribuigdo é notoriamente mais simétrica que no caso do dado: o grau de simetria varia inversamente com o
numero de faces do poliedro. Infelizmente ndo existem poliedros regulares com menos de quatro faces, pelo que
0 “Jogo da Mudanca” mais aliciante que podemos imaginar é o que se joga com um tetraedro. Mas notemos um
facto curioso: se atribuirmos a f o valor 2, obtemos um valor esperado da “taxa de mudanga” iguala 0,5 — a
simetria perfeita... O que é que se aproxima mais de um “poliedro” com duas faces? Talvez uma moeda. Se em
(1) substituirmos f por2, obtemos:

k 1 (n-1
P(Yz,n = ﬁ] = o ( k ) (comk=0,1,..,n-1),
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[Os Jogos da “Sobreposicdao” e da “Mudanca”]
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que é efectivamente a densidade da varidvel aleatdria que representa a “taxa de mudanga” numa sucessao de n
langamentos consecutivos de umamoeda equilibrada. Fis o grafico de barras da distribuicdo de Y, ;4

B Sk10) Densidade de Y (2;11)
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Em vez de moedas submetidas asleis do acaso, podemos analisar o comportamento — em termos de taxa de
mudanga — de “moedas” governadas por leis deterministicamente definidas. Por exemplo, a sequéncia de
periodo 7 respeitante a uma “moeda” de faces “0” e “1” - (1,1,1,1,1,1,0) — cuja “taxa de mudanca” tende para

% quando o niimero de “langamentos” cresce indefinidamente. Refira-se que o limite da “taxa de mudanca”
et . - " : 2 :
noutras sequéncias com o mesmo periodo néo é necessariamente iguala =, podendo apenas tomar dois outros
7
valores — ; e g . E o caso, respectivamente, de (1,0,0,0,0,1,0) e de (1,0,1,0,1,0,0). Em geral, vale o seguinte

teorema (em sequéncias bivalentes cujos termos, sem perda de generalidade, tomam os valores 0 ou 1):
Aindefinida justaposigio consecutiva de uma sequéncia de dimenséo n > 1 e cuja “taxa de mudanga”, [i.e.n.’

de mudangas/(n-1], é diferente de 0 produz uma sequéncia cuja “taxa de mudanca” tende para %, com
n
k=12.., C(g) (ou k=12,., C(g) -1 ,no caso de n ser par e serem iguais o primeiro e tltimo termo da

sequéncia geradora). (Ver demonstragdono Apéndice 1). 2%
Uma consequéncia interessante deste resultado é a seguinte: de — = 0,5 decorre % = 4, concluindo-se
n

que apenas em sequéncias com periodo multiplo de 4 pode o limite da “taxa de mudanga” ser 0,5. Assim, se
numa sequéncia deterministicamente gerada pudermos assegurar que o limite da “taxa de mudanga” é 0,5,
garantimos implicitamente que o seu periodo é multiplo de 4. Para outros valores desse limite resultam em geral
diferentes valores para o periodo. Por exemplo, se o limite da “taxa de mudanga” de uma sequéncia for 0,8,
podemos garantir que o seu periodo serd multiplo de 5.

De entre as sequéncias deterministicamente geradas ha uma de particular interesse que diz respeito ao
“lancamento” de uma “moeda” especial de faces “1” e “5”, a que poderfamos chamar moeda primal. Referimo-
-nos a sucessdo modulo 6 dos nimeros primos (a partirdo 3.° primo): 5, 1,5,1,5,1,5,5,1,1,5,1,5,5,5,1,1,5, 1, 1...
Qual sera o limite (se existir) da “taxa de mudanca” desta sucessdo?
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[Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”]

Para os primeiros 1000 termos da sucessdo, os valores da “taxa de mudanga” variam entre 1 e 0,625626... e a sua
evolugdo apresenta o seguinte aspecto grafico:

0.72 -
800 1000

0.68

0.66

0.64 ﬂm

0.62

Apesar das oscilagGes cadticas termo a termo, sugerimos num outro trabalho que é possivel encontrar uma
férmula que se ajuste globalmente aos dados. A conjectura a que nos referimos, apoiada em consideravel
evidéncia experimental, materializa-se na seguinte expressao:

1

“taxade mudanga” até ao p - ésimo primo= 47,4 +
0,0678763 -In(Inf)) - 0,0716475

(com a “taxa demudanga” em percentagem).
No quadro seguinte apresentam-se alguns valores estimados pela expressao anterior:

P “taxa de mudanga” | “taxa de mudanca” |Erro relativo
observada (%) estimada (%) (%)
1000 000 55,7914 55,7825 0,016
10 000 000 55,9242 55,9437 0,035
50 000 000 55,4929 55,4968 0,007
100 000 000 55,3318 55,3297 0,004
110 000 000 55,3097 55,3077 0,004
118 000 000 55,2909 55,2917 0,001

O ajustamento considerado sugere assim um limite da “taxa de mudanga” na sucesséo dos primos médulo 6
da ordem de 47%. O calculo com maior niimero de termos poderia eventualmente confirmar ou infirmar esta
conjectura; todavia, se notarmos que, de acordo com a referida conjectura, a taxa de 50% (por exemplo) seria
alcangada com o primo de ordem aproximadamente igual a 4,6 x 10°* (!), ficamos com uma ideia das avultadas
dificuldades de computagdo que se colocam.

Contudo, tendo em conta que todos os pares de primos gémeos estdo associados a ”transi¢bes” 5—1
na sucessdo’ dos primos médulo 6 e 0 seu niimero parecer variar quase linearmente com o nimero de transicdes,
o esclarecimento desta questdo teria o interesse adicional de proporcionar alguma informagéo sobre a natureza
exacta dessa relagao quase linear.

Bibliografia
[1] G.Bhattacharyyaetal. (1977). Statistical Concepts and Methods, Wiley.

[2] AMoodetal., (1974). Introduction to the Theory of Statistics, McGraw-Hill.

[3] http://mathworld.wolfram.com.

*Supondo gémeos 0s primos p,e p;.,, tem-se:P.; - P =2 (mod6é) = p, =5(mod6é) A p;,, = 1(mod6).
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Apéndice 1
Ademonstragao do Teorema recorre a seguinte propriedade: Em qualquer sequénciabivalentea,, a,, ..., a,

n-1 n-1

com mais de 2 termos (0 ou 1), o niimero de mudangas é dado por m(n)=a,+a, + 2(2 a - Zakakﬂj . (Esta
propriedade pode ser facilmente demonstrada por Indugéo). a b

Consideremos entdo uma sequéncia geradora com n termos. Tendo em conta a referida propriedade, o
nimero de mudangas que nela podem ocorrer, no caso de serem iguais os seus primeiro e tiltimo termo, ou seja
quandoa,= a,, é par para todo o 1, ja que m(n) =24, +2. Dado que o Teorema exclui a possibilidade de sernulaa
“taxa de mudanga” nessa sequéncia, e portanto de ter-se m(n) =0, concluimos que podem ocorrer2, 4,6, ..., n-1
mudancas senéimparou2,4,6, ..., n-2mudangassen é par.

Ontimero de mudancasemm sequéncias iguais justapostas consecutivamente é entéo:
(n -1)m se n é impar,

(2-2)m se né par.

Assim, a “taxa de mudanga” na m-sequéncia pode tomar os valores:

(n-l)m
2m  4m 6m nm-1
nm -1 nm-1"nm-1"" | (4-2)m

2m,4m,6m, ..., {

se n éimpar,

se n é par.
nm-1 P
ek senéimpar,
246 . pat
Quando m —>, estas razdes tendem para _s s s+
n'n'n n-2 ;
—— senépar.
n
n-1
2k =N se n é impar,
Oslimites sdo pois daforma -, com k=123.., ou, se se quiser, da

se n é par,

n {7
ok C (—) se n ¢ impar,
forma — comk=123..,
it n
C(EJ_I se n € par.

No caso de serem diferentes o primeiro e tiltimo termo da sequéncia geradora, o numero de mudangas que

. ~ — = A z
,poissea, * a,,entdoa,+a,=1, peloquem(n)=a,+a,+2¢

, n -2 se n é impar
nela podem ocorreré 13,5, ...,

; n-1 se n é par
impar paratodoon.

O ntimero de mudangas em m sequéncias iguais justapostas consecutivamente é (ha que contar agora as
mudangas entre sequéncias consecutivas):
(n-l)m- 1 se n é impar

2m—],4m—],6m-1,...,{ i
nm -1 se n é par

Assim, a “taxa de mudanga” na m-sequéncia pode tomar os valores:

2m-14m-1 6m-1 Msenéimpar,
— nm-1
1 se n é par.

nm-1 nm-1" nm-1
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Quando m —x, estas razbes tendem para
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Os limites sdo pois da forma 2k ,com k=123,.., z
n

= n
k=123,.. C(ZJ ;

édaforma % comk=123,..C (g] ,0que éimediato.

SOCIEDADE I PORTUGUESA DE MATEMATICA

n ‘s
—— S€ n e 1mpatr,
n

1 se né par.
n s
—— se n éimpar,

7 se n é par,

Para a demonstragéo ficar completa, e dado que a propriedade em que nos apoiamos supde que a sequéncia
geradora tem mais de 2 termos, basta comprovar que nas sequéncias (0,1) e (1,0) o limite da taxa de mudanga (=1)

[Apéndice 1]

. 2k
ou, se se quiser, da forma — com
n
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