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N este trabalho descrevemos a
configuracao da Torre
de Hanéi apés a i-ésima jogada.

1. INTRODUGAO

A Torre de Handi foi popularizada pelo matematico fran-
cés Edouard Lucas no ano de 1892, [1]. O famoso quebra-
-cabegas é composto por uma base e trés pinos A, B e C;
no pino A estdo dispostos n discos de tamanhos distintos,
do maior para o menor. O objetivo do jogo é transferir os
discos de A para C de modo a que em cada movimento
apenas um disco seja movido e os discos maiores nunca
fiquem sobre os menores. Outras variagGes deste desafio
surgiram no inicio do século XX, sendo a mais famosa
a Torre de Handi com quatro pinos, citada em [2]. Mais
curiosidades sobre o jogo estdo em [3].

H4é uma solugao para o jogo utilizando a menor quan-
tidade de movimentos possivel; para 1 discos sdo necessa-
rios 2" — 1 movimentos para concluir o jogo. Suponha que
esta solucdo é interrompida na jogada i. Neste trabalho
descrevemos a configuracdo da torre nesse instante, isto é,
em que pino cada um dos discos estard.

Proposigao 1. Considere uma torre com 7 discos e seja a,
a quantidade minima de jogadas para vencer o jogo, entdo
a, =2" —1.

Demonstragdo. Para transferir o maior disco para o
pino final C, devemos primeiramente mover todos os
n — 1 discos para o pino intermedidrio B com a,,_1 movi-
mentos; uma vez que todos os 1 — 1 discos estdo no pino
B, o maior disco ficard livre para ser transferido para o
pino C com um movimento, totalizando 4,1 + 1 movi-
mentos. Em seguida, transferimos todos os n — 1 discos

para o pino C com mais 4, 1 movimentos, totalizando
ay—1+14a,1=2-a,1+1=a, Em suma, acabdmos
de obter uma forma recursiva: a, = 2a,,_1 + 1.

Usando a recursividade, queremos provar que
a, =2"—1, Vn € N,
apenas um movimento, e a; =2' —1=1. Suponha

com n >0. Para n =1 temos

por indugdo que para algum n > 1, a, = 2" — 1. Como
ap =2-a, 1+1, entdo

apy1 = 2-ap+1
= 2-(2"-1)+1
2n+1 1.
Logo, a, = 2" —1 é verdadeiro para todo o n natural
positivo. ]

2. DESCOBRINDO O DISCO MOVIDO NO I-ESIMO
MOVIMENTO

Imagine que estamos solucionando o quebra-cabegas, e
queremos saber que pega serd movida na jogada i. Para
responder a essa pergunta, estudaremos com que frequén-
cia cada disco é movido, ou ainda a ordem de movimen-
tacdo dos discos.

Proposi¢ao 2. Sejam uma torre com 1 discos e um certo
disco k, k < n. Entdo, o seu primeiro movimento durante
a solucdo do quebra-cabeca serd na jogada 281,
Demonstragdo. Seja uma torre com n discos. Para mover
o disco k pela primeira vez, é necessdrio mover os k —1
discos menores que estdo em cima dele. Pela proposigao 1,
para mover k — 1discos de um pino para outro, sdo neces-
sarios 28 1 — 1 movimentos. Assim, o primeiro movimen-
to de k serd na jogada k1 141 =21, [l

Uma observagdo importante é sobre a ordem dos mo-
vimentos do disco k nos pinos. Se o primeiro movimento
foi para o pino B, entdo os k — 1 discos menores mover-

Figura 1. Solucionando o jogo com n discos.
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Figura 2. Ordem

-se-d0 para B, o disco k + 1 se mover-se-d para C, os k — 1
menores para A, para que o disco k se mova para C. Se-
guindo esse raciocinio, o préoximo movimento de k serd
para o pino A. Os seus movimentos sdo ciclicos na ordem
(B,C,A) ou (C,B,A), caso o seu primeiro movimento te-
nha sido para C. Note que se a ordem de k for (B,C, A),
entdo a ordem de k+1e de k—1serd (C,B,A). Como o
tGnico movimento do disco 1 deve ser para o pino C, entdo
se n e k tiverem a mesma paridade, colocamos a ordem
(C,B, A) para k. Caso tenham paridades distintas, entdo
(B,C, A) serd a ordem de movimentos de k.

Proposigao 3. Considere uma Torre de Hanoéi com # dis-
cos. Seja oy, 0 nimero da jogada em que o disco k serd
movido pela p-ésima vez. Fixado k < n, a sequéncia nu-
mérica (o) € uma progressao aritmética de razao 2k e

Demonstragio. o1 = 251 pela proposigdo 2. Sem perda
de generalidade, suponha que k e n ttm a mesma parida-
de. A configuragdo do jogo apds o primeiro movimento do
disco k esté na terceira torre da figura 2. Continuando a so-
lugdo do quebra-cabegas, transferimos os k — 1 discos me-
nores que estdo em B para o pino C, colocando-os em cima
do disco k, usando 25~ 1 4-2k-1 — 1 = 2k — 1 movimentos.
Agora, o tinico movimento possivel do jogo serd mover o
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dos movimentos do disco k.

disco k + 1 para o pino intermedidrio com um movimen-
to, resultando em 2% — 1 + 1 = 2% movimentos. Por fim, os
k —1 discos devem ir para o pino inicial, pois o disco k
precisard de ir ao pino intermedidrio, com 2k 4 ok=1_ 1
movimentos. Sendo assim, o disco k ficard livre para ir
para o pino intermedidrio com um movimento, gerando
um total de 2k +2k1 141 =2F4 21 movimentos
(0 segundo movimento do disco k serd na jogada 2k + 2k-1
e a ultima torre da figura 2 representa o segundo movi-
mento do disco k). Logo, 0x1 = 2k=Te Okp = 2k 4 2k=1,

O terceiro movimento do disco k ocorrerd apés trans-
ferirmos os k — 1 discos menores para cima do disco k, ou
seja, para o pino B, o disco k + 2 para o C (Ginico movimen-
to possivel); para transferir os discos que estdo em B para
C, primeiro os k — 1 discos menores vao para C e entdo o

Figura 3. Configuracdo da Torre apds mover o disco k.



disco k serd movido para A, totalizando
k11 —l—\l’/—l— k1 _ 1 —l—\l// = ok movimentos;
disco k+2 disco k
logo, 0x3 = 02 + 2k e 0k3 — Ok2 = 2k,

Sem perda de generalidade, suponha que, ap6s certo
movimento do disco k, este se encontra no pino A sobre
discos maiores que ele, como a sua ordem é (C,B, A) ele
veio do pino B e os k — 1 discos menores estdo em C sobre
um certo disco k + m, caso contrério seria impossivel mo-
ver o disco k de acordo com as regras do jogo. Vamos con-
tar quantos movimentos serdo necessarios até ao proximo
movimento do disco k. Os préximos e tnicos possiveis
passos sdo transferir os k — 1 menores discos do pino C
para cima do disco k, usando 25~ — 1 movimentos. Apés
esses movimentos, sé haverd um dnico movimento pos-
sivel no jogo usando os discos dos pinos B ou C; supo-
nha que é o disco k + p a ser movido para o pino C, onde
0<ptm<n—kep<m. Odiscokveio do pino B e estd
em A, logo o seu préximo movimento deve ser para o pino
C, pois os discos movem-se em ciclos, alternando entre os
pinos; para isso movemos novamente os k — 1 menores
discos para B, e o disco k para o pino C (dnicos movimen-
tos possiveis também), totalizando

k-1 _ k-1 _ Ak .
2 1+ 1 +2 1+ 1 = 2" movimentos.
disco k+p disco k D

Teorema 1. Considere uma torre com 7 discos. O disco
movido na /i-ésima jogada serd o disco k obtido unicamen-
te ao reescrever i na forma (2p — 1) - 2k=1, onde p serd o
niimero de vezes que o disco k foi movido.

Demonstragdo. Segundo as proposicdes 2 e 3, para k
fixado, com k < n, (ok,p) é uma progressdo aritmética
de razdo 2 e termo geral Okp =0k1+(p—1)- 2k Logo,

oy = 25T+ (p—1)-2F
jok = — + . -
» (2p—2+1)-2k1
S0, = (2p—1)-21 6))

O

Agora, estamos interessados em saber que pega é movi-
da no i-6simo movimento. Para isso, temos de resolver a
equagao

(2p—1)-281 =,
isto é, encontrar k e p que a satisfazem. Observamos que
2p — 1é um ntimero fmpar, entdo basta fatorar i de modo
a que tenhamos um impar vezes uma poténcia de 2. Como

i ¢ um nimero natural, entdo o Teorema Fundamental da
Aritmética garante a unicidade de p e k.

Exemplo 1. Resolvendo as Torres de Handi com oito dis-
cos, que disco é movido na 100" jogada considerando a
quantidade minima de movimentos?

Solugio: Pelo teorema 1, temos:
(2p —1)-2F1 =100.
Como p e k sdo nlimeros naturais, entdo podemos fatori-
zar 100 e retirar as poténcias de 2. Sendo assim, resolven-
do uma equagdo exponencial, obtemos
(2p—1)-21 25.2%

Assim, 2p —1=25e 2k 1 =92 eentiop =13e k = 3.

Logo, o disco movido na centésima jogada é o disco 3
e 0 mesmo foi movido 13 vezes.

3. CONFIGURAGCAO GERAL DA TORRE APOS
PARAR NA I-ESIMA JOGADA

Suponha que o quebra-cabecas com n discos estd a ser
resolvido e para numa certa jogada i. Qual a configuragao
da torre no exato momento de paragem? Para isso, temos
de descobrir quantos movimentos foram realizados com
cada disco até a jogada i.

Pelo teorema 1 encontramos o disco que foi movi-
do na jogada i e quantas vezes, resolvendo a expressdo
i=(2p—1)-2F"1. Descobertos os valores de k e p e sa-
bendo que o seu movimento ¢ ciclico, do tipo (C, B, A)ou
(B,C, A), descobrimos em que pino o disco k se encontra
ao efetuarmos a divisdo por 3 e verificando o resto. Para a
sequeéncia (C, B, A), resto 0 significa pino A, resto 1 signi-
fica pino C e resto 2 significa pino B.

Agora, queremos saber onde estdo os outros n — 1 dis-
cos, por exemplo, o disco ky, quantas vezes ele se moveu
até a jogada i e em que pino se encontra.

Note que ao isolar pemi = (2p — 1) - 251
i+2k1

2k
que é a quantidade de movimentos do disco k até a joga-

, encontramos

da i. Para ko no lugar de k, esse quociente ndo serd intei-
ro. Desejamos encontrar o maior j possivel, j < i, tal que
j=(2pg —1)-2%~1 ou seja, po é a quantidade de vezes
que o disco kg se moveu até a jogada i:
_ ] + 2k071
p 0 — 2k 0 .
Observe que
]+ 2](0*1 - l+ 2](071
2k = 2k
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ou seja, para | x| = max{m € Z | m < x} podemos tomar
i+ 2kt
Po = 2ko ’

Exemplo 2. Certa pessoa a brincar com o jogo Torre de Ha-
néi com cinco discos, realizou alguns movimentos e parou
na 10”jogada. Qual a configuragao da Torre de Handi con-
siderando a quantidade minima de jogadas?

Solugdo.i =10e1 < k < 5.
Para o disco 1, temos a sequéncia (C, B, A), (1, k impares):

104211
= —
= 3-1+42
— pino B.

Para o disco 2, temos a sequéncia (B,C, A), (n impar,
k par):

1042>1
= |=
= 3-1+40
—  pino A.

Para o disco 3, temos a sequéncia (C,B, A), (n impar,

k impar):
10 4231
o o
1 = 3-0+1
—  pino C.

Para o disco 4, temos a sequéncia (B, C, A), (n impar,

k par):
10 +241
= T !
1 = 3.-0+1
—  pino B.

Para o disco 5, temos a sequéncia (C, B, A), (n impar,

k impar): -

- 25

= 3.0+0

—  pino A.
Assim, o pino A contém os discos 2 e 5, 0 pino B os discos
1e4, eopino Codisco 3.
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