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actudrio mesmo no que respeita aos assuntos basilares
e subsididrios. Isso levantard uma outra questio ndo
menos importante. Mas, aceitando como provada essa
md preparacgdo, ; nflo constituiria ela uma raz3o mais
para tornar convenientemente exigentes tddas as pro-
vas para actudrios e nunca um motivo de redugio

do nivel dessas provas ao da eventual impreparagio ?
E natural concluir, portanto, que o programa nfo
corresponde A intengdo do concurso.
Ou, 4 nio se tratard de um concurso para o provi-
mento de um lugar de actudrio ? '
Zurick, 12 de Margo de 1944.

MATEMATICAS ELEMENTARES

Nos actuais programas de matemdtica dos liceus, nfio sfio ineluidos certos capitulos como, propriedades dos polinémios,
equacdes transcendentes, aproximacdes numéricas, e outros, cuja necessidade é evidente, quer sob o ponto de vista de
cultura geral, quer para a continnacfio de estudos superiores. A reforma dos programas prevendo a criacfio de um oitavo ano
no cursO liceal, deve ter deixado para inclusfio nos seus programas, estas matérias. E porque o seu ensino no primeiro
ano universitdrio acarretaria perdas de tempo em prejuizo de outros assuntos, entende-se que o seu estudo deve ser feito
como preparaciio para a entrada nas Universidades. E assim que nos exames de aptiddo aparecem questdes sdbre aquéles
capitulos, E porque assim €&, e porque os candidatos necessitam preparaciio para &sses exames, a «Gazeta de Matemadtica»,
com o intuito de fornecer ele tos de preparacfio nésse sentido, decidiu publicar nesta secc#io, a par de outros, artigos
sObre aquelas matérias que id em tempo pertenceram ao ensino liceal, E déste tipo o artigo seguinte.

RESOLUCAO DE ALGUMAS EQUACOES TRANSCENDENTES
por José da Silva Paulo

0. A diversidade de tipos de equagdes transcenden -
tes, a impossibilidade da resolugfio da grande maioria
destas equagdes quando se consideram simplesmente
as solucdes reais e a extensfio dos conhecimentos
matemdticos do aluno que termina o curso liceal, esta-
belecem uma limitagfo ao estudo que fazemos da reso-
lugfio de equagdes transcendentes. Assim trataremos
simplesmente de equagdes exponenciais e trigonomé-
tricas, e mesmo destas s6 alguns tipos de maior apli-
cagio nas questdes de matemédtica, considerando tini-
camente as solugdes reais.

1. Equagdes exponenciais — Os conhecimentos que
se requerem para a resolugfio dos tipos de equacdes
que vamos apresentar sio simplesmente as proprieda-
des elementares da fungfdo exponencial e da sua in-
versa, a fun¢do logaritmica.

Problema 1 — Seja resolver a equacgiio a*=b. Pela
aplicagio de logaritmos, tem-se :

xloga=logh e z=logb:loga.

Exercicto 1 — Resolver a equa¢io 2°=16, vem
x=1,30412 : 0,30103=4 . Note-se que a solucio da
equagio, pela sua simplicidade, era imediata. Note-se
também, que no caso mais geral o cociente dos loga-
ritmos nio dard senfio um valor aproximado, dados
0s érros das mantissas dos logaritmos.

Exercicio 2 — Resolver a equagio 24%—2 = 10000 .
Teremos sucessivamente :

3e—2=4:log 24 e 2=(2+4:log 24) : 8=1,6327 .

Problema 2 — Resolver a equagfio: an® - bm*™+

. +4¢=0. Fazendo a substituicio y=m* resulta ay?+

+by+c=0 e a substitui¢iio de y faz-nos cair numa
equagio do tipo anterior, que permite determinar x.

729
Exercicio 3 — Seja a equagio 4.3 — e 81=0

fazendo y=3* e desembaragando de denominadores
vem 4y?—81y—729=0 a equac¢iio que tem as solu-
lugbes y3=—27/4 e y,=27, das quais sé se aproveita
a segunda, por os mimeros negatives nfo terem loga-
ritmos reais, obtendo-se para = o valor 3.

Exercicio 4 — Resolver a equagio 2%2—2*—8=0 .
A equagiio é equivalente a 2% —2%.2°_32=0 e
fazendo y =2 vem %*—4y—32=0 cujas solugdes
sio y,=—4 e y,=8 e portanto x=3. '

Problema 3 —Equagdes do tipo log f (x)+log g(z)=
=log ¢. Consideremos simplesmente o sinal 4+, pois
o tratamento é anilogo para o caso do sinal —. A
equagio ¢é equivalente a log [f (@) - g ()] =loge ou
f(@) - g (x)=c, equacio que resolvida nos dd os valo-
res de =.

Exzrcicio 5—Resolver log ¢/ Tx+3 + log Y4z +3=
1 R S =
= +log 3 ou seja log V(T +3) (4x+5) =log 31/10
donde (Tx+3) (4 +5) =9 e 2822 4+-4T2—T5=0 equa-

¢cdo cujas solugdes sio wy= —T5:28 e a3=1, das
quais a primeira ndo ¢ solugio da proposta.
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Problema 4 — Resolver o sistema log z+log y=m;
ax+by=n . Este pode escrever-se log zy=m e ax+
+by=c; ou xy=10", com ax+by=c; a resolucio
déste 1iltimo sistema dd-nos os valores de = e ¥ .

Exercicio 6 — Resolver o sistema :
logz+logy=2 ay =102
{ 22+y=30 .- { 2x+y=30
cujas solugdes sfo xy=5 y;=20; ws=10 7,=10.
Exercicro 7 — Outro sistema de tipo semelhante é :
log 2—3 log=0 logw:y3=log1
{ z— 9y =0 z—9y=0

donde %3 —9y =0 cujas solugdes sio

equivalente a {

w=y
ou {w_ B
iy=0, y»=—3 e y3=3; sendo as duas primeiras de
excluir, pois a 1.* torna a primeira equagio do sis-
tema proposto indeterminada e a 2. pér nfio conside-
rarmos logaritmos imagindrios ; a 3. dard 27 para
valor de =.

Exercicios propostos

Resolva as scguinies equagies :

~ 1) ™/1000=10.
2) "/20 =10~
3) 47.5°=1700 .
4) 16+4-16'—==10.
5) g—vi g2
6) log (Tx—9)%+log (32— 4)*=2.

Resolva os sistemas :

1 { log x—log y=log 2

z—y=2
2) { log (x+1)+log (y+1)=1 _
z+y =5

2. Equagies trigonomélricas — Uma equagio trigo-
nométrica a uma incognita é uma equagio que rela-
ciona entre si fungbes circulares directas ou inversas
dessa incégnita. Assim as equagbes =+ cosw—3tgx=
=S8en & e arc sen x4 arc cos x=n=/4 sido equagoes tri-
gonométricas. Estudaremos aqui, pelas razoes jd apon-
tadas, s6 alguns tipos mais importantes destas equa-
¢Oes, para a resolugdo das guais basta o conhecimento
das propriedades das func¢des circulares directas e in-
versas.

Se numa equagio trigonométrica s6 entram fungdes
circulares directas ¢ aconselhdvel, para a sua resolu-
¢fo, exprimir tdodas as fun¢des numa delas. Para a
escdlha prdtica dessa fungfio, na qual se exprimem
todas as outras, dd-nos indicacdes a regra de Bioche,
que se enuncia :

Regra de Bioche — Considerem-se os valores —x,m—x
e n+X, e substituam—se em vez de X na equagdo pro-
posta, averiguando qual déles deixa invariante a equa~
¢do. Escolher-se-4 para el to de redugdo a fungd

circular de x que se conserve invariante para as mes-
mas substituicies que a equagdo dada.

Quere dizer, se a equacio ficar invariante para a
substituicdo de = por —z, o elemento de reducde
serd cos x pois cos @=cos (--x); se for =—a asubs-
tituigdo que a deixa invariante, usar-se-4 a fungio
sen & por ser sen x=gen (r—x), e no terceiro caso a
fungfio de redugfio serd tga pois tgaz=tg (r+a).
Se a equagfio ficar invariante para tddas as substi-
tuigdes, o elemento de redugfio serd cos2x pois esta
fun¢fio fica invariante para tbodas aquelas substitui-
goes ; finalmente se a equagdo nfo ficar invariante
para nenhuma das substituiges hd vantagem em
escolher a fungfo tg =/2.

Problema 5—Equagdes do tipo asenz+bcosz=e.
Aplicando a regra de Bioche encontramos para ele-
mento de redugdio tg x/2. Ora como sen =2 tg =(2:
:(1+tg22/2) e cosx=(1—1tg?x/2): (1+tg?x/2) fa-
zendo para abreviar tg x/2=z, substituindo na equa-
¢io proposta e desembaragando de denominadores
obtém-se: (b+c)22—2az+c—b=0 o que dd tgx/2=

o+ VFTE—3
S ASREST T
o valor de =, fazendo uso duma tabela de fungdes
ecirculares.

Como é pritico realizar os cdlculos por meio de loga-
ritmos, usa-se em geral para a resolugfo déste tipo de
equagbes o chamado meétodo do angulo auxiliar que
consiste no seguinte: escrevamos a equagio proposta
sob a forma senx+b/acosxz~c/a efagamos bla=tgo,
0o que ¢ sempre possivel visto a tangente variar de
—co a +co. Estaltima expresséio permite determinar
o valor de 6. Por substituigdo na equag¢io vem: sen 24

sen

cos 6
e sen (x40)=>~cos 0/a donde logsen (x4-6)=log b+
+log cos 6+colg a, expressio que permite determi-
nar x.

expressio que permite determinar

COS x==c/a OuU sen x cos f+senfcos x=clacosh

Exercicto 8 — Seja resolver a equacio sen x4

+cos x = {/2 . Pelo primeiro proeesso teremos tgx/2=
141412
O 1+vR

Pelo segundo processo tem-se 1=tge,

=y2—-1 e tgae=1 logo w=n/4!

6=m/4,
sen wcos /4 fcoswsenrn/4d=|2cos /4 e como

cos /4 =1/2 vem sen(a-+1=,-‘4)-\/§.§_l ou

%
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z+4+n/d==/2 e x==/4 (por ser muito simples a equa-
¢llo, foi desnecessdrio empregar logaritmos).

Problema 6 —Equacdes do tipo atgxz+bcotgx=e.

A regra de Bioche indica-nos para tste caso a fungdo

‘tg z como elemento’ de redugdo, logo serd: atgw+

+bl/tgx=c ou atgz—ctgx+b=0 e tgz=

=[c+ (c*--4ab)12]: 2a o que permite determinar x .

Querendo aplicar o cdleulo logaritmico poderiamos
senx - COST

escrever a-+—— —— - n? 2p=—=
e s dU G 86 *e+beostx

=csenwcosx, e como 1—ecos2x=2sen’x, 1+ cos2x=
=2cos?x e 2sen xcos x=sen 2z, vem substituindo,
@ (1—cos 2x) +& (1+cos 2x) =csen 2 ou esen 2z+4
+(a—b) cos2z=a +b, equaglio do tipo anterior;
ter-se-4 entdo: (a—bd):e=tgo e sen(2x+40)=
=(a+b) cosb/c o que determina 6 e .

Exercicie 9 — Resolver 2)/3 tgx+V/3 cotgz=5.
Tem-se entio pelo segundo método : 5 sen 2x+
+V3c0s2 =33 e fazendo tgb6=3/5 vem
6=19°6' donde sen (22+19°6')=8V3cos19°6'/5 e
" por isso logsen (20+19°6')=1,99198 donde 2z+
+19°6'=79°6', 22=60°, £=30° argumento minimo
que satisfaz a equaqﬁo.

Problema 7 —Equagéio do tipo a cos?x+bsen?x=c.
A regra de Bioche diz-—-nos que para éste caso, como
facilmente se verifica, deve adoptar-se para ele-
mento de redugio a funclio cos2z, e entdo vem:
a-(1+cos2x):2+b (1—cos 2x) : 2=c donde cos 2z=
=(2c—a—>): (a—b).

Exercicto 10 — Resolver a equagio 3 cos®x +
+sen?x=2. Fazendo asubstitui¢io obtém-se cos2x=
=(4—3—-1):(3—1)=0 donde 22=90°, x=45°, argu-
mento minimo que satisfaz a equacio proposta.

Consideremos algumas equacgdes contendo fungdes
cireulares inversas. A

Problema 8 — Resolver a equagdo: aresenux+
tarcsen {/3x=x/2. Seja a=arcsenx donde x=senaz,
e seja B=arcseny/3x donde sen f= /Bx, como ¢
a+f==/2, deduz-seque sen (z+f)=1 on senxcos f+
+senBcosa=1, ora cosa=)/1—x? e cosp=/1—3x?
vem :rt/l—&v! +V3ay1—a? =1.
_ meiro radical vem @ V1=8a% =1—2{/3—3a% e qua-

drando «? (1 —3a?) =1 + 22 (8 + 8x?) + 2z /3 — 822

ou 2xy3 —3x2~1-+2s? e quadrando novamente,

4a? (3—3x?)=1+424+ 422 donde 162t —8a24+1=0 de
_eujas solugdes w=-41/2 86 serve a solucfio positiva;

Isolando o pri-

a solugfio negativa é uma raiz estranha que se intro-
duziu em virtude das quadraturas que fizemos.

Problema 9 — Resolver a equacio: arctgxz—
—aretg1/£=0. Fagcamos a=arctgx ou z=tga e

-1
1/x=tgp entdoserd tg(a—B)=tg0=0e 0=1ﬁ5
ou x—1j/x=0, x=+1.

Vejamos finalmente alguns sistemas.
Tty =m

Problema 10 —Resolver o sistema {
senxr4-seny=mn.

' oty oy
Aniltima equagio é equivalente a 2sen—5— g €os —2-“ -

1 T—Y mn 5
donde se tira cos—2—=n:250n 2 o que permite
B—Y=a

determinar x—y. Seja «—y=a serdentio {
ztYy=m

sistema que nos d4d os valores de = e y.

Exercicio 11 — Resolver o sistema
x+4y="90°
{sen w+seny=(1+¢3):2’
mente serd: sen (z—y):2=[(1+v3)/2]:[2-v2/2]=
=(V24+6):4 e (x—y):2=15°, x—y=30° o que
com a equacho x+y=90° dd x=60°, y=30°.
Anilogamente - se resolvem os sistemas:

Entdo como anterior-

{ —y=m { zty=m e{ zty=m
senxz+seny=n |senz—seny=n |cosztcosy—=n
[ x4+ y=m

Problema 12 — Resolver o sistema jsenx _

seny

Como a segunda equagfo se pode considerar uma pro-

senax® n sen x+seny a+1
porglo sty teremos : senz—seny A—1 °
@ z—y .
2eon TGOST n+41 z—y
o—y =B+?I='n—\1 ou (u—l}sen;cos—é-—-—

2 sen cos

2

i r—y . .
—(n+1) - cos 3 fen =0 equaco do tipo do pro-

blema 5.
@4y =900
Exercicio 12— Seja resolver o sistema § genz  |/3°
seny 3
sen wtseny \/§+3

Como anteriormente tem-se:

sen w—sen y V38— 3

(y3-3)- 5 cos;---— (;/.3-&-3)!-—39“ ¥ -0
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donde se tira (\/3+3)sen

k]
V3+3
sen (x—y):2+tghcos (x—y) :2=0 e sen [(z—y):2+
+15°]=0 donde (z—y):2+15°=0 z—y=—30° que,

com x+y=90 dd 2=30° y=60°.
Outros sistemas que se resolvem anialogamente sfo :

—( Va— 3)cos—=Q

fazendo =tg0 ou seja 2—/B=tgo e 6=15°

o=y = zty=m [zty=m
sen sen o cos :

=N =n = Tl
sen y cos y cos y

EXAMES DE APTIDAO AS

Faculdade de Ciéncias—Licenciaturas em ciéncias fisico-
-guimicas e em ciéncias matematicas, cursns prepara-
torios das escolas mil. e de eng. gedgrafo. —Ponto n.c 2.

1801 — Determine m de mpdo que o trinémio
(m—2) a* + (4m — 6) x + 5m —6 seja negativo para
qualquer valor real dado 2 . R: Os walores de m
que satisfazem ao problema sio os que ddo ao deseri-
minante valores negativos ao mesmo lempo que tornam
negativo o coeficiente de x*, ou sejam os valores de m
que verificam as desigualdades :

(4m —6)2 —4(m —2) (bm —6) <0 ¢ m—2<0 ou
m2—4m+3>0 ¢ m <2. Como as raizes do primeiro
trindmio sdo 3 e 1, os valores que o tornam positivo
sdo os que satisfazem a m>3 ou m <1, e como pela

gqunda desigualdade deve ser m <2, os valores de m
que verificam o problema sdo os que satisfazema m <<1.

1802 — Enuncie os teoremas yue se referem ao mi-
mero de solugdes inteiras e ao mimero de solugdes
inteiras e positivas da equagio ax+by=ec em que
a, b e ¢ sio nmimeros inteiros e primos entre si.

1803 — Calcule as dimensdes de um rectingulo,
sabendo que o seu comprimenfo ¢ triplo da sua lar-
gura e que, aumentando tanto o comprimento como a
largura de 5 metros a sua drea aumento de 385 m?.
R: A equagdo que resolve o problema € 3x%+385=
=(x+4) (3x+5) onde x representa a largura do rec-
tangulo. Donde se tira x=18m e portanto y=54m .

1804 — Sendo m+y+s-=r: verifigue que tg x4
+tgy+tge=tga-tgy -tgz. R: Pela condigio do
enunciado x+y=z—z, logo tg(x+y)=—tgz=
= (tgx+1tgy): (l—stgx tgy) donde tgx+tgy=
=—tgz{l—tgxtgy) ou tgxt+tgzitgy=tgxtgytgz.

1805 —Sendo x um #ngulo do 1.° quadrante e
cos ©=0,5, determine, sem recorrer as tdbuas, os
valores de senxz, tgx, cotgx, secx e. cosecx.
R: senx=/1-05t= V3/2, tgx=y3,
=1/y/3, secx=2 e cosec x=2/ /3.

cotg x=

eia sdo iguais, €:

Exercicios propostos
Resolva as equagies :
1) sen 2z—cotg x=0.
2) sen x+cosec x=0.
3) V1+senxz—y1—senx=2cosx.
4) V§ sen @ +cos z= /3.
5) sen (x4 a)=cos (x+5) .
6) sen x tg x/2=cos x.
7) Htgx+6eotgy=11.
8) arc cos (z—1)+ arc cos (x+1)==/2.
9) arctga+arctgx/2=n/4.
10) arcsen 2x—2 arc cos x=arc sen & .

ESCOLAS SUPERIORES (1943)

1806 — O éngulo oposto A base de um tridngulo
isdsceles é 27° 30'41",2 e o comprimento da base é
de 26,45 metros. Usando o edleulo logaritmico, deter-
mine o perimetro do tridngulo. R : Os lados iguais do
triangulo tém por expressio: 1=12,325:sena/2 logo
¢ log1=log 13,225 + colog sen 13° 45' 20", 6 =1,12139 4
+0,62381=1,74520 donde 1=55.62m e o perimetro
serd 137,69 metros.

1807 — Figure as tangentes exteriores e a tangente
interior a duas ecircunferéncias tangentes exterior-
mente. Designande por 4 e B os pontos de contacto
duma das tangentes exteriores com as duas circunfe-
cias por A' e B' os pontos de contacto da outra tan-
gente e por F' e F! os pontos em que a_tangente
interior corta as tangentes exteriores, demonstre
que AB=A"B'=FF'. R:+Se for O o ponto de encon-
tro das tangentes exteriores, como o0s comprimentos das
tangentes tiradas de um ponto para uma circunferén-
OA=0A' ¢ OB=0B' e portanto
AB—=0B—0A=A"B'=0B'—0A'. Pelo mesmo motivo,
se for C o ponto de contacto das duas circunferéncias,
é: FC=FB e FC=FA donde 2FC =FF =FB+
+ﬂ=Kfs, pois € faeil ver que FC=F'C.

1808 — Deduza em fungdo de r, a expressiio do
volume gerado por uma rotagio
completa da figura representada em
torno de AB. Os lados iguais do
tridngulo isdsceles ADC tem um
comprimento igual as raio de cir-

cunferéncia BC. R: O silido ge-
rado ¢ wm hemisfério encimado por
um cone cuja base € wm circulo de
rajo r igual ao da esfera. Assim o
volume serd: V=1/3 (rr342xrd)=n13. »

Solugdes dos n.° 1801 a 1808 de J. ]. Rodrigues dos Santos.
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Curso de habilitag@o para professores de desenho nos liceus
'3 de Agésto de 1943, — Ponto n.° 2.

1-
1809 — Determine a condigdo a que deve satisfazer k

para que a inequagfio (k+1) 22—2ke+5k+6 >0 seja

verificada por qualquer valor real atribuido a .

R : O coeficiente do 1.° térmo deverd ser positivo e ima~

ginarias as raizes do trindmio.: k deve satisfazer as

relagies k+1>0 e k*—(k+1) (5k+6) <0, donde se

dedus k >—3/4 .

1810 — a) Indique as condiges a que devem satis-
fazer os coeficientes da equaglo axt+bx?+ec=0 para
que tenha duas raizes nulas e duas raizes infinitas.
5) Defina progressiio geométrica e caleule a raziio da
progressio gf'ométrica cujo primeiro térmo ¢ 729 e
cujo sétimo térmo ¢ 1. R: a) Devem anular-se a e ¢,
nido se anulando b . b) u,=u, 1" ... r="/799-1 _ 13,

I

1811 — Determine, por logaritmos, a medida de
um dos dngulos internos de um paralelogramo em que
dois lados consecutivos medem 9,4 metros e 12,56 me-

. #ros e cuja drea mede 72,8 metros quadrados.
R: A drea é dada para A =ab sen a designando por a
e b as medidas dos lados ¢ o o dngulo compreendido.
Aplicando logaritmos :
log sen a=log 72,8+ colog 12,5+ colog 9 ,4=
=1,86213+2,90309+1,02687=1,79209 ;
a=38°17'3",75.

-
1812 — Verifique a identidade
cot a—2 cos’ a cosec 2a=0. R : cotga—2 cos? 2 cosec 2a=

" 9 cos? & cosa coSa _
=2 — oy enacosx senz sena
111

1813 — Desenhe um tridngulo equildtero, divida
cada um dos lados em trés partes iguais e una os
pontos de divi-
sdo mais proxi-
moe de modo a
formar um hexd-
gono. Demons-
tre que @sse he-
xdgono ¢ regu-
lar. R: Por

ser DI||BC;
EF || AC; GH||
Il AB sdo equi-
8 F 6 lateros os tridn-
gulos [ADI], [EBF] e [HGC], donde se conclui, aten-
dendo as digdes do e jado, que o hexdgono

[DEFGHI] ¢ rer,ruiar, ycme tem os lados e dngulos iguais.

1814 — a) Deduza a relagio que existe entre a
drea de um losango e a do quadrildtero que se obtém
conduzindo pelos vértices daquele paralelas 4s suas
diagonais. 5) Indique as condigdes a que tem de satis-
fazer a soma das medidas dos diedros de um triedro.
R: a) O quadrildtero construido ¢ um rectingulo de
lados paralelos as diagonais do losango. Da figura
respectiva deduz-se facilmente que a drea do losango €
metade da do guadrilatero.

N

1815 — Demonstre que o quadrado de qualquer
nimero inteiro que nio seja divisivel por 5 ¢ um
miltiplo de 5, aumentado ou diminuido de 1.
R: Visto que todo o niimero inteiro nio miltiplo de 5
se contém numa das expressies DR +1,56R + 2, tem-se:
(BR +1)2=5+41, (BR +2)*=5+4=5-1, 0 que prova
0 que se tinha em vista.

Solucgdes dos n.* 1809 a 1815 de F. Rolddo Dias Agudo,
aluno do 1.° ano da Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

Licenciatura em Ciéncias Geograficas — Julho de 1943 —-
Ponto n.° 4. -

1816 — Escreva uma equagio biquadrada que tenha
as rafzes 2 e V—2. R: A equagio pedida admitiri
também as raizes —2 ¢ — \/ —2 e serd:

(x—2) (x+2) (x— V2i) (x+ /2i)=0
(x2—4) (x24+2)=0 ou xI—2x?—8=0.

1817 — Quais sio os critérios de divisibilidade por

e por 62 R: Um niumero N pode escrever-se com n
Jorma: (1) a+b>x10+ex<1024... sendo a,b,c .-
os algarismos representativos do numero de unidades,
dezenas, ete., do nimero. Critério para 4: Apenas nos
interessa a parte a+b><10 de (1). Como 10 dividido
por 4 da resto 2, o resto da divisdo de N por 4 serd
o mesmo que o da divisdo por 4 do nimero a+b><2,
visto que b><10 € bx<(d+2)=442b. O resto da divi-
sdo dum nivmero por 4 obtém-se dividindo a soma do
algarismo das unidades com o dbbro do das dezenas por
4. Critério para 6: De (1) tira-se que

N=a+6+4b+6+4dc+ .-
visto ser 4 o resto das divistes de 10, 100, 1000 ...
por 6. Portanto, o resto da divisio de N por 6 € o
mesmo que 0 da divisio por 6 do nimnero
' a+4 (btctd+ ) -

isto €: o resto da divisdo dum nivnero por 6 obtém-se
dividindo por 6 a soma do algarismo das unidade com
o quddruplo da soma dos restantes algarismos..

1818 — Calcule na esfera terrestre, com o raio R,

o comprimento do arco de 1° no paralelo de latitude I..
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Diga que relagiio hd entre 8ste valor e o valor do arco
2zR! ¢ 2
3600 1o’
e=2xR cos L.:360°. b) ¢ /e, =2xR cos Li:2xR=cos L.

Solucdes dos n.°* 1816 a 1818 de J. J. Rodrigues dos Santos.

de 1° no meridiano. R: a) R'=Rcos Li;

Instituto Superior de Agronomia — 8 de Agdsto de 1944
—Ponto n.° 1.

1819 — Determine o coeficiente do térmo em 20
do desenvolvimento do bindmio (x?/3—2/a3)15.
R: O térmo geral do desenvolvimenio ¢
15— 159
15 -x“.(_l)if»—'ﬂ- 2 —(—1)ts» 15\ 2 L goedb.
P 3r x45—3p “\ P 30
O térmo em x * corresponde ao valor de p dado por

: 210
5p—45=—20, donde p=>5. Vem pois (155) e

35
151 210
51101 35

O coeficiente pedido ¢

'1320— Determine a relagio entre os valores de
n e p que satisfazem a "C,,,=4><"C,;y . Diga qual
é o menor valor de n que verifica a expressiio e exem-
plifique para o caso do nimero de objectos estar com-

n!

reendido entre 16 e 20. R: De ———————— =

3 (»+2)! (a—p—2)!
4.n! o A 3 1

el uz-se sucessivamente

(+1)! (n—p—1)!

4 .
=———  n—5p=9. O menor valor de n verifi-
n—p~—1

p+2

cando a erpressio dada ¢ n=4 a gque corresponde
p=—1 e 4C;=4°C,. Para um niumero n de elementos
compreendido entre 16 ¢ 20 a expressio s é verificada
para n=19 a que corresponde p=2. Tem-se, neste
caso, 19C;=4 - 19C,.

1821 — I dada uma superficie prismdtica qua-
drangular de faces iguais, onde duas faces iguais
consecutivas formam um diedro de 117°51',6; a dis-
tancia de duas arestas mais afastadas ¢ de 8,9338 me-
tros. Calcule o perimetro da secgiio obtida por um
plano normalmente as faces. R: A seegdo recta € um
rombo. Sdo conhecidos o dngulo obtuso a=117°51'6 e
a maior das diagonais d=8,9338 m . Designando por 1
olado do rombo e por P perimetro, tem-se: d/2=1-sena/2

2d 2><8,9338

donde P = 4] = ——— = :

< i sen > sen 58 55! 48
2

m + Aplicando

logaritmos vem
log P=log 2+log 8,9338 + colog sen 58° 55' 48" =
=0,30103 +0,95104 + 0,06725=1,31932
donde P=20,860m .

1822 — Determine, sem recorrer s tdbuas, 0s valo-
res do seno e do coseno de um &ngulo do 4.° quadrante
cuja cotangente ¢ —4/3. R: Seja « o dangulo dado.
Tem-se 3n(2 <2< 2= e cotga=—4/3, donde se deduz

1 3 4
T e cos a=t -B@ -
— V1+cotg?a TRl A

1823 — Representando por V,, ¥V, e V, os volumes
dossélidos gerados por um tridngulo rectingulo,quando
roda respectivamente em térno da hipotenusa e de cada

’ 1 1 ) ]
um dos catetos, verifique que 7:= —‘V_,’ T’E
R :- Designando por r a altura do triangulo relativo i
hipotenusa a tem-se respectivamente :

sen e =

1 A 1 ok c2 b?
V,,“gnbzc, V,—gﬂczb e V.—érrza —gw%;T—bz'
(Note-se que o dobro da drea do tridngulo € ch=ra=
=r/c?+b2). Quadrando e substituindo na expressio
dada verifica-se finalmente o resultado.

1824 — Demonstre que se duas circunferéncias se
cortam, duas secantes paralelas tiradas pelos pontos
de intersecgfio sfio iguais. R: Sejam AIB e A'T' B/
as secantes paralelas tragadas (1 e I' pontos de inter-

'secgiio das duas circunferéncias; A e A' pontos duma

circunferéncia e B ¢ B! da outra). Por A e B! fra-
cam-se paralelas AC' e B'C & recta 1I' (C' e C sdo
o0s pontos de intersecgdo das duas paralelas respectiva-
mente com as cordas A'B' e AB). Basta provar a
iqualdade dos triangalos [AA'C'] e [BB'C] e conse-
qilentemente que CB=ATC'. Como AC=C'B' segue-se
que AB=AC+CB=C'B'+ATC'=ATH'.

Solugbes dos n.°* 1819 a 1824 de M., Zaluar,

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras
— Qutubro de 1943,
1825 — Definigbes e propriedades mais importantes
das progressdes aritméticas e geométricas. Determi-
nar os valores reais de a para os quais ¢é nula a

4 Mg | | o iF : .
soma — +— =+ ++» +— ; discussio, atendendo A pari-
a a* a”

3 "—1
dade do #. R: S o
a" (a—1)
valores positivos para a, resta a=—1 que anula o
numerador de S quando n for par.

1826 —Dados xz+y=a e xi+yi=h, exprima xy
em fungBo de a ¢ b. R: (x+y)l=xi+yl+43y+
+4xy3 + 6x2 y2=xi -y +-4xy (x2+y?) + 6x2 y2=xi+
+yi+ 4y (x+y)2—8x?y2+ 6x2y? donde al=Dh +
+4a2xy—2x2y2 ou 2 (xy)?—4alxy+al—h=0 e xy=

at—b
L= -
. _\/ -

e, como sio de regeitar
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1827 — Caleule o volume dum econe cireular recto
cuja drea lateral é 18 m? e cujo perimetro ¢ 6 m .
3
2rr=6 oy

H: donde V =Bh/3 =

-
wrg=18 g=6
=r2 /g2 —12[3=9 V/irT—1[x2=

=9y @r+1) @r—1)/n2=

=9. (7,2832)"2. (5,2832)""2/=% = 5,6566 m? .

1828 — Dadas num plano trés ecircunferéncias
iguais e tangentes entre si duas a duas, determinar,
em fung¢fio do raio comum, a drea do tridngulo for-
mado pelas tangentes exteriores a essas circunferén-
cias. R: Sejam Oy, Oy, Oy, os centros das circunfe-
réncias, r o sew raio, A ,B ,C os vértices do trianguloe
formado e Py,Ps,++Pg 0s pontos de tangéncia. O trian-
qulo [A B C] ¢ equildtero e o tridangulo [010;04)] € seme-
lhante ¢ de lado 2r . Notando que [0y Py A] € igual a
metade do tridngulo [0y Oy O4] e que a distancia enire
Py e Py ¢ 2r a drea vira A=2(3+2y/3)r2.

1829 — a) Superficies de revolugfio; definigdes ;
deseri¢iio e propriedades das mais importantes dessas
superficies. ) S3o dadas duas superficies esféricas E;
de raio r e E, de raio R e tais que K, passa pelo
cenfro de FEj; calcule a drea da zona de uma base, ou
calote, determinada na superficie E; pela sua inter-
secgdo com a superficie Ky. R: Se¢ja h o raio da
base da calote e x sua altura ; entdo h?=r2—x? e tam-
bém h*=R2—(R—x)? donde r?—x?=RZ2—(R—x)? ¢
x=r?/2R e a drea pedida serd S=2zRx==r?, valor
independente de B o que é de notar.

1830 — Numa semi-circunferéncia de difmetro

AB=2r, consideram-se as trés cordas AC=r/2,
CD e DE=7/2; calcule o comprimento da corda CD
e a drea do segmento de circulo que ela determina.
R: O triangulo rectingulo |[ABD| fornece r[2=2rcosB,
donde cos B=1/4. Seja DP a pewﬁendt'cular baizada
de D sbbre AB ; entdio :
PB2—r?/4—1?/4 sen? B—r?(1—sen? B)/4=1 cos? B/4=12/64
portanto CD=2 (r—r2/64) . A area pedida obter-se-ia
por diferenca entre a drea do sector de abertura
w—arcsen B e a do trianqulo [COD] .

Solucdes dos n.°* 1825 a 1830 de J. Remy T. Freire.

Instituto Superior Técnico — Julho de 1943.

1831 — Num trajecto de 180 metros, as rodas dian-
teiras de um carro ddo mais trinta voltas completas
que as rodas trazeiras. Se a circunferéncia de cada
roda tivesse 1 metro a mais, as rodas da frente dariam
somente mais 15 voltas do que as de trds, durante o
mesmo percurso. Determine o comprimento da eircun-
feréncia de cada roda. R: Seja n o nimero de voltas

que dd, no percurso de 180 m , cada wma das rodas
traseiras, no primeiro caso ; o nivmero de voltas que cada
roda da frente di ¢ n+30. Os perimetros das rodas
traseiras e dianieiras sdo, neste caso, respectivamente
180:n e 130: (n+30) . Awmentando estes perimetros
de 1 metro, passardo as rodas a fer 180:n 410
180:(n +30)+1, e o niunero de voltas que cada nina
delas dard no mesmo percurso serd, repectivamente, 180:
:(180:n+1)=180n:(180+n) e 180: [180: (n+30) +1]=
=180 (n+30): (210+n), e como as rodas dianteiras da-
rio agora sé mais 15 voltas deverd ser 180n: (1804-n) +
+15 =180 (n +30): (210 4+ n) , equagio equivalente a
n2+390 n—27000=0 de cujas raizes ng=——1954 255
e ny=—195—255 s serve a primeira sendo por isso
n=060. Os periméiros serdo entdo 3m e 2m.

1832 — Determine a, & e ¢ de modo que o trind-
mio ax?+bx+e tome para =1 e x=—2, rospecti-
vamente, os valores 2 e —1 e sejam reais e desiguais
‘as raizes da equacgio obtida igualando a 0 &sse tri-
nomio. R : Os coeficientes a, b e ¢ terdo que satis fa-
zer das sequinies condigdes, que sio impostas pelo enun-
eiado do problema : a-+b+e=2, para que x=1 dé ao
trindmio o valor 2 ; 4a—2b+c=—1, para que o trind-
mio tome o valor —1 gquando se faz x=—2 e finalmente

?—4ac > 0 para que as raizes do trinémio sejam reais
e desiguais. Das duas primeiras equagies tira-se a=b—1
e c=3—2b, valores que substituidos na Ultima desi-
gualdade ddo a inequagio 9b2—20b4+-12>0, a qual ¢
verificada para qualquer valor real de b pois as rai-
zes da equagdio que se obtem igualando o primeiro mem-
bro a zero, sdo imagindrias. Logo as solugies do pro-
blema sdo: b qualquer, a=b—1 e ¢=3—2b.

1833 — Determine’ os ingules de um tridngule
rectingulo de que se conhece um cateto e o dngulo
da hipotenusa com a mediana relativa a ésse cateto.
R: Sejam m a medida da mediana, o 0 do dngulo que a
mediana forma com a hipotenusa ¢ a do catefo que se
conhece ; Co angulo oposto ao cateto ¢ e B o outro an-
gulo agudo. Teremos A =900 C=90—B, basta por isso
determinar B. Ora o tringulo rectangulo fica divi-
dido pela mediana em dois tridngulos, wm rectingulo e
o outroobtusamgulo. Para o primeiro€ ¢/2=m cos (a+ B)
e do sequndo, atendendo & proporcionalidade dos lados
e dos_senos dos angulos opostos, deduz-se m:sen B=
=c¢/2:8en a; destas duas equagies e por substituigdo do
valor de m obtém-se : ¢/2=c[2 cos (x+B) -sen B :sena
ou gena=cos asen B cos B—sen asen? B equagio que
pode escrever-se tga=senBeos B: (1 +sen?B) ou
aindae finalmente (1+tg2a)sentB— (1 —2tg?a)sen?B +

+ tg2a=0, donde senB=+ 1-2tg?«+V1—B8tgla
YA+ ta)

o que permite determinar B conhecido .
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1834 — Sio dadas uma semi-circunferéncia de cen-
tro O e didmetro AB e duas semi-circunferéneias in-
teriores a esta e que tem eomo didmetros os segmen-

tos OA e OB . Desecreva a circunferéncia de centro €
tangente interior & circunferéneia maior e tangente
exterior is duas menores. Sejam M e N os pontos de
contacto nestas duas semi-circunferéncias. Exprima,

em funcfio de AR o perimetro do tridingulo [CMN].
R: Seja AB=2r e x o raio da circunferéncia de cen-
tro C. Se forem Oy e O, os pontos médios de OA e OB
o triangulo [CO;0] ¢ rectangulo e déle se deduz
(r—x)24r2:4=(r:2+x)? donde x=r/3. Por outro

lado o tridngulo [CMN] € homotético do triangulo
" [CO4 O] € entiio CM:COy=MN:0;0; ou r/3: (r/2+
+1/3)=MN : r donde MN=2r/5. O perimetro de [CMN]
¢ entiio 2 -1/342r[5=16r/15=8AB15.

1835 — O volume de uma esfera de raio R tan-
gente as bases e A superficie lateral de um tronco de

AL B
[~ N

]

D

cone de revolugdo ¢ metade do volume do tronco de
cone. Exprima, em fun¢iio de R, os raios das bases
do tronco. R: Sejam ry e ry os raios das bases superior

e in ferior do tronco, serd: 8xR%3=2/3 =R (r}+ri+1,1s)
ou AR*=ri+4ri4r, 1y, notando que ¢ 2R a altura
do tronco. A geratriz do tronco tem por medida
VAR* +(ry—r,)* e da figura tira-se, considerando os
tridngulos semelhantes [OEF] e [ACG], que
R:(ryt1y)/2=2R: V4R + (t,—1y)2 ou V4RI (r,—1y)2=
=Ty + I3 e quadrando 4R2 4 (ro—ry)" = (ry +15)? € porisso
ry T =R2 valor que substituido na primeira expressio de
4R? determina vi+r3=3R* equacdo que. com r}ri=R*
permite deferminar vy e ry cujos valores sio :

r=RV(8—y5):2 ¢ r,=RV(3+y5):2.

1836 — Determine os Angulos que uma diagonal
do eubo forma com uma aresta, com uma face e com
a outra diagonal. R: Seja 1 a aresta do cubo a sua
diagonal serd d=1y/3 e a diagonal duma das faces do
eubo dy=1/2. Se considerarmos o plano que contém
duas diagonais do cubo, notamos que éle projecta orto-
gonalmente na face do cubo wma diagonal, projecgio
que ¢ a diagonal da face do eubo. O dangulo destas duas
diagonais (do cubo e da face do cubo) € o angulo da
diagonal do cubo eom a face, e do triangulo rectingulo
cujos catetos sio a diagonal da face ¢ a aresta do cubo

tira-se : cosa=16:3 sendo a o dGngulo da diagonal
com a face, e f=90°—a sendo f o angulo da diagonal
com a aresta. Se considerarmos finalmente o triangulo

formade pelas semi-diagonais do cubo e por uma aresta,

e aplicando a proporcionalidade dos senos dos angulos

dum triangulo aos lados opostos, sen B:d/2=seny:1 ou

seny=2y2:3, sendo ¥ o angulo das duas diagonais.
Solugdes dos n.” 1851 a 1836 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES
BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES

por Manuel Zaluar Nunes

Fungdo logaritmo neperiano y-=logx 4

Por vdrios modos pode ser apresentada e estudada,
num curso de Matemdticas Gerais, a fungiio y=log = .
Um déles consiste em introduzi-la como primitiva da
funcfio 1/x . Com efeito esta funcfo 1/« , continua para
@ >0, admite primitiva definida a menos de uma cong-
tante aditiva, primitiva que se reconhece, porém, nio
ser exprimivel por combinag¢do finita alguma das fun-
¢gdes préviamente con as. E esta a via que adop-
taremos nesta exposi¢ao, que acompanha de perto
algumas das obras citadas na bibliografia final.

Definicdo
A funclo y=log = (logaritno neperiano, natural ou
hiperbélico de x) ¢ a fungBo definida para x> 0 que

admite a derivada y'=1/xz e que se anula para xz=1.
A fun¢iio log # ¢ pois a medida algébrica da drea
limitada pelo ramo
do primeiro qua-
drante da hipér-
bole equildtera
y=1/x, eixo real
e ordenadas de
abscissas 1 e =,
drea representada
na figura.

Tem-se entdo:

xy=1

=1
Iogmm/ X ol =
- =0 8)
1



