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Nora 4: Se I e I'* sio espagos topoldgicos onde a
topologia estd definida por meio de vizinhangas, a
continuidade de uma transformagio de I em I*
costuma definir-se em termos de vizinhang¢as por uma
condi¢fo que generaliza a defini¢lo cldssica de Cau-
chy. A continuidade duma transformag¢io dum espago
topolégico noutro é, porém, uma propriedade topolé-
gica, independente da familia de vizinhangas utili-
zada; por oufras palavras, a continuidade duma trans-
formagéio num ponto nio é alterada quando se substitui
a familia de vizinhangas do ponto por outra topologi-
camente equivalente.

Este resultado é ainda vilido se se trata da conti-
nuidade duma transformagiio num ponto dum conjunto

A relativamente a @sse conjunto: uma ¢ransformagdo
f diz-se continua num ponto xe A relativamente a A ,
quando para cada vizinhanga W (f (x)), do ponto
f (x) eI¥, ewiste wma vizinhanga V (x), do ponto x,
tal que todos os pontos y de V (x) que pertencem a A
tém um transformado f (y) que pertence a W (f (x)) .
Em espagos topolégicos cuja topologia pode ser
definida por meio de vizinhangas (em particular, nos
espacos euclideanos) as transformacoes continuas go-
zam da seguinte propriedade: Se F* é um conjunto
fechado de I¥, o conjunto f~1 (F'*), imagem inversa
de F* por meio de f, é também fechadoe. Em parti-
cular, se f é continua relativamente a um conjunto 4,
entdo A - f~1 (F'¥) é fechado relativamente a 4.

TEMAS DE ESTUDO

SOBRE A EXPOSICAO CLASSICA DA TEORIA DA MEDIDA A LEBESGUE
por Luis Neves Real

Foi nosso intuito ao redigir &ste artigo ser itil a

quem entre nés estude — ou ensine — a teoria da me- °

dida L . Em termos estritamente algébricos, evitando
sistematicamente argumentos topolégicos, fizemos de-
pender essa teoria da prévia construgfo dum corpe 9
de conjuntos 4, em que se define uma drea, a (4),
com a propriedade essencial de ser as-aditiva no
corpo 9. Recorde-se que no espago euclideano a n
dimensdes se pode tomar para 9 e a (4) o corpo de
todos os agregados do espago [isto ¢ as somas dum
mimero finito de cubos semi-abertos pertencentes a
uma sucessfo regular de rédes com a qual se quadri-
cula o espago] e a sua drea, a soma dos hiper-volu-

mes J] (b;—a;) de cada um dos cubos digjuntos em
=1
que se pode sempre decompor um agregado 4. Esta
no¢io de agregado — Aggregat — e sua drea— Inhalt
— divulgada entre nos pela J. I. M., recebémo-la da
obra de Otto Haupt e Georg Aumann — Differential
und Integralrechnung — e afigura-se-nos como o ponto
de partida diditicamente mais adequado para abordar
as diversas teorias da medida. Os cadernos n® 2ed
da J. L. M. — Introducio e Medida & Jordan, Lau-
reano de Barros, 1944 — mostram a sua aplicagiio a
medida J. Queremos salientar no eaderno n.° 5 —
de que em breve se publicard uma nova edigio com
um cardeter marcadamente algébrico — o que nessa
altura nos apareceu apenas com um interésse de exer-
cicio — o exercicio 3.° da pdgina 39 —: «se um agre-
gado A é a soma duma infinidade numerdvel de agre-
gados digjuntos do mesmo corpo, a drea A é igual a
soma da série constituida pelas dreas das parcelas

(o-aditividade de a (4) em 9f); e fazer notar que a
demonstracio déste enunciado assenta em duas pro-
priedades particulares do espago euclideano: ¢« —dado
um agregado A, existe sempre, qualquer que seja ¢>0
um outro agregado 4, tal que ACi(4y) e a(d —Ag)<s;
i — a cobertura dum conjunto fechado por intermédio
duma familia numerdvel de conjuntos abertos pode ser
substituida por uma cobertura dum nimero finito de
conjuntos da mesma familia. Estes sio os factos
topolégicos que estdo na base da c-aditividade da
drea. Uma vez porém que esta se admita, as teorias
da medida, quer a4 Borel, quer 4 Lebesgue, sio conse-
quéncias puramente algébricas dessa propriedade da
drea. Isto mesmo se mostrou j4 para a primeira
destas medidas no caderno n.° 14 da J. I. M., obten-
do-se depois algébricamente, caderno n.® 16, a medida I
como extensdo da medida B, pela ampliagio do
g-corpo B3 dos borelianos, gragas aos sub-conjuntos
dos conjuntos mensurdveis B de medida nula — les
ensembles négligeables na terminologia que nos trouxe
o Prof. René de Possel. Assim ficava estabelecida
uma proposi¢io fundamental da teoria algébrica da
medida: «a condigdo necessdria e suficiente para que
seja possivel a extensfio duma drea definida num corpo,
a uma medida (4 Borel ou & Lebesgue) definida num
g-corpo, é que essa drea seja ¢-aditiva (Eberhard Hopf,
Ergodentheorie, capitulo I, § 1, 1937)».

Por esta forma se procurava localizar o problema
da construgfio duma medida s-aditiva em espagos topo-
légicos mais gerais, problema que desde 1944 e por
iniciativa do Prof. Anténio Monteiro tem sido tema
do estudo no C. E. M, do Pérto.
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Mas a teoria da medida & Lebesgue feita em estreita
dependéncia da medida & Borel, se bem que tenha sido
extraordinariamente elucidativa para nés, no C. E. M.,
tem o inconveniente de recorrer ao principio de indu-
clo transfinita. Esta é a razlio porque reuni neste
artigo os resultados da nossa comum experiéneia, redi-
gindo uma exposiglo da medida L, feita 4 maneira
cldssica, mas deduzida como consequéncia algébrica
da c¢-aditividade da drea dos agregados.

1. O corpo e & éres dos agregados. Seja 9 um
corpo de conjuntos a que chamaremos agregados, e
seja a(4),Ae9 uma funglo definida em 9, desi-
gnada como drea do agregado A e dotada das seguin-
tes propriedades :

A1l. ¢é univoca

42 0<a(d)<oco; a(0)=0

A3. s-aditividade da drea em 9[:

Se A-E:]A,-‘ e 4,n4,=0, entio a(A)sia(A,).
1

Destas propriedades decorre imediatamente
A4 A4yDdy-—-.a (Ai—Az) =0 (Ag) =0 (Az)
Ab5. A4 DA;-—-a(4))>a(4;) (monotonia)

o a0
A6. ACLlJA‘-—»-a A)<Ja(4).
1

2. Medida exterior e Medida interior.
2.1 Definigdes :
Um conjunto X diz-se limitado se existe Ade 9
tal que Xc 4.
Medida exterior dum conjunto limitado
m°® = lim inf X, a (4
®)= Mim inf X a(4)
A;EQ[
Medida interior dum coujunto limitado:
my (X)=a (4)—m"® (4—X)
onde 469 e ADX. [Como se estabelecerd no ni-
mero 2.5 esta defini¢gfio ¢ independente de A].

Critério de mensurabilidade. Um conjunto X diz-se
mensurdvel-L, simbolicamente X e .£ (representando
por .£ a classe dos conjuntos mensurdveis-L) se
my (X)=m® (X). A @ste valor comum chama-se me-
dida-L de X e representa-se por m (X).

2.2 Propriedades :

Da definigéio de m? (X) resulta :

2.2.1 0<m0(X)<oco, mO(0)=0

2.2.2 Be Xc¥Y, entio m?(X)<m(Y).
porque qualquer L{A,. que contenha Y, contém
também X.

2.2.3 m (UX) <m0 (X))
1
Para cada nimero arbitrdrio §/2¢, existe U 4;DX,
tal que m? (X)) > 3 a (4i)—5/2.

"
Por soma em relacdio a ¢:

3 md (X) gzg a (4i)—3 -

E como:

Ui UndiDU: X, 22 a (4f) =m (U; X)) .

2.3 Se Ae9Y e A-X=0, entio m'(AUX)=
=a (4)+m (X) .
[2.28] » m0 (AU X) <a (4) 4+ m® (X) .
Basta pois demonstrar a desigualdade contrdria:
Da defini¢lio de m? (AU X) decorre que existe:

U4,DAUX tal que m? (AUX) > ﬁ a (4) —e=
1

Eia ﬁ a [(4;NA) U (4;—A4)] —s=

=S and)+ 3 ad—A)—c.

Mas
L:J (AN A)=A epelac-aditividadeda drea
a( )<Y a@And);
ANX=0—+¢ o 4

U (4—A4)DX;, donde:
B 6 (4= d) 2 m (%)
e finalmente
md (AUX) > a (A) +m0 (X)—s,
ou, sendo s arbitrdrio
md (AU X) =a (4)+m" (X).
2.4 m0(A)=a (4).
Como m? (0)=0 basta fazer X=0 em 2.3.

2.5 my(X) ¢é independente do agregado A que
intervem na sua definigio.

Sejam A4e9 e A;e; e suponhamos que
XcAdicA [o caso de ser XCAd e Xc4; e nem
Ac 4y, nem 4;C A, reduz-se a éste porque teriamos
entio Xc(AN4dy), (ANd)cd e (ANnA)c4y].

De 2.3 e 2.4:

md (A=X)=mO [(A—A) U (41— X)]=
=a(d—d4y)+m® (44— X) =
[por A -4]=a (4)—a (4y) +mO (4;—X) .
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Entio

mg (X)=a (4)—m0 (A—X)=a (4)—[a (4)—a (47) +
+m9 (Ay— X)) =a (dg) —m® (44—X) .

2.6 my(X)<m®(X).
Porque 2.1 e ADX implicam :
a (4)=mq (X) +m (4—X);
ede 2.4 ¢ 2.23:
a(Ad) =m0 (4) =m0 [ XU (A—X)]<m?(X)+m0(4A—X),
2.7 Se A,NAg=0, entdo m® (U;4,)= ﬁ a(4;).
1

Por 4.3, 2.4, 2.22, 2.23, e de novo 2.4:
N
a A'- = A =
g ( ) (Igi\' ()

—md( | 4)<mo( Y 4)< D a(4)

Por passagem ao limite:
2a)<m( ya)<Ia(4).
1 b . ] 1

2.8 Be 4ycdc---c4d,C:--, mn(tU Ai)-
=lima (4).
Porque, aplicando 2.7 a 1U A;=4U LJ!(A,-—A,—I)
e
resulta:
m0 (U 4,)=a (4;)+lim [a (Ag=Ag)+ - +a (A —dyy))=
=lima (4;).
2.9 Se AlezD--‘DA;::--‘mu(ﬁA‘)—lima(Ai).
Pela aplicagio de 2.8 a
¢ AihﬂAzCAi—A3C"’CA1—A,-C"‘
e pela definigio de medida interior.
2.10. Be 4o 4. .- 54D -,
Mg (l_r_lAi)“]-im a (4)=m" (ﬂ 4).
-]
Em virtude de 2.9, 2.6 e de que ﬂ[ A;c A; implica
m® (N4) <lima (4) .
2.11 mO (XUY)+m0(XNY) <mO(X)+mo(Y).

Tomem-se U;4;, 4;N4,=0 e U4;, 4;nA4,=0
tais que U, 40X, 3 a(4)<m®(X)+42
e U;4iDY, 3 a(d)<mO(Y)+s/2. Ora, 2.28, 2.7,
2.10 implicam

w(J (U)o (4) + B (4) - T in 4)

e sendo (l;.l 4)n (p A)= l‘J U (4;n 4;) soma de par-
celas disjuntas:

(Y40 U4)=F B a(4,n4):

w0 (040 4))+m0 (U 40 U 4) <
sBa()+Ba(d)<m (X)+m (¥)+e
donde decorre o enunciado porque
U 4U4)>XUY e (U 4)n(Ui4)2XNY. 'k

2.12 my (XUY)+mp (XNY)>mg (X) +mp (Y).

Basta subtrair 2a (4), onde ADX e ADY aos
dois membros da desigualdade 2.11 aplicadaa 4—X
e A-Y.

3. A classe .£ dos conjuntos mensuréveis.

3.1 .£é um anel de conjuutos (com X e ¥, con-
tém XUY e XNY).

Porque de 2.11 e 2.12 resulta:
[m0 (X) —mq (X)) + [m® (¥') —mq (¥)] =
> (9 (XU ¥)—mo (XU ¥)]+ [0 (XN ¥)—mo (XN D))

3.2 O complementar dum conjunto mensurdvel
XcA, relativamente a 4 é mensurdvel.

Porque a(d) =m9 (X) +mo (4 — X) =mq (X) +m0(4—X)

3.3 .£ é um corpo de conjuntos (um anel que, com
X e Y, contém X-Y).

Sendo Ae9 talque ADX e ADY, como X—Y =
=XN(4—Y) trata-se duma conclusio imediata de
3.1e3.2

L)
3.4 A soma ‘l;Jl X,;, com X;NX,=0 de conjuntos

mensurdveis disjuntos ¢ mensurdvel (desde que seja

limitada).
N w®
De HX‘C‘;‘UX;, de X;NX,=0, de 2.12 iterado,
de2.6ede2.2.3

im(XJ—m(&X;)Sm"(ﬂX,)S

<m((JX)< B m (X)

donde resulta por passagem ao limite o teorema e
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simultineamente a o-aditividade de m na classe £:
@ @™
m('HX, - gm(x‘).

3.5 L é um o-corpo (um corpo que com 3 SUCes-
so | X;| contém a sua unido U;X)).

Congequéncia de 3.3 e de
o0 @«
UX=XiUu[U (XU XU UX)—CXiU X))
atendendo a 8.3 e 3. 4.

4, Propriedades da medida: m (L), Le.L.
4.1 n3o negativa m (L) >0.
4.2 mondtona: se LycC Ly, m (L) <m (Ly).
4.3 modular:
m (Ly)+m (L) =m (LU Ln) +m (Ly () L)
em virtude de 2.11 e 2.12.

4.4 subtractiva:
se LyD Ly, m (Ly—Ly)=m (Ly) —m (L) .
4.5 o-aditiva: se L;NL,=0, m(U.L)= Sym(Ly).
4.6 continua: se | ;| é uma sucessdio mondtona:
m (lim L) =lim m (L) .

5. O carécler completo e reqular da medida-L.
5.1 A medida é completa:
m® (X)=liminfm (L) e mg(X)=Ilimsup m (L)
Let Lel
L)X LCX
5.2 A medida é regular: para todo o conjunto X,
a) existe Ly;DX, Lje.£, tal que m" (X)=m (L) -
b) existe LycX, Lye .2, tal que mg (X)=m (L,).
6. As condicSes de Smilley e de Carsthéodory.

6.1 Condi¢io de Smiley: L e .£ se e s0 se a igual-
dade m0(LUX)+m® (LNX)=mo (L) +m’ (X) é sa-
tisfeita qualquer que seja o conjunto limitado X.

Condig¢3o necessdria:

Por 5.2 a) existe (LyDLUX) tal que m (Ly)=
=m0 (LUX). Entio m (Lj)=m® (LUX)=m (L)+
+m (Ly—L) ou,porque L;D(XU L) implica Li—L>
ODX—(XNL):

m0 (LUX) =m (L) +md (X—XNL).
Por outro lade 2.2.3:
m9 (X) <m® (XN L) +md (X—XNL)
ou md (X—XNL)=>md (X)—m?(XNL).
E finalmente
m (L) +m® (X)—m® (XN L) <md (LU X)

combinada com 2. 11.
Condigéo suficiente :

Seja Ae9 e ADL; faga-se entlo X=A—L:
m? (A)=a (4d) =m0 (L) +m° (A—L)
ou mO (L)=a (4)—m® (A—L)=my (L)
e portanto Le L.

6.2 Condigdo de Carathéodory: L e.£ se e 86 se
a igualdade m0 (X)=m"(XNL)+4m®(X—L) for sa-
tisfeita qualquer que seja o conjunto X .

Condigdo necessdria:
5.2 a) implica que existe L;DX e tal que
m® (X)=m (Ly) .

E como Iy—LDX—L ¢ LiNLOXNL m® (X)=
=m (L)=m (LN L) +m (Ly—L) >md (XN L) +
+md (X—L) que com 2.2.3 demonstra que a con-
digdo ¢ necessdria.

Condiggo suficiente :
Sendo 469 e ADL faga-se, naigualdade, X=A:

m0 (4) =a (4) =m0 (L)+md (4—L)
donde
m0 (L)=a (A)—m® (A—L)=my(L) e Le L.

NOTA

O Centro de Estudos Matemdticos do Porto publi-
cou no numero anterior da Gazeta de Matemdtica
(n.e 27, de Fevereiro de 1940) um artigo do sr. G. De-
debant, intitulade «Sur une maniére de présenter la
résolution des équations algébriques», e inserto na
secgio «Temas de estudo». IKste artigo contém

alguns lapsos relativos ao emprégo da designagdo de
mflugebra Moderna» e algumas incorrecgdes de dou-
trina, pelo que o Centro de Estudos Matemdticos do
Porto, responsdvel por esta secgio, pede desculpa aos

leitores.
C.E.MP.




