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A/lais je ne m'arrête point à expliquer ceci pi us en détail, à cause que 
jé vous ôlerois le plaisir de l'apprendre de vous même, e/ l'utilité 
de cultiver votre esprit en vous y exerçant, qui est à mon avis la 
principale qu'on puisse tirer de cette science. 

fierté Descartes—La Géométrie 

SOBRE O CALCULO SIMBO LI CO 
por José Sebas/iao e Si/va 

Já desde LKIJRNIÜ foram observadas curiosas analo-
gias entre as propriedades formais de certos símbolos 
não numérieos e as regras de cálculo elementar. Mas, 
por muito tempo, estes factos pouco interesse desper-
taram, considerados como simples coincidências a que 
nada correspondesse de essencial. 

Não foi senão em fins do século passado, com os 
importantes trabalhos de IIKAVISIDK relativos à inte-
gração de vários tipos de equações diferenciais linea-
res, ligadas a questões de electrotecnia, que as pos-
sibilidades do chamado «cálculo simbólico», como 
elegante e fecundo instrumento de descoberta, foram 
postas plenamente em evidência. Ele revelou-se par-
ticularmente útil na telefonia e na telegrafia a longa 
distância, e foi, juntamente com o Cálculo das Varia-
ções, uma das origens da Análise Funcional. 

Consideremos, a título de exemplo, a equação linear 
ordinária'" com coeficientes constantes 

(1) Oo^o + o, Xr^í+f- D<?+a„<?=$, 

era que ^ representa uma função conhecida, o a fun-
ção incógnita, o , , , « , , •••, a„ os coeficientes constantes 
da equação {reais ou complexos) e D'o a derivada do 
ordem i da função tp (í = l ,2 , , íi) . Posto isto, pro-
ponhamo-nos determinar o integral geral da equa-
ção (1) , admitindo que o símbolo D dç derivação possa 
ser tratado com as regras usuais de cálculo, aplicáreis 
a símbolos numérico*; e vejamos até que ponto nos 

W Os sistemas de equaç&os ILnoaros ordinárias a coef ic ientes 
constantes apresentam-se n o estude dos circuitos e léctr icos a cons-
tantes concentradas , enquanto as oquaçSes l ineares às der ivadas 
p a n b l s (a coe f i c ientes constantes) se apresentam no estudo dos 
circuitos elúctrlcos a constantes uniformemente distribuídas (caso 
da equação do» téUgrn/iitas). 

pode conduzir este método, pondo de parte, por en-
quanto, preocupações de rigor. Comecemos então por 
dar à equação (1) a forma seguinte: 

K D" + a, D"-' + ...+a^l&+a„) <p = + 
ou ainda 
(2) o - - — — —• i . 

' OQ Z>" + DI Z ) " - 1 -J £> + A „ T 

A expressão que, no segundo membro desta última 
igualdade, figura a multiplicar por i|>, apresenta-se 
como função racional de D . Utilizemos então, a pro-
pósito, o conhecido processo da decomposição de uma 
função racional em soma de fracções simples, e, para 
maior clareza, comecemos por supor que as raízes 
a,,Oj,-••,«, da equação agz" + a, a" -1 H + 
(chamada a equação característica de { ! ) ) são todas 
simples. Como se sabe, será possível calcular então 
ít números k t , kt, — , k„ tais que 

1 = *• | 
o 0 a " + o 1 e » - ' H a + o „ 

+ J L + . . . + . A . , 
z— «J z—a, 

o que imediatamente nos sugere a ideia dc dar à ex-
pressão (2) a forma 

. . Ai K 
(3) f " + + D^* + " ' T *• 

Se, por outro lado. fizermos 

<4> 2 , . . . , » ) , 
virá 

D<fi—«jtp,—^ ( ( — 1 , 2 , . . . ,n ) 
ou ainda, em notação mais usual, 

(2) = Ã'; 4 (E) ( * — 1 , 2 , •$?•,«) , 
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Mas estas não são maia (1o que equações diferen-
ciais lineares de 1.» ordem, cujos integrais gorais são 
dados, como se sabe, pelas formulas 

a 
(5) <f,(z) = i(-,e*i = f $ ( í ) + (t—1,2,• •• n), 

a 
em que Cj representa «ma constante arbitrária e a 
um ponto do domínio da função •}, escolhido como 
origem das integrações. 

Ter-se-á portanto, atendendo a (3), (4), (5) : 
1 t 

<P 00 = S ( í -i / *~" t l |H í ) dH-cte*i*) . 
í—I a 

Para passar agora ao caso geral, observemos que, 
se representarmos por a um número complexo qual-
quer, e se pusermos 

v . - 1 ( , - 1 , 2 , 3 , - ) , 
v (a — D)"1 i i i /i 

virá 
1 1 1 

« — D o. —D et — D 
donde, por indução, e atendendo aos resultados prece-
dentes, , ( [ v i 

(*) = ^ f d t j d t f - f é - * ' * + Cv) <*ty + 
a d a 

-J-C, a*"1 Mv-i 

ou ainda, aplicando repetidamente o método da inte-
gração por partes, 

st 

Xv <*) S j ««M + (í> dt+ 
a 

+ (c, ÍV-1H t-c»-i a+ov ) ««« . 
É 

Este resultado permitir-nos-á construir, como ante-
riormente, o integra) geral de (1), no caso em que a 
equação característica admita raízes múltiplas, visto 
que, em tal caso, a função racional de D que figura 
no segundo membro de (2) admitirá uma decomposi-
ção do tipo j. 

V • 
( * -£> ) v 

Ora o que é verdadeiramente belo é que, por veri-
ficação directa em (1), a expressão assim obtida, re-
sulta ser efectivamente o integral geral da equação 
proposta. Em particular, para ^=-0, reencontra-se a 
fórmula que nos cursos clássicos costuma ser indicada 
para a integração da equação homogénea a coeficien-
tes constantes. E claro que, para se poderia 
usar ainda o método de LAORAXGE ; mas o processo 
agora indicado é mais simples e elegante. 

Os factos a que acabamos de nos referir fazem re-
cordar, por uma natural associação de ideias, o que 
se passou, por exemplo, a respeito da introdução dos 

números imaginários em Matemática. Com o auxílio 
de tais números (que chegaram a ser tidos na conta 
do diabólico»), tornou-se fácil dominar várias questões 
relativas aos números reais, como a resolução algé-
brica das equações de 3." o 4.® grau, as quais de outro 
modo não fôra possível resolver. O símbolo f , intro-
duzido para designar uma inexistente, imaginária raiz 
da equação -r,'1 + 1 = 0 , só muito mais tarde veio a re-
ceber uma interpretação geométrica adequada (que 
não era de nenhum modo indispensável como garan-
tia de rigor lóg ico ) ; e, todavia, tratando aquele sím-
bolo como se fosse realmente um número, obtinham-se 
resultados positivos, com uma elegância por vezes 
prodigiosa. 

No exemplo anterior fomos levados a considerar uma 
função racional do símbolo D <". Passando porém a 
equações às derivadas parciais (lineares, a coeficien-
tes constantes), como por ex. a equação da propaga-
ção do calor, no caso simples 

D, T-a1 Di T-=0 (-00 <a> <4-»), 

a técnica do cálculo simbólico tornou-se ainda mais 
audaciosa, e chegou a utilizar funções irracionais e 
transcendentes do símbolo D , tais como etD*, [ / D , 
etc., etc., ser vindo-se de desenvolvimentos em séries 
de potências de D ou sem a mínima preocupação 
de rigor. 

A verificação directa vinha, com frequência, con-
firmar a justeza da solução, obtida de modo tão aven-
turoso ; mas não raramente se acabava por esbarrar 
em insucessos ou paradoxos que refreavam o entu-
siasmo inicial e faziam desejar uma delimitação rigo-
rosa das condições de aplicabilidade do método em 
questão. 

Tornava-se pois necessário dar uma base de racio-
nalidade ao que não passava de método empírico, 
conquanto fecundo. ™ E eram primeiro que tudo razões 
de ordem prática que o exigiam: principalmente a 
necessidade de ovitar perdas de energia em tentativas 
inúteis ou em verificações por vezes laboriosíssimas. 
Vários esforços foram empregados neste sentido de 
racionalização: por um lado, foi-se levado a conden-
sar todo o método simbólico no uso da transformação 
de L X P L A C K ,3>; por outro lado, procurou-se uma jus-
tificação mais directa do cálculo operatório, respei-
tando na medida do possível o seu espirito original. 

(11 Este orviinp ao contrário do quo sucedia com o iiiilbo lo i J 
íy já Inlclalinonto provido dum signi f icado proclso . 

A o s maiornAtioo* Impacientes que ilie pedlfl:u uma toor la 
do sou mâtodo, IÍEAVISIDE r e s p o n d i a : «Purn c omer eu r..Ill p!•<]-
e i to de conhecer a teoria d e dlgostAo» . T o d a v i a e le morreu d3 
t l lud ldo 4 serai- louco, em grande parte per causa das crit icas 
receb idas . 

''' No li ris* Imo num oro darei IndlcaçBes bibliográficas sobre o 
cálculo simbólica em geral. 
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À segunda categoria pertenço a tentativa de justi-
ficação do cálculo simbólico do Prof. L. F A S T Í P P I É , 
como aplicação da sua teoria dos funcionais analíticos. 
Esta, por sua vez, nasceu como aplicação, ao campo 
das funções analíticas, dos métodos da Análise fun-
cional instituídos por V . VOLTEBRA e por S. Pucmntu 
em fins do século passado. 

Noção russelliona de tipo. Análise funcional e 
Análise gerei. Observemos que, no caso simples do 
exemplo anterior, o cálculo simbólico pode justificar-se 
por meio do considerações muito elementares. Convirá 
entretanto aproveitar esta oportunidade para recor-
dar e pôr em foco vários conceitos fundamentais que 
deverão ser utilizados mais adiante. 

Sejtm A,B dois conjuntos, finitos ou infinitos, 
constituídos por entidades cuja natureza deixaremos 
por enquanto indeterminada. Diremos definida uma 
correspondência uníivca, <t>, entre os elementos de A e 
os elementos de B , ou, mais simplesmente, uma fraiw-
formaçãc unívoca 'i> de A em D, quando se tenha 
estabelecido um critério, pelo qual fique associado a 
cada elemento x de A um determinado elemento y 
de B - chamado imagem ou transformado de x por 
meio de <t> e representável por <í> (x) ou <I> 3 . Duas 
transformações unívocas «b, V de A com B serão con-
sideradas idênticas, se, e só se, for verificada a con-
dição : 

4 . ( 3 : ) ( x ) , 

qualquer que seja o elemento x de A • 
Para exprimir este facto poderá escrever-se indife-

rentemente 

f = t (t ) = ¥ (a) , * (a) = V (j;) , 

As transformações univoeas >I> de A em B são ainda 
chamadas operadores unívocos, operações unitárias uní-
vocas ou funções unívocas duma variável, de domínio A 
e de contradomí?iio B . Os elementos x de A serão 
chamados objectos ou dados da operação í>, e os ele-
mentos •i1 (x) de B, resultados da operação 4». 

Em particular, A pode coincidir eom B: neste caso 
tratar-se-á de transformações unívocas do conjunto A 
em si mesmo. 

Particularizemos agora, em sucessivos exemplos, a 
natureza dos elementos do A e de B: 

1) — Suponhamos que A é o conjunto dos números 
reais e que B — A. Transformações unívocas do con-
junto A em si mesmo são, p. ex. o operador sen , o 
operador V~~> a função f dada pela fórmula <p (a:) = 
= 3 (x—1)' , etc., etc.; mas não já o operador log ou 
o operador i|r dado por (z) = + (/a;1 — ! , os quais 
são definidos somente numa parte de A . 

2)—Suponhamos agora que o conjunto A ê cons-
tituído por todas as funções deriváveis ate' qualquer 
ordem, num mesmo domínio; e seja ainda B = A. Exem-
plo duma transformação unívoca do conjunto A em si 
mesmo é, neste caso, o operador de derivação, D, o 
qual faz corresponder a cada função <p pertencente a A 
uma determinada função tp' pertencente ainda a A. 
Mas tal operador já não é definido, p. ox., no conjunto 
das funções contínuos. 

3) — Seja agora A o conjunto das funções integrá-
veis num mesmo intervalo (a , b) e B o conjunto dos 
números reais. Exemplo duma transformação unívoca 
de A em B será, neste caso, o operador de integração, 
que faz corresponder a cada função tf do conjunto A 

I 
o número real J~f {/) dt. 

a 

4) — Seja finalmente A o conjunto dos números 
reais e B o conjunto das funções reais definidas no 
intervalo (—00,-1-00). Uma transformação unívoca 
de A ein B é, neste caso, p. ex. aquela que faz cor-
responder a eada elemento x de A a função <pT defi-
nida por tp, (y) = sen yjx (costuma dizer-se, neste 
caso, que é uma função dependente do parâme-
tro x; substancialmente trata-se duma função de 
duas variáveis). 

Ora é de notar que, enquanto no primeiro caso se 
apresentam operadores que transformam números em 
números (isto é, operações cujos dados são números e 
cujos resultados são ainda números), nos casos restan-
tes trata-se do transformações de natureza mais com-
plexa: operadores que transformam funções em fun-
ções, operadores que transformam funções em números 
e operadores que transformam números em funções. 
No caso considerado em 1), os operadores dír-se-ão 
de tipo 1 a respeito do conjunto dos números reais; 
nos casos restantes, dir-se-ao de tipo 2 a respeito do 
mesmo conjunto. Poder-se-à, naturalmente, prosse-
guir 11a elevação de tipo, considerando p. ex. opera-
dores que transformem operadores de tipo 2 em nú-
meros ou em operadores de tipo 1, etc., etc.<(). Logi-
camente nenhuma limitação se apresenta, e poderá 
mesmo prosseguir-se no transfinito. 

O que importa é não confundir funções de tipo 2, 
com funções compostas. Quando, p. ex., se põe 

y™ J 1 W supondo <f variável, pode dizer-se que yè 
O 

função da função ip; pois que, p.ex., àfunção ç ( x )= i í - f l , 
corresponderá o número y=4 /3 ; à função cp {x) = 
= + +-3 x , corresponderá o número 1/ -= 14/9 , 

Ml Dum m o d o gorai, o t ipo d o m a o p a m ç f i o fcflrft Imodlatu-
uinjito BuporJor nos tipos doa ( i s dudos o doa sous rusult&dos. 
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etc., etc. Mas não se poderá de nenhum modo dizer 
que y é função da variável í , a qual, por isso mesmo, 
recebe neste caso o nome de variável aparente. Não 
convirá portanto usar aqui a notação y ^ ü [ ? ( ' } ] • 
Para evitar confusões com as funções compostas, 
costuma escrever-se então a variável t como índice 
de 4>, isto é : 

ou mais simplesmente ainda 

(?)-

Infelizmente, a palavra «função» costuma ser usada 
em duas acepções diversas: no sentido de «variável 
dependente» e no sentido de «operador»; daí, cm 
grande parte, as dificuldades conceituais que a Aná-
lise funcional apresenta ao principiante. 

O conceito de tipo lógico foi introduzido por B E I Í -

1'KAN Í> R U S S E L L , com o objectivo de resolver os parado-
xos da teoria dos eonj untos. A intervenção deste 
conceito em Análise funcional é de tal modo essencial, 
que não se pode deixar de pó-io em evidência. Pode 
bem dizer-se que a distinção fundamental entre a 

Análise clássica e a Análise funcional está em que, 
enquanto a primeira se ocupa predominantemente do 
números ou de operações sobre números, a segunda se 
dedica sistematicamente ao estudo de operações de 
tipo superior. 

Mas começa, por outro lado, a fazer-se sentir a ne-
cessidade duma síntese, que resolva o antagonismo 
entre a Análise clássica e a Análise funcional, e res-
titua à Matemática aquela unidade que tem sido sem-
pre o seu ideal. E é assim que surge, por obra de 
M . FHÉCHKT e de M. H. M O O B E , a Análise geral, cujo 
método consiste precisamente em deixar indetermi-
nada a natureza dos elementos sobre os quais incidem 
as operações, fixando apenas, por meio de condições 
mais ou menos largas {axiomas, no sentido moderno 
da palavra) propriedades lógicas, formais, das rela-
ções definidas entre tais elementos. Estes podem, ser 
números, funções, etc. A orientação da Analise geral 
é portanto aquela orientação axiomática, formal ou 
abstracta que caracteriza todo o movimento da Mate-
mática moderna, desde a Álgebra à Topologia e à 
Lógica matemática. 

(Continua) 

II. Nombres Hypercomplexes 
por Paul Belgodère 

La représentation d'une figure par un nombre 
hypercomplexe a pour but d'associer un algorithme à 
la loi de composition du groupe. Quittes à aban-
donner certaines propriétés fondamentales de l'algè-
bre (associativité du produit, non-divisibilité de zéro), 
nous pouvons ainsi attacher à toute géométrie au sein 
d'un groupe une méthode de calcul eommode, une trans-
formation étant représentée si possible par un ensem-
ble de paramètres tels que les coordonnées généra-
lisées de l'élément géométrique transformé soient 
fonction linéaire des coordonnées généralisées des 
éléments géométriques initiaux et des paramètres. 
Même s'il offre peu d'avantages pour les calculs effec-
tifs, un tel procédé permet de mieux comprendre la 
nature de la géométrie étudiée. 

La considération des éléments imaginaires d'une 
figure permet souvent de prévoir la nature des nom-
bres hypercomplexes à associer à ses éléments réels 
pour représenter convenablement les opérations d'un 
groupe principal. 

Par exemple, les transformations circulaires direc-
tes du plan, projection stéréographique des transfor-
mations projectivos de la surface d'une sphère, qui en 
conservent globalement chaque système de génératri-

ces, transforment une isotrope du plan en une isotrope 
de même système, la transformation entre isotropes 
de même système étant liomographique. Une trans-
formation circulaire réelle est donc caractérisée par 
la substitution bomographique complexe qu'elle induit 
sur le paramétrage d'un faisceau d'isotropes (elle 
induit sur l'autre faisceau la substitution conjugée). 
Uaffixe iy d'un point réel du plan, n'étant autre 
que l'abeisse complexe de l'intersection de l'axe Ox 
avec une isotrope issue du point, constitue un para-
métrage unicursal pour lo faisceau d'isotropes, et est 
donc transformée Jiomographiquement par les transfor-
mations circulaires réelles. 

No/nbres bi'compfexes 

L'exemple des transformations circulaires du plan, 
paramétrées par l'introduction d'une afïïxe complexe 
attachée à un point réel, nous conduit à considérer 
une affixe bicomplexe x+iy, le point ( as, y ) étant 
imaginaire, et as et y étant des nombres complexes 
construits à l'aide d'une clef h telle que —1, mais 
n'ayant absolument aucun rapport avec la clef i telle 
que — 1 , interprétable comme un opérateur de 


