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Mais je ne m"arréte point 8 expliquer ceci plus en délsil, & cause que
je vous &terois le plaisir de I'apprendre de vous méme, et I'utililé
de culliver volre esprit en vous y exercant, qui est & mon avis la
principale qu'on puisse lirer de celle science.

René Descarltes —La Géomélrie

SOBRE O CALCULO SIMBOLICO

por José Sebastido e Silva

J4 desde Lerssiz foram observadas curiosas analo-
gias entre as propriedades formais de certos simbolos
ndo numéricos e as regras de cdlculo elementar. Mas,
por muito tempo, estes factos pouco interesse desper-
taram, considerados como simples coincidéncias a que
nada correspondesse de essencial.

Nio foi sendo em fins do século passado, com os
importantes trabalhos de Heavisioe relativos & inte-
gracfo de vdrios tipos de equacdes diferenciais linea-
res, ligadas a questdes de electrotecnia, que as pos-
sibilidades do chamado «cdleulo simbélico», como
elegante e fecundo instrumento de descoberta, foram
postas plenamente em evidéncia. Ele revelou-se par-
ticularmente 1itil na telefonia e na telegrafia a longa
distincia, e foi, juntamente com o Cdlculo das Varia-
¢Oes, uma das origens da Andlise Funcional.

Consideremos, a titulo de exemplo, a equagio linear
ordindria ") com coeficientes constantes

1) aDota Do+ +a, Deta,o=y,

em que ¢ representa uma func¢fo conhecida, » a fun-
¢do incdgnita, ay,a,,-+-,a, o0s coeficientes constantes
da equagfo (reais ou complexos) e D'y a derivada de
ordem ¢ da funcgfo ¢ (i=1,2,...-,n). Posto isto, pro-
ponhamo-nos determinar o integral geral da equa-
¢io (1), admitindo que o simbolo D de derivagiio possa
ser tratado com as regras usuais de cdlculo, aplicdeis
a simbolos numéricos; e vejamos até que ponto nos

(1) Os sistemas de equagles linearos ordinirias a coeficientes
constantes apresentam-se no estudo dos circuitos eléetricos a cons-
tantes concentradas, enquanto as equagdes lineares is derivadas
parciais (a coeficientes constantes) se apresentam no estudo dos
circuitos eléctricos a tes unifor distribuidas (caso
da equaglio dos telegrafistas).

pode conduzir este método, pondo de parte, por en-
quanto, preocupagdes de rigor. Comecemos entio por
dar 4 equagio (1) a forma seguinte:
(ag D"+ay D" '+-.-4a,, D+a,) o=¢
ou ainda
1

A %Dt Dt ta Dia ¥

A expressiio que, no segundo membro desta dltima
igualdade, figura a multiplicar por ¢, apresenta-se
como fungio racional de D . Utilizemos entio, a pro-
posito, o conhecido processo da decomposi¢io de uma
fungfio racional em soma de fracgdes simples, e, para
maior clareza, comecemos por supor que as raizes
ayy %y, -y, daequagio ay2"+ a2 -t a, 2+ a,=0
(chamada a equagdo caracteristica de (1)) sio todas
simples. Como se sabe, serd possivel calcular entio

n numeros ky,ky, -+, k, tais que
1 P
agz"+a 2" - ta, yz2+a, FT%
3 k,
et )
Z—ay z—a,

o que imediatamente nos sugere a ideia de dar 4 ex-
pressdo (2) a forma

k & 5
PR AT el Rl e A T

Se, por outro lado, fizermos

k
@ %= 5z ¥
vird

(t=1,2,.--,n),

Do;—a; =k (i=1,2,-.-,n)
ou ainda, em notagiio mais usual,
e @—m(@)=ki(z) (i=1,2,"",n).
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Mas estas nfo sdo mais do que equagdes diferen-
ciais lineares de 1.* ordem, cujos integrais gerais sio
dados, como se sabe, pelas férmulas

(5) ?i(z}Ekiﬂ”=jc—“i‘¢(t)dt-l-c‘e’l-"-‘ (i=1,2,---m),

em que ¢; representa uma constante arbitriria e a
um ponto do dominio da fungfo ¢, escolhido como
origem das integragdes.

Ter-se-4 portanto, atendendo a (3), (4), (5):

o @)= E (ks etz fenit § (0 dee, ens)

Para passar agora ao caso geral, observemos que,
se representarmos por « um numero complexo qual-
quer, e se pusermos

1
Xvﬂm (»=1,2,3,-.-),
vird
1 = il
%1 -Q—Dq"h-u—l)m’ 11\1_“_1)1\!-4
donde, por indugfio, e atendendo aos resultados prece-
dentes, #=21

1y (2) = ens fdt, fdz, f ey (4) dty, +

+ ¢ z"“ e1s + —|—c,,._, zexsi4e, €22,
ou ainda, aplicando repetidamente o método da inte-
gragio por pa.rtea,

)= 1)! J (3—8)¥1 ex(a—0) § (¢) de+

= (C| a¥- 1+

Este resuitado permitir-nos-4 construir, como ante-
riormente, o integral geral de (1), no caso em que a
equagio caracteristica admita raizes miiltiplas, visto
que, em tal caso, a fungio racional de D que figura
no segundo membro de (2) admitird uma decomposi-

¢do do tipo k
e
z‘ (z— D)

Ora o que é verdadeiramente belo é que, por veri-
ficagio directa em (1), a expressfo assim obtida, re-
sulta ser efectivamente o integral geral da equagio
proposta. Em particular, para ¢=0, reencontra-se a
formula que nos cursos cldssicos costuma ser indicada
para a integragio da equagdo homogénea a coeficien-
tes constantes. K claro que, para ¢+0, se poderia
usar ainda o métode de Lacraxer; mas o processo
agora indicado é mais simples e elegante.

s cv-1 Bov) €23,

Os factos a que acabamos de nos referir fazem re-
cordar, por uma natural associagfo de ideias, o que
se passou, por exemplo, a respeito da introdugfo dos

nmimeros imagindrios em Matemdtica. Com o auxilio
de tais nimeros (que chegaram a ser tidos na conta
de diabdlicos), tornou-se fdcil dominar vdrias questies
relativas aos nimeros reais, como a resolucdo algé-
briea das equagdes de 3.° e 4.° grau, as quais de outro
modo n#o fora possivel resolver. O simbolo 7, intro-
duzido para designar uma énexistente, imaginiria raiz
da equagiio #?*+1=0, 86 muito mais tarde veio are-
ceber uma interpretagio geométrica adequada (que
ndo era de nenhum modo indispensdvel como garan-
tia de rigor logico) ; e, todavia, tratando aquele sim~
bolo como se fosse realmente um niumero, obtinham-se
resultados positives, com uma elegincia por vezes
prodigiosa.

No exemplo anterior fomos levados a considerar uma
fungdo racional do simbelo D ™. Passando porém a
equagdes hs derivadas parciais (lineares, a coeficien-
tes constantes), como por ex. a equagiio da propaga-
¢do do calor, no caso simples

DT—a*DET=0 (—co<z<<+oo),

a técnica do cdlenlo simbdlico tornou-se ainda mais
audaciosa, e chegou a utilizar fungdes irracionais e
transcendentes do simbolo D, tais como e, /D,
ete., ete., servindo-se de desenvolvimentos em séries
de poténcias de D ou D', sem a minima preocupagiio
de rigor.

A verificagfio directa vinha, com frequéncia, con-
firmar a justeza da solugfio, obtida de modo tio aven-
turoso ; mas nio raramente se acabava por esbarrar
em insucessos ou paradoxos que refreavam o entu-
siasmo inicial e faziam desejar uma delimitagfo rigo-
rosa das condigdes de aplicabilidade do método em
questio.

Tornava-se pois necessdrio dar uma base de racio-
nalidade ao que nio passava de método empirico,
conquanto fecundo.® E eram primeiro que tudo razdes
de ordem pritica que o exigiam: principalmente a
necessidade de evitar perdas de energia em tentativas
imiteis ou em verificagdes por vezes laboriosissimas.
Virios esforgos foram empregados neste sentido de
racionalizag8o: por um lado, foi-se levado a conden-
sar todo o método simbédlico no uso da transformagio
de Larrace®; por outro lado, procurou-se uma jus-
tificagfio mais directa do cdlculo operatério, respei-
tando na medida do possivel o seu espirito original.

(1) Este porém, ao trario do que dia com o simbolo i,
6 jd inicialmente provido dum significado preciso.

(2} Aos matemiticos impacientes que lhe pediam uma teoria
do seu método, HEAVISIDE respondia: «Para comer eu nfio pre-
eiso de conhecer a teoria da digestion.
siludido e semi-louco, em grande parte por causa das criticas
rocebidas.

3 No préximo nt darel indicagBes bibliogrificas sobre o
céleulo simbélico em geral.

Todavia ele morreu de- ~
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A segunda categoria pertence a tentativa de justi-
ficagio do cdleulo simbélico do Prof. L. Faxrarers,
como aplicagiio da sua teoria dos funcionais analiticos.
Esta, por sua vez, nasceu como aplica¢ido, ao campo
das fung¢fes analiticas, dos métodos da Andlise fun-
cional instituidos por V. Vorrerra e por S. PivcnerLe
em fins do século passado.

Nog8o russelliana de tipo. Analise funcional e
Anélise geral. Observemos que, no caso simples do
exemplo anterior, o edlculo simbdlico pode justificar-se
por meio de consideragdes muito elementares. Convird
entretanto aproveitar esta oportunidade para recor-
dar e por em foco virios conceitos fundamentais que
deverdo ser utilizados mais adiante.

Sejom A, B dois conjuntos, finitos ou infinitos,
constituides por entidades cuja natureza deixaremos
por enquanto indeterminada. Diremos definida uma
correspondéncia univoca, ®, entre o0s elementos de A e
os elementos de B, ou, mais simplesmente, uma #rans-
Sormagdo univoca ® de A em B, quando se tenha
estabelecido um critério, pelo qual fique associado a
cada elemento @ de 4 um determinado elemento y
de B, chamado imagem ou ¢ransformado de = por
mejo de & e representdvel por @ (x) ou ® x. Duas
transformacgdes univoeas &, ¥ de A com B serdo con=-
sideradas idénticas, se, e 86 se, for verificada a con-
digdo:

@ (x)=¥ (),
qualquer que seja o elemento o de A.
Para exprimir este facto poderd escrever-se indife-
_rentemente

0=, 2(1)=¥ (@), *(@H=¥(@),

As transformagdes univocas ® de 4 em B sio ainda
chamadas operadores univocos, operagies unitdrias uni-
voeas ou fungdes univocas duma varidvel, de dominio A
e de contradominio B. Os elementos = de A serfio
chamados objectos ou dados da operagio @, e os ele-
mentos @ (x) de B, resultados da operagio ®.

Em particular, 4 pode coinecidir com B : neste caso
tratar-se-d de (ransformagées univocas do conjunto A
em 8i mesmo.

Particularizemos agora, em sucessivos exemplos, a
natureza dos elementos de 4 e de B:

1) — Suponhamos que A é o conjunto dos nivmeros
reais e que B=A. Transformagdes univocas do con-
junto A em si mesmo sio, p. ex. o operador sen, 0
operador %/, a funglio ¢ dada pela férmula ¢ (z) =
=3 (z—1)*, ete., ete.; mas ndo jd o operador log ou
o operador ¢ dado por ¢ (z) =+ {/2*—1, os quais
sfo definidos sdmente numa parte de 4.

2) — Suponhamos agora que o conjunto A ¢ cons-
tituido por todas as fungies deriviveis até qualquer
ordem, num mesmo dominio; e seja ainda B=A. Exem-
plo duma transformaciio univoca do conjunto A em si
mesmo ¢é, neste caso, o operador de derivagio, D, o
qual faz corresponder a cada funcfo g pertencente a A
uma determinada fung¢do ¢' pertencente ainda a 4.
Mas tal operador jd nfo é definido, p. ex., no conjunto
das fungies continuas.

3) — Seja agora A o conjunto das fungdes integri-
veis num mesmo intervalo (a,b) e B o conjunto dos
mimeros reais. Exemplo duma transformagfo univoca
de A em B serd, neste caso, o operador de integragdo,
que faz corresponder a cada fun¢fio ¢ do conjunto A

b
o nimero real y= ['¢ (¢) dt.

4) — Seja finalmente 4 o conjunto dos mimeros
reais e B o conjunto das fungbes reais definidas no
intervalo (—eco,+ o). Uma transformagfio univoca
de 4 em B é, neste caso, p. ex. aquela que faz cor-
responder a cada elemento = de A a fungfo ¢, defi-
nida por ¢, (y) =seny/z (costuma dizer-se, neste
caso, que o, é uma fun¢io dependente do parime-
tro x; substancialmente trata-se duma fun¢io de
duas varidveis).

Ora ¢ de notar que, enquanto no primeiro caso se
apresentam operadores que transformam nidmeros em
numeros (isto é, operagdes cujos dados sio mimeros e
cujos resultados sio ainda nimeros), nos casos restan-
tes trata-se de transformagdes de natureza mais com-
plexa: operadores que transformam fungdes em fun-
¢oes, operadores que transformam fungdes em niimeros
e operadores que transformam nimeros em fungies.
No caso considerado em 1), os operadores dir-se-fio
de tipo 1 a respeito do conjunto dos mimeros reais;
nos casos restantes, dir-se-do de tipo 2 a respeito do
mesmo conjunto. Poder-se-i, naturalmente, prosse-
guir na elevag@o de tipo, considerando p. ex. opera-
dores que transformem operadores de tipo 2 em mi-
meros ou em operadores de tipo 1, ete., ete. . Logi-
camente nenhuma limitagdo se apresenta, e poderd
mesmo prosseguir-se no transfinito.

O que importa é nio confundir fungdes de tipo 2,
com fungies compostas. Quando, p. ex., se pde

1
y= f ¢ (¢) dt, supondo ¢ varidvel, pode dizer-se que y é

o
Sfungiio da fungdo g; pois que, p. ex., i fungdo g(z)=x?+41,
corresponderd o nimero y=4/3; a fungdo ¢ (x)=
=+y1+3=z, corresponders o numero y=14/9,

1) Dum modo geral, o tipo duma operagio seri imediata-
mente superior aos tipos dos seus dados e dos seus resultados.
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etc., ete. Mas nio se poderd de nenhum modo dizer
que y & fun¢do da varidvel ¢, a qual, por isso mesmo,
recebe neste caso o nome de varidvel aparente. Nio
convird portanto usar aqui a notagiio y=o[o (4]
Para evitar confusdes com as fungdes compostas,
costuma escrever-se entio a varidvel ¢ como indice
de @, isto é:
y=o[2()];

ou mais simplesmente ainda
y=2(9)-

Infelizmente, a palavra «fungfo» costuma ser usada
em duas acepgdes diversas: no sentido de «varidvel
dependente» e no sentido de «operador»; dai, em
grande parte, as dificuldades conceituais que a And-
lise funcional apresenta ao principiante.

O conceito de tipo légico foi introduzido por Ber-
TrAND RusseLr, com o objectivo de resolver os parado-
xo0s da teoria dos conjuntos. A intervengio déste
conceito em Andlise funcional ¢ de tal modo essencial,
que nio se pode deixar de pd-lo em evidéncia. Pode
bem dizer-se que a distingdo fundamental entre a

Anidlise cldssica e a Andlise funcional estd em que,
enquanto a primeira se ocupa predominantemente de
niimeros ou de operagdes sobre mimeros, a segunda se
dedica sistematicamente ao estudo de operagdes de
tipo superior.

Mas comega, por outro lado, a fazer-se sentir a ne-
cessidade duma sinfese, que resolva o antagonismo
entre a Andlise cldssica e a Andlise funcional, e res-
titua & Matemdtica aquela unidade que tem sido sem-
pre o seu ideal. E é assim que surge, por obra de
M. Fricner e de M. H. Moorg, a Andlise geral, cujo
método consiste precisamente em deixar indetermi-
nada a natureza dos elementos sébre os quais incidem
as operagdes, fixando apenas, por meio de condigdes
mais ou menos largas (axiomas, no sentido moderno
da palavra) propriedades ldgicas, formais, das rela-
¢bes definidas entre tais elementos. Estes podem, ser
nimeros, fun¢des, ete. A orientagiio da Analise geral
¢ portanto aquela orientagiio awxiomdtica, formal ou
abstracta que caracteriza todo o movimento da Mate-
mética moderna, desde a Algebra & Topologia e &
Liégica matemdtica.

(Continua)

Il. Nombres Hypercomplexes

par Paul Belgodére

La représentation d'une figure par un nombre
hypercomplexe a pour but d'associer un algorithme &
la loi de composition du groupe. Quittes 4 aban-
donner certaines propriétés fondamentales de l'algé-
bre (associativité du produit, non-divisibilité de zéro),
nous pouvons ainsi attacher a toute géoméirie au sein
d’un groupe une méthode de caleul commode, une trans-
formation étant représentée si possible par un ensem-
ble de paramétres tels que les coordonnées généra-
lisées de 1'élément géométrique transformé soient
fonction linéaire des coordonnées généralisées des
éléments géométriques initiaux et des paramétres.
Méme s'il offre peu d'avantages pour les calculs effec-
tifs, un tel procédé permet de mieux comprendre la
nature de la géométrie étudide.

La considération des éléments imaginaires d'une
figure permet souvent de prévoir la nature des nom-
bres hypercomplexes & associer 4 ses éléments réels
pour représenter convenablement les opérations d’un
groupe principal.

Par exemple, les transformations circulaires direc-
tes du plan, projection stéréographique des transfor-
mations projectives de la surface d'une sphére, qui en
conservent globalement chaque systéme de génératri-

ces, transforment une isotrope du plan en une isotrope
de méme systéme, la transformation entre isotropes
de méme systeme étant homographique. Une trans-
formation circulaire réelle est donc caractérisée par
la substitution homographique eomplexe qu'elle induit
sur le paramétrage d'un faisceau d'isotropes (elle
induit sur I'autre faisceau la substitution conjugée).
L'affize x-+4iy d'un point réel du plan, n’étant autre
que l'abeisse complexe de l'intersection de 'axe Oz
avec une isotrope issue du point, constitue un para-
métrage unicursal pour le faisceau d'isotropes, et est
donc transformée homographiquement par les transfor-
mations circulaires réelles.

Nombres bicomplexes :

L’exemple des transformations circulaires du plan,
paramétrées par l'introduction d'une affixe complexe
attachée a un point réel, nous conduit i considérer
une affixe bicomplexe =47y, le point (x,y) étant
imaginaire, et x et y étant des nombres complexes
construits a I'aide d'une clef % telle que s2= —1, mais
n'ayant absolument aucun rapport avec la clef ¢ telle
que #2=—1, interprétable comme un opérateur de



