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Remarquons que les conchoides du cercle (M) corres-

Fig. 3

pondent & la valeur infinie de la constante Cj.

Pour Cyj=a, nous trouvons r=—a cos ¢; la courbe (N)
se réduit 4 l'origine O qui joue le réle de cercle-point.

Enfin, pour C4=0, la courbe (N) du sixitme degré
admet pour équation cartésienne la relation:

a?
(28 @+ 208 + @B @+ — 8 = 0.

Ainsi, nous voyons que les conchoides de cercle et
avec elles, la plus simple, la cardioide, se placent
parmi les dégénérescences des courbes integrales de
I'équation de Ricecati. Elles s’ajoutent aux coniques
et cubiques circulaires qui, nous I’avons vu dans une
précédente note (Gazeta de Matemditica, Lisbonne,
Aont 1947, n.° 33), peuvent correspondre également
4 des cas dégénérés de I'équation de Riceati.

Os potenciais escalar e vectorial e os espacos
a conexdo simples e mdltipla

por Luis Freire (Recife)

Espacgo de simples conexiio linear ou simplesmente
conexo linear: aquele em que qualquer linha fechada
de Jordan (simples — sem pontos miiltiplos) ou con-
torno de Jordan que nele se trace, pode, por deforma-
¢do continua, e sem dele sair, reduzir-se a um ponto.

Exemplos: os espagos interior e exterior a uma
esfera, o espago interior a um cilindro, a superficie de
uma esfera (dai as superficies simplesmente conexas).

Espago multiplamente conexo linear : aquele ém que,
dentre as curvas fechadas de Jordan que nele se po-
dem tragar, hd as que, por deformagdo continua, e
sem dele sair, jdmais se reduzirdo a um ponto.

Exemplos: o espago exterior a um cilindro — as
curvas que envolvem o cilindro, estio naquelas con-
digdes; os espacos interior e exterior a um toro; a
superficie de um toro (dai as superficies multiplamente
conexas).

Nos espagos simplesmente conexos lineares é sempre
possivel fazer passar por um qualquer dos seus con-
tornos de Jordan uma superficie regular bilateral e
continua — diafragma — que neles fique inteiramente
contida.

Ao contrdrio se dd com os espagos multiplamente
conexos lineares.

Espago de simples conexdo superficial ou simples-
mente conexo superficial: aquele em que qualquer su-
perficie fechada de Jordan que nele se trace, pode, por
deformacgio continua, e sem dele sair, reduzir-se a
um ponto.

Exemplo: o espago ¢nferior a uma esfera.

Espago multiplamente conexo superficial: aquele
em que, dentre as superficies fechadas de Jordan que

nele se podem tragar, hd as que, por deformagio con-
tinua, e sem dele sair, jdmais se reduzirfio a um ponto.

Exemplo: o espago exferior a uma esfera — as su-
perficies que envolvem a esfera, estio naquelas con-
digdes.

Nos espagos simplesmente conexos superficiais, o
volume delimitado por qualquer de suas superficies
fechadas, estd inteiramente contido em tais espacos.

Ao contrdrio se dd com os espacos multiplamente
conexos superficiais. O espago exferior a uma esfera
é, pois, simplesmente conexo linear e multiplamente
conexo superficial.

Para os espagos de simples conexfo linear, em
que reinam campos de vectores m, e para os quais
VAu=0, tem-se, aplicando o teorema de Stokes a
uma de suas curvas fechadas e A superficie que nela
se apoia nio deixando o campo:

fv,\u.xds=95u><d‘.\a0,
g

isto é, fuxc?)._fuxdlﬁﬁ
A A
ot fuxd).:—fuxd)._f(P,),
At e

o que diz: o integral de u><dx a partir de Py é in-
dependente do caminho X que termina em Py —ele
tem um unico valor.

Assim, f u>di=¢, sendo ¢ uma fun¢ido escalar

A
uniforme ou monodroma dos pontos do campo; uma

fung¢io escalar monodroma de posigdo, pois.
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Dai ux<di=dp=9><dr, portanto, u="g, isto é:
Se em um espago simplesmente conexo se tem, para
um campo de vectores u nele contido, ¥ Au=0, o
vector u ¢ o gradiente de uma fungfo escalar uniforme
ou monodroma de posigio.

Como o integral acima ¢ independente do caminho,
a esse campo se dd o nome de aciclico.

PI
f ux<dr=y se escreve melhor f ud) = f do=p—g;.
N Py (}) Py

A ¢ déd-se o nome de fungio do campo,e a —p, que
se faz igual a ¥, o de potencial do campo,

Quando u é uma forga, v é a fungio de for¢as sim-
plesmente (fungdo do campo de forgas), e V o poten-
cial de forgas.

A iiltima relagdo diz, entfo, que o trabalho da for¢a
em um campo aciclico, é independente do caminho per-
corrido, e igual a diferenga da fungio de forgas nos
pontos final e inicial ou do potencial nos pontos ini-
cial e final (py —9y=—V;—(—Vo) =V —V3).

Quando um vector ¢ o gradiente de uma fungio es-
calar de posig¢lio, chama-se-lhe de vector potencial.

Teorema reciproco: Se ﬁuxcﬂ=0, u=e¢.
Com efeito, de acérdo com a hipdtese, temos :
Py Py Py Py

udr+ [ uxdi=0, uxdi+ [uxdi=0,

£i0) Pii) £ 0) P4 ()

Py Py Py
fuxd).-l— .fu)(dl-(), ou ud, =
(W) 5 P2 (3a) o P 2, (A}

- (/‘uxdl—t Juxdk, wx< ), = fu)(dl,
Py(34) Py 2100 Py ()
Py Py Py
us<di= [w>dr. Portanto: fuxcu-
P, (1) Py Ia Pi(3)

= .[uxdl C\/;uxdl— axd)., isto ¢, a cir-
Py P ()

cuitagio de u depende apenas de Py e P, e nio dos
%, desde que as trajectorias estejam contidas inte-

gralmente no campo do vector.
Py

Isso corresponde a afirmar que u><di=valor
P, (5 qualquer)
dnico, isto &, ¢ (P). Dai u><di=dy, sendo ¢ uma
fungfo escalar de P, uniforme. Mas Vg¢x<Xdi=dy, e
sendo u><di=dg, tem-se u=Vg.

Congideremos agora os campos contidos em espagos
multiplamente conexos lineares.

Para as curvas fechadas que em tais campos se
podem reduzir a um ponto, nas condigdes j4 definidas,

tem-se ainda a relagio 56 uxdr=0 condicionada a
JAu=0.

Para as curvas que a tal ndo se reduzem, vird, entfio,
desde que a superficie o nfo se contém inteiramente
no campo considerado:

fv/\uxda=9§u><d1qt0
a

56 u><ds depende, entdo, do caminho 1. O campo é,

pois, ciclico.

Mantendo ainda u como gradiente de g, serd o
uma fungdo es:alar poliforme ou polidroma.

Assim o potencial do campo serd polidrémico.

Portanto, um campo irrotacional pode derivar de
um potencial monodrémico ou polidrémico.

Para este iiltimo caso nfio tem sentido a superficie
de nivel ou equipotencial.

Sejam campos B contidos em espacgos de conexiio
simples superficial e tais que Y><xB=0.

Portanto, B= A4, sendo 4 o que se chama o
potencial vector de B. O teorema de Green dd:

[vxﬂ:-:=!8><d«=é{ TN Axds= 55,4><d1=0_

No caso em que o campo se contém em espagos de
conexdo miltipla superficial, mantendo-se a mesma
condigio ¥ ><B=0, e, portanto, B=YA 4, o0s in-
tegrais acima sdo ainda nulos para as superficies do
campo que se podem reduzir a um ponto, nas condi-
goes jd definidas.

Para os que a isso nio se reduzem, .¢l Axdrz0,

pois, o volume r ndo estd inteiramente contide no
campo considerado. No 1.° caso o potencial-vector é
monodrémico, e no 2.° é polidrémico.

Observagies. Representamos aqui os gradientes,
divergencias, e rotacionais, por meio do V¥ (nabla),
que, como sahemos, ¢ um operador diferencial dado

d -»

Tty
rotu=<7Au, os sinais > e A representanda respec-
tivamente os produtos escalar e vectorial de dois
vectores.

A linha de Jordan que consideramos é a da dltima
definigdo de Jordan, isto é, o extremo do paradoxo
de Peano.

Uma superficie de Jordan (simples —sem pontos
miiltiplos) é constituida por um conjunto de pontos
omeomorfo a uma superficie esférica.

Ela divide o espago em duas regides, como o fazem
com o plano as linhas fechadas de Jordan: sfo as re-
gides a pontos internos e externos.

_; + ¢ L Grade=V o, divu =7 >u,



