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Problemss do nosso ensino superior

A meméria do prof. B. Caraga

por Luis Neves Real

As definicSes do naGmero real

O Professor Ruy Luis Gomes, ao fazer no iltimo
nimero da Gazeta de Matemdtica, uma referéncia eri-
tica as LigBes de Algebra e Geometria Analitica
recentemente publicadas pelo Professor Madureira e
Sousa e ao focar sobretudo a maneira ai adoptada
para definir nimero real, obriga, por espirito de jus-
tica, a alargar a discussio, transformando-a de sim-
ples critica a um determinado livro em debate geral
sobre a forma como se expde no nosso ensino superior
a base em que assenta todo o edificio do Cdleculo
Infinitesimal: a estrutura do dominio da varidvel real.

Na verdade trata-se de um significativo aspecto da
debilidade e desconexfo do movimento matemitico
nacional. Encontrando-se em quase todos os dominios
a uma distincia aflitiva dos problemas que sfo actual-
mente objecto da investigagio matemdtica de todo o
mundo, o nosso ensino superior precisa de nio
esquecer a obriga¢o dedmtegrar no nicleo de conhe-
cimentos matemdticos gue transmite, ano apds ano,
as conquistas definitivas da nossa cincia na progres-
sivaresolugio dos seus problemas mais antigos. Minado
pelos defeitos de uma organizagio, que, assoberbada
com uma populagio escolar desmedida, quase se
limita a conferir diplomas, mediante exames — muitos
exames | — mostra também incompreensivel indife-
ren¢a pelo trabalho alheio, até naqueles aspectos em
que dele depende a valorizagio do trabalho préprio.
A caréncia de uma direcgfio superior —isenta de par-
tidarismo e competente — e preconceitos mesquinhos
estio a impedir que se coloquem nos seus precisos
termos o8 problemas da investigagio e do ensino
da matemdtica em Portugal. Antdnio Monteiro—o
grande animador do movimento matemdtico nacional
de entre os anos 1939 e 1945 — via, uma vez mais,
justo e alto ao pugnar pela criagio do Instituto Por-

tugués de Matemdtica, que era jd, ao tempo do
seu afastamento do pais, uma necessidade, para
dirigir a investigac3o dos diversos centros de estudos
entdo existentes, orientar os seus trabalhos, garan-
tir uma continuidade a4 nossa investigagio matemd-
tica, forgar a um estreito contacto a investigacio
e 0 ensino superior e permitir uma direcciio central do
movimento bibliogrifico. O Instituto Portugués de Ma-
temdtica é hoje condigfio essencial de firme arrepio do
caminho trilhado nestes ultimos trés anos. Para
isso é preciso que seja nfio uma simples gravura a
preto e branco no Didrio do Governo, mas sim um
organismo de auténtica unidade nacional imposta por
um problema nacienal. E antes de tudo, num pri-
meiro acto de eficiéncia e justiga, deve investir no alto
lugar a que tém direito nessa tarefa de renovagio os
dois matemdticos portugueses que mais aptos se
mostraram para organizar escolas de investigadores:
Ruy Luis Gomes e Anténio Monteiro.

S#o as palavras que ficaram escritas de certo modo
necessdrias porque s6 no «clima» matemdtico portu-
guts através delas esbogado se pode compreender ple-
namente como foi possivel a uma personalidade da
categoria do Professor Vieente Gongalves, cientista
a quem a matemdtica portuguesa deve servigos incal-
culdveis, redigir tfo lamentdvelmente o primeiro
capitulo da wiltima e completamente remodelada edi-
¢fo» do seu Curso de Algebra Superior. Sinto-me
obrigado a uma anédlise da forma como nessa obra se
definem nimero irracional e nimero real por ser essa
publicagio utilizada por centenas de estudantes por-
tugueses, nomeadamente de Coimbra e Lishoa, que, nas
Faculdades de Ciéncias e no Instituto Superior de
Ciéncias Econdmicas e Financeiras, se iniciam nos
estudos superiores da matemitica, e particularmente
no estudo da andlise. Mas antes de prosseguir desejo
que nenhuma divida se possa levantar a respeito da
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consideracio que nos merece, como matemitico, o
Professor Vicente Gongalves — matemdtico no mais
elevado sentido do termo: capaz de formular proble-
mas da sua Ci2ncia e de contribuir para resolvé-los.
Insisto em fazé-lo no plural e atravis de uma passa-
gem de um documento dirigido ao Instituto para a
Alta Cultura, em Dezembro de 1942, pelo Centro de
Estudos Matemdticos do Porto: «...seria de aconse-
thar que no campo da Andlise pura se promovesse um
curso sobre a teoria das fungies, desde a obra de
Borel, Lebesgue, Lusin, Baire e o0s seus continuadores
até s aquisicies mais recentes. Na verdade, nio é
possivel abordar em bases sdlidas os problemas actuais
da Andlise sem ter vivido os grandes problemas que
aqueles malemdticos resolveram e formularam no prin-
cipio deste século. Para a regéncia deste curso, o
nome indicado pela obra que ji realizou, € o do Pro-
Sessor Vicente Gongalves, da Universidade de Coimbra.
Pedimos portanto & direegio do Instituto para a Alta
Cultura se digne estudar com esse Professor a possibi-
lidade de realizagio desse curso, durante o ano de 1943
na Universidade do Porton. A transcrigio mostra
claramente o espirito que animava aqueles que do
Porto procuravam criar um amplo movimento nacio-
nal a favor dos estudos matemdticos colocando na sua
fungfo prépria os melhores valores da nossa ciénciae
como julgavam a posi¢io que nela ocupava o Prof.
Vicente Gongalves. Lamentamos hoje, por nds e pelo
Prof. Vicente Gongalves, que niio tenha side possivel
a realizaclo desse curso. Quem, atravis dos traba-
lIhos publicados pelo Centro de Estudos Matem:iticos
do Porto e pela équipe portuense da Junta de Inves-
tigagio Matemadtica, procure seguir as dificuldades de
uma aprendizagem auto-didacta verd logo quanto te-
riam aproveitado da experiéneia e dos conhecimentos
de um analista como Vicente Gongalves. Recipro-
camente ¢ de supor que o contacto com um métode de
trabalho tdo entusidstico e eficiente como o adoptado
pelo Prof. Ruy Luis Gomes teria influenciado a con-
cepgilo precdria do Prof. Vicente Gongalves relativa-
mente & formagio de uma verdadeira escola de Mate-
mdtica. E é muito possivel que a estreita colaboragfio
que, desde essa data se poderia ter estabelecido com
o Prof. Vicente Gongalves tivesse evitado as ligdes
iniciais deste seu Curso de Algebra. A exposigio
do Prof. Vicente Gongalves é, por um lado —no seu
aspecto universitdrio — tipicamente reveladora das
desastrosas consequéncias da absoluta auséncia
de orientagio no aproveitamento dptimo dos va-
lores matemdticos de que a pdtria dispde. (Com
uma vida de trabalho largamente depondo a seu
favor era para a regdncia e direcgdio de cursos alta-
mente especializados que estava naturalmente indicado
o Prof. Vicente Gongalves). E, por outro — no seu

aspecto puramente pessoal — demonstra cabalmente
quanto é dificil a um especialista (por excepcional-
mente dotado que seja) abandonar o dominio particu-
lar da matemdtica a que se dedica desde que o ambi-
ente cultural em que mergulha se nfo encontre
saturado — pelo trabalho intenso de semindrios, de
cursos de especializa¢fio, de debates cientificos gene-
ralizados, — das ideas mestras & volta das quais se
vio estruturando os capitulos da ciéncia em que habi-
tualmente ndo trabalha. E sob este aspecto a ligio é
bem digna de ser meditada, pois que o terreno esco-
lhido pelo o Prof. Vicente Gongalves fica logo
abaixo do que lhe ¢ prdprio; e tio bem lavrado por
analistas de primeira plana que a semente da dlge-
bra moderna al frutificou de modo a dissipar todas as
incertezas que subsistiam ainda nas exposigBes clds-
sicas de Dedekind, Méray e Cantor. Pois, apesar dessa
afinidade de terrenos, apesar de todas as cautelas for-
mais, nido sio os passos do Prof. Vicente Gongalves
menos falsos, menos reveladores do seu desconheci-
mento dos termos modernos da definigio de mimero
real.

«Todos formamos ideia clara do que sejam nimeros
racionais e conhecemos as leis por que tais nimeros se
regem no cdleulo. Disso faremos a base do nosso estudo.»
Assim comega o § 1-Ndmeros irracionais—do primeiro
capitulo — Nimeros Reais —do Curso de Algebra Su-
perior. Pensando na insuficiente preparacfio dos seus
alunos nfo podemos deixar de estranhar e reprovar
esta atitude. Era absolutamente indispensdvel, j4 que
desejou partir dos mimeros racionais recordar essas
leis essenciais a que se refere. Confesso que nfoima-
gino a atitude do Prof. Vicente Gongalves perante o
aluno perspicaz e irreverente que desconfiando da
forma subjuntiva da suna frase (... o que SEJAM nii-
meros racionais...) interrompesse a exposi¢fo, inter-
rogando-o sobre o que S.4 0 afinal os nivmeros racionais.

¢ Expor-lhe-ia o seu ponto de vista de 1939 expresso
no Compéndio de Aritmética segundo o qual os nd-
meros racionais (o mesmo que nivmeros fraciondrios)
siio relagles de nivmeros inteiros a,b, a',b', ete. ...

a a
2
hierarquizadas pelos principios
a a a _a
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e somadas, subtraidas, multiplicadas e divididas res-
pectivamente de acordo com as normas
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Quere-me parecer que nio, ainda que alargasse
esta definiglio de forma a incluir os simétricos destes
niimeros racionais, e a corrigisse com a restrigfio indis-
pensdvel de nunca o 0 ser um 4, um &/, ete.... A
nfio ser que retomasse com vagar, cuidado e clareza
a distingfio sobre que tanto insiste nesse compéndio :
«um némero inteiro ndo € uma relagio, ¢ um conceilo d®
quantidade». Em tal insisténcia, que reveste uma forma
mais autoritdria que persuasiva, vejo eu uma adapta-
¢do da adverténcia de Bertrand Russell (in Introdu-
ction @ la Philosophie Mathématique) para que se nio
confundam relagiio e conjunto de conjuntos e portanto
se ndo identifique o nimero real (cardinal) m nem
com o inteiro m, nem com o mimero racional m,
visto que o primeiro é um compunto de conjuntos equi-
valentes, enquanto que os dois ultimos sio relagdes
Mas a exposi¢io de Russell mantém-se no plano légi-
co-matemdtico enquanto que a do Professor Vicente
Gongalves entronca numa definicio metafisica de mi-
mero natural —o modo da gquantidade nas colecgbes
de unidades. Como quer que seja, fixemos porém
que a definigio de niimeros racionais do Compéndio
de Aritmética do Professor Vicente Gongalves, impli.
eca serem esses niumeros arelacies de infeiros» e de
modo algum «conceitos de quantidades. Ora suce”
de, como teremos ocasifio de ver, que no seu Curso d®
Algebra Superior os nimeros racionais se unem, na
totalidade dos mimeros reais, aos miimeros irracionais
e estes sfo considerados como conceitos de quantidade|
A resposta A pergunta do aluno insatisfeito exigia pois
uma meditada apreciagfio critica das nogdes que cor-
rem nos nossos cursos elementares e na prépria obra
do Professor Vicente Gongalves. Feito em Portugals
qualquer curso de introdugiio ao estudo da Anilise’
em que se nio adopte a legitima atitude de partir do
conjunto dos nimeros reais como um dado, nio deve
prescindir de uma rigorosa caracterizagio do conjunto
dos niimeros racionais : ou do ponto de vista algébrico
como wcorpo ordenado minimon, ou do ponto de vista
da teoria dos conjuntos, como econjunto do tipe de
ordenagdo »; e ¢ necessirio tanto num caso como no
outro, com o objectivo de ir habituando os estudantes
aos esquemas fundamentais da teoria dos limites, fazer
a sua organizaglio topoldgica, evidenciando as suas
propriedades de espago L* ou de espago métrico sepa-
rdvel, mas nfio completo. Creio que este aspecto deve-
ria reter acima de tudo a atengfio de um analista que
redigiu o seu curso com a preocupaciio de habituar os
leitores aos rigores do cdlculo infinitesimal e que se
n#o cansa de nos convencer (na sua linguagem rebus-
cada) ser o conceito de limite nexo fundamental nas

temdticas modernas. Ora, sendo precisamente a ten-
tativa para solugfio da crise secular da teoria dos
limites a origem das definigies modernas de nimero

real, dificilmente se compreende que o Professor Vi-
cente Gongalves ndo tenha insistido sobre as dificul-
dades que a operagfio de passagem ao limite encontra no
espago L* dos nimeros racionais. Seria de resto uma
oportunidade para familiarizar os jovens estudantes
de matemdtica com uma pdgina magistral de Dede-
kind que, numa simplicidade de estilo digna de ser
tomada como exemplo, nos coloca de um golpe em
frente ao problema central da criacio dos mimeros
reais. Transcrevo na integra essas palavras cujo conhe-
cimento deve ao saudoso Mestre Bente Caraga que
tanto se empenhou em integrar na nossa cultura ma-
temdtica este aspecto da obra cientifica de Ricardo
Dedekind :

«Entdo (1858) e pela primeira vez recebi o encargo,
como Professor do Instituto Politéenico de Ziirich, de
realizar algumas ligoes sobre os elementos do cilculo di-
Sferencial, e nessa ocasido, senti maiz do que nunca a
falta de uma base verdadeiramente eientifica da Arit-
mética. Assim, por exemplo, ao eonsiderar wma gran-
deza varidvel tendente a um valor-limite fixo (e isto na
demonstragio do teorema que ftoda grandeza sempre
masg ndo ilimitadamente crescente tende certamente para
um limite) recorri & intuigdo geométrica. Concedo ain-
da agora que, do ponto de vista diddtico, o uso de consi-
deragdes geométricas seja muito 4l numa primeira
aprendizagem do chleulo diferencial e que seja indis-
pensivel se se quer evitar uma excessiva perda de
tempo. Mas ninguém, creio eu, desejard sustentar que
uma tal intromissio possa gabar-se de ser cientifica.
Era tio grande a minha insatisfaglio que me decidi a
refletir firmemente no assunto até obter uma base pura-
mente aritmética e completamente rigorosa dos princi-
pios do cdleulo diferencial. A miudo se diz que o
caleulo diferencial se ocupa de grandezas continuas ;
todavia nio se dd nunca uma defini¢cdo desta continui-
dade ; antes se ulilizam mais ou menos conscientemente
representagies geomélricas, ou teoremas que por sua
vez ndo foram nunca rigorosamente demonstrados
com meios puramente aritméticos. A estes teoremas per-
tence, por exemplo, o acima mencionado e eu, depois de
um mais cuidadoso convenci-me que este {eorema,
ou qualquer outro que lhe seja equivalente, pode ser con-
siderado num certo sentido como base suficiente do edl-
culo diferencial. Tratava-se entio unicameute de desco-
brir nos elementos da aritmética a verdadeira origem
deste teorema, adquirindo simultineamente uma defini-
gdo efectiva da continuidade. Consegqui atingir este
objectivo no dia 24 de Novembro de 1858.»

Importa recordar aqui resumidamente como esse
objectivo foi atingido; e 86 na medida em que disso
precisamos para o que terd de seguir-se. Notemos em
primeiro lugar que Dedekind virou costas ao problema
tipico que lhe surgira no desenvelvimento da teoria
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dos limites, para seguir o que a intuiglo geométrica
lhe dizia da confinuidade da recta e chegar assim ao
célebre axioma: «Se uma reparti¢do de todos os pontos
da recta em duas classes € de tal natureza que todo ponto
duma classe estd & esquerda de todo ponto da outra,
existe entdo um e 86 um ponto da recta que produz essa
repariigion. Definindo depois o que se entende por
corte no conjunto B dos nimeros racionais —uma re-
partigio de R em dois conjuntos 4 e A' de tal modo
que todo nmimero de A seja menor que todo mimero
de A'—e observando que todo mimero racional pro-
duz dois cortes, que nfio considera como essencialmente
distintos, prova que hd no conjunto dos mimeros ra-
cionais infinitos cortes (cortes irracionais) que nio
sfo produzidos por nenhum mimero — facto esse que
caracteriza (segundo Dedekind) a descontinuidade de
I. E propde entio resolver a dificuldade, pela forma
seguinte: «sempre que é dado um corte (4,A4') que
nfo seja produzido por nenhum ndimero racional eria-
mos nos wm novo niumero, um numero i{rracional, que
consideramos como completamente definido por este
corte e dizemos que o nimero corresponde a este corte
ou que ele o produz». E necessdrio insistir sobre este
momento capital do pensamento de Dedekind. Domi-
nado pela imagem da linha recta, figura o conjunto
dos mimeros racionais ordenado pelarelagiio a<<» pa-
ralelamente ao conjunto dos pontos da linha recta,
ordenado pela relagio «estar i esquerda de». Mas da
comparagio de ambos resulta que, enquanto neste
todos os cortes corfam um ponto, naquele, pelo con-
trério, podem definir-se cortes (os cortes irracionais),
que nio cortam nenhum nimero racional. Entfo co-
loca por entre os mimeros racionais novos seres a que
chama mimeros irracionais, de modo a preencher todag
as lacunas reveladas pelo «test» dos cortes. «Por
livre eriagfio do espirito humano» surge o nimero real
— elemento de uma totalidade abstracta, constituida
por todos os nimeros racionais e por todos os nime-
ros irracionais —abstragio esta que tem por repre-
sentagfio concreta um conjunto matemdticamente tra-

balhdvel : o conjunto R cujos elementos sfo os niimeros
racionais —instrumentos jd4 sem mistérios para o
matemdtico — e todos os corfes irracionais no conjunto
conhecido dos nmimeros racionais. E a primeira preo-

cupagdo de Dedekind ¢ verificar se  resulta ji um
conjunto continuo. Para isso sujeita o corte irracio-
nal a definigdes que permitem a ordenagfio e a alge-
brizagiio de F2, pela comparaciio e combinagio dos
cortes entre si e com os mimeros racionais. E ¢ assim
simplicissima a demonstragio de que o objective estd
plenamente atingido: «Se o conjunto R de todos os
nmimeros reais é decomposto em duas classes A, e 4,
de tal modo que cada mimero «; de A, é menor que

todo nidmero «, de 4,, existe entio um e um sdé ni-
mero a que produz este cortes. Por outras palavras:
o conjunto dos nimeros reais, exactamente como o
conjunto dos pontos da recta ¢ um continuo (i
Dedekind).

E esta, a tracos gerais, a concepgio de Dedekind.
Falta-lhe o enunciado firme do que é um mimero real ;
e desagrada-nos a jungdo num mesmo conjunto dos
mimeros racionais nio com os préprios nimeros
irracionais (o que lhe estd vedado por falta de
definigdo matemdtica) mas com os cortes nos mimeros
racionais.

Mas ndio esquegamos que nos legou uma condi-
¢io a que tem de salisfazer todo conjunto ordenado
que se¢ tome como dominio da varidvel real: a con-
tinuidade.

Evitar 4 exposi¢iio de Dedekind o pouquissimo que
ela tem de menos claro, sem sacrificar (e, pelo contrd-
rio, recordando) a sua contribui¢fio positiva para a
caracterizagfio do mimero real — eis, quanto a mim,
a tarefa que se poderia ter proposto o Professor Vi-
cente Gongalves, uma vez que, mais ou menos directa-
mente, preferiu seguir na esteira de Dedekind e dos
seus cortes e ndo desejou, como analista, retomar o pro-
blema de limite com que Dedekind comegara por
tropegar. Essa seria a forma (a iuniea) de ir mais
além do trabalho realizado em lingua portuguesa
para divulgagfio da teoria dos cortes —trabalho minu-
cioso a que se devotou com tanto brilho o Professor
Bento Caraga, nos Conceifos fundamentais da Mate-
mdtica, e nas Ligies de Algebra e Andlise. Mas Bento
Caraga na escrupulosa modéstia com que seguiu o
pensamento de Dedekind trouxe para a sua obra as
mesmas imprecisdes da exposi¢io original. Assim en-
contramos no primeiro daqueles livros: «...Hd cortes
no conjunto B que ndo tém um elemento de separagio ?
Sio estes mesmos que nos vio criar 0s novos elementos
de separagdo. Basta para isso dar a sequinte definigio:
— chamo ndmero real ao elemento de separagio das duas
classes dum corte qualquer no conjunto dos nimeros
racionais; se existe um numero racional a separar as
duas classes, 0 numero real coincidird com este niimero
racional; se ndo ewiste tal nimero, o numero real
dir-se-d irracional».

Habilitados a ajuizar do que seria legitimo exigir
em 1944-45 de quem entre nés se dispusesse a abordar
a definigio do mimero real, passaremos, no préximo
nimero da Gazeta de Matemdtica, A andlise da expo-
si¢fo adoptada pelo Prof. Vicente Gongalves no pri-
meiro capitulo dos seus FElementos Gerais de Andlise
Real, 1.* Parte do Curso de Algebra Superior publi-
cagfo iniciada em Lisboa no final do ano de 1944.

(Continua)




