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Una métrica universal para las ciências experimentales 
por J. Gallego Diaz 

1. Introduccion.— Por una explicable fucrza de 
inércia se utiliza, desde hace siglos, la métrica eucli-
dea en las ciências experimentales. La rutina, ene-
míga acérrima dei progrès o cientifico actüa sobre 
uosotros con fuerzas insospeebadas y operando en las 
zonas abismales dei subconsciente se atrinebera, blin-
dada de tradicion, en cómodas zanjas de indiferencia 
pejorativa. Pretendemos con éste nuestro trabajo, 
introducir una nneva métrica en las ciências de Ia 
naturaleza es decir en iodos aquellas que se basan en 
la observación y exp cri m en taci on y que dependeu, por 
tanto, de medidas, estando asi sometidas al control 
numérico siempre, Io eual permite sechazar o admitir 
una hipótesis contrastándola con la rcalidad. La Ter-
modinâmica, la Economia, la Biologia, ia Psicofisica, 
la Cibernética e otras muelias ciências entran de lleno 
en nuestro domínio. 

Queremos advertir que nuestro objeto no es dar 
una respuesta causal o intrínseca de Ia grau m asa de 
fenómenos cuva sede es ei espacio-tiempo. Ni ei de 
interferir, por onde, con la teoria de Ia relatividad. 
Nuestra métrica aspira a deteribrir tan sdlo los mul-
tiples fenómenos de la realidad en euanto son suscep-
tibles de represen taci on en el plano o en el espacio 
euclideo ordinário de très o de « dimensiones. Pero, 
precisamente, su interés v su original ici ad — si es que 
la tienen — radica en ello, Nue^tra posicion es de 
ter.dencia extremista en un sdlo sentido: negamos la 
validez o vigência de la métrica euclidea para la 
explicacion de los fenomenos expérimentales y ello en 
atcncion a que, como veremos em seguida, sus intrín-
secas características son totalmente inadecuadas al 
fin perseguido. He aqui los dos principales motivos 
a) el método do comparacion obligadamente seguido 
en ello es Impróprio para lo que se intenta medir: la 
superposicion parece que debe convenir Unicamente 

objetos espaciales : la distancia entre dos pontos 

A (üí , yi) B (aSj, y2) está expresada en geometria 
euclidea, eomo se sabe, por la fórmula: 

á { A , B ) - - x,)2 + (yt - Vi)2 

ó lo que es equivalente: — La proprie-
dad que caracteriza a esta distancia es que resulta 
invariable respocto a cualquier rotacion de ejes coor-
denados. Y eu general que permanece invariable 
respecto al grupo de ios movimientos. Pero : /, que 
significado puedo tener diclia rotacion de ejes en la 
representacion de los fenómenos natnrales? Piénsese, 
por ejemplo, para 110 citar más que dos casos, en los 
transformaciones adíabáticos de la termodinâmica o 
en los fenómenos de crecimiento en biologia. En cam-
bio, parece evidente que la métrica natural de los 
fenómenos naturales debe damos distancia» que re-
sulten invariantes euando efectuemos un cambio do 
escalas; esto es, un cambio de unidades de medida. 
Por ejemplo: si estudiamos el crecimiento en peso 
de un organismo en funcion dei tiempo, la distancia 
entre dos puntos cualesquiera de la curva de creci-
miento no deberá variar cuando expresemos el peso 
en kilogramas en lugar do en gramos y cl tiempo en 
minutos en lugar de eu segundos. Esto nos lleva a 
admitir el postulado dc que que Ia distancia entre dos 
puntos representativos de un fenómeno natural debe 
ser invariable respecto al grupo de transform aciones: 

{ X^-ttXi 
en donde tt y p son parametros que expresan y— Pyi 

el cambio de unidades de medida. 
Naturalmente la generalización al caso de una ma-

gnitud funcion de n variables independientes cs obvia. 
b) La eleccion de una determinada unidad de me-

dida parece tan inconveniente como ínnecesaria. Nin-
gun objeto natural posee propriedades de arquétipo. 
Es decir, que carece de propriedades físicas que pue-
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dan caracterizar e asi creemos sinceramente que no 
existe magnitud alguna que goce dei privilegio de 
ser ella — y no otra — metro. 

Intentamos, pues, realizar un nuevo análisis dei 
concept« de medida y a que como justamente dice 
] ÏAUKB «c'est évidemment sur la mesure que sont 
fondées toutes nos sciences exactes de la nature, de-
puis la géométrie jusqu'à la biologie». 

2, Determinacion axiomático do lo métrico. Para 
construir la métrica partiremos de très axiomas: el 
primero lia sido justificado en el apartado anterior. 
Si nos limitamos por comodidad al espacio de dos 
dimensiones podemos formular lo asi : 

A X I O M A I — I,a distancia entre dos puntos A {.cj, J/J) 
B , y2) , [3 —d (A, B)^F (»], xz , yi, t/j)] ha de ser 
MT ni funcion homogénea^ de grado cero en aí, y. Es decir 
que: 

O) d (A , B) = F 
ViJ 

Ei segundo y el tercero, de acuerdo con la teoria 
de los espacios abstractos semi métricos, son los si-
guientes: 
( 2 ) A X I O M A I I : d ( A , D) ~ d (B , A) 

( 3 ) y A X I O M A I I I : d (A , A) ~ O 

J. Resolueion de las ecuaciones funcional« que 
permiten determinar la forma cuadrática funda-
mental. 

Vi Si hacemos: — ™ m: — — 11, en virtud de (1) 
Vt 

y {2) se verifica: 

( 4 ) F (m , «) = F(- , I ) 
\Jii nj 

A pesar de quo la literatura relativa a ecuaciones 
funcionales de varias variables independientea 110 es 
inuy rica, hemos resuelto ia ecuacion funcional (4) de 
la segui ente Bencilla manera: 

Efectuando el cambio de variables: 

{« Lm 
v = Ln 

o lo que es lo mismo Í m — e" 
n = e' 

La ecuacion (4) se convierte en: 
F (e" , e-) — F (e~» , a-*) 

Es deeir : F (u , -u) = F (—« , —u) , 

W E . LUUEÏT S I.A MESURE DES GMTTDEG» : DLMSNALONI L'T UNITÉS. 
Actuatifi* scientifique* Hermann (il.* 796). 

O u T R o q 3 o a ü 3 i a o < f 

Esta ccuacion la satisfacen todas las superfícies 
z=F(u, v) que sean simétricas respeeto ai ajo z. 
Pero como la distancia debe ser tal que la forma 
diferencial: d s- ^ gn d x*+gzz d y* 4- 2 y^d x d y sea 
cuadrática, elegimos, de los dos posibles, Ia mas sen-
cüla, esto es: 

s1 = !£ t>. 

Asi pues la distancia buscada será 

(5) 

Esta distancia como es fácil comprobar satisface a 
nuestroü tres axiomas. 

Es inmediato obtener 

Es decir : 

(6) 

dx dy 
dst = í 

x y 

^ dx dy 
ds 

V-ry 

4. Geodésicas, Para encontrar las geodésicas dei 
espacio de 1-ÍIEM^XN definido por (6) hemos de hallar 
las curvas que hagan estacionaria la 

r c vV I ds es decir I — ' -
./ J V xy 

La ecuacion de E U L E R , dei Cálculo de Variaciones 
es como se sabe: 

d1 F ——•— v" 
òy< dy'J 

à2 F , dF „ 
• — y + = -0 
dy dy' <)j= CV dy 

que aplicada a nuestro caso nos dá: 

'11 y y 
y 1 v » z o 

(7) xyy" — xy1- + yy' — O 

cuja integracion es imediata y nos dá: 
(8) y = Axm 

Las diversas significacioncs de la formula (8) sou co-
nocidas en las ciências experimcntales. Asi, por exem-
plo: en biologia matemática representa la ley dei 
crecimiento relativo o al lo m é t r i c o ; en termodinâ-
mica la'ley de los transformaciones a d i a b á t i c a s e n 
cconoinia la curva de la demanda de MABUUALI.etc. 

IIUILEV : Problema qf relative ffrotolh- Londt-ep, pff. 4. 
I»> Hni;iuT : Thermodynamique. Paris, 1 '.)47, 90. 
1 ' : Un ;>ii. do la üioJudre ûctlun en Ki:o-

iioœie Pol 111 quo. Rei'. Scientifique. Tiris, 1917, 697 « OQO, 
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5. El principio de mínimo en los ciências expé-
rimentales. Análogamente al principio de HAMILTON 

cn mecanica, debe admitir se que gr an niímero de fe-
nómenos en las ciências experimentales deben obede-
cer a una ley de variation estacionaria dei tipo: 

f(j> (fa = máximo o minimo 

Si 6uponermos, por análogas razones a las expuestas 
cn la introdnccion. que la funeion <[> es homogénea, 
debemos liallar los extremos (le la integral: 

Para aplicar la correspondi ente ecnacion de E U L E R 

efectuemos ei cambio de variables 

f u 

1 « ^x 

con lo cual la expresion a extremos se eonvierte en: 

y la ecuacion de E D L E B : 

à* F f)3 F d 1 F dF 
àv' àv' d» do' àv c)v' àv 

se transforma em 
•a" + (•»>)* - 2ai u' = 0 

que, pnesta en la forma: 
v"/v< + d' - 2ft, - 0 

dá por integracion immediata: 

v> - i*i x2*</y^< 

y teniendo en cuenta cl cambio de variables antes 
realizado, resulta, finalmente: 

(9) ysP. _ Ci + Ci 
que comprenden, como caso particular = 0) a las 
geodcsicas antes determinadas. 

Es interesante observar que recordando la defíni-
cion de la elasticidad de una funeion y—f(x) (vease, 
por ejemplo: G A L L E U O D I A Z : Sobre LA permutacion de 
los operadores d/dr. y Ex. Gazeta de Matemáticat 
n,° 26) las curvas definidas por (9) pueden asi raismo 
caracterizarse por : 

(10) Ez <y) - ttEj (y) + h . 

(a e b constantes: E j (y) es Ia elasticidad segunda 
de la funeion y E\ (y) la elasticidad primera), 

Y en el caso particular a =*0 se obtiens Ia curva 
normal de error. 

6. Braquistocronas. Si se supone atiora que estu-
diamos la variacion de un fenómeno cn fnncion dei 
tiempo físico x y admitimos una ley dei tipo y=f(x) 
y reeonocemos la existencia de un segundo «tiempo» 
(tiempo biológico de CENEL O tiempo fisiológico de I E -

CONTK I » N O D Y , por ejemplo) que representamos por t 
podemos cscribir 

ds 
(11) —~v(x,y) 

siendo v la velocidad de crecimiento en funeion dei 
tiempo fisico. 

Para bailar la braquistocrona liemos de extremar 
la integral 

í de 

J y) 

Pueden haecrse varias hipótesis sobre la naturaleza 
de la funeion u (x , y) . 

Si suponermos que es homogénea, de grado cero, 
por ejemplo: 

se obtiene: 
. F 
J k \/y (o — y) 

y resuelta la correspondiente ecuacion de E U L E R , re-
sulta 

<12> * - R R B ; 
que es la ecuacion de la conocida curva logística, en-
contrada empiricamente por milhares de observadores 
y qne nosotros hemos obtenido como braquislócrona 
de nuestro espacio, resultando asi una sorprendente 
analogia entre biologia y óptica, que seria interesanto 
profundizar más. 

7. Àpíicaciones a la biologia y a ia psicofiiica. 
Nueva curva de crecimiento. Finalmente, si ade-
más de exigir que la distancia sea independiente de 
las unidades de medida, admitimos que la velocidad 
de crecimiento v es funeion de Ia elasticidad E y por 
tanto, independiente dei cambio de unidades y adopta-
mos la forma mas sencilla v*=E , resulta, despues de 
integrada la correspondiente ecuacion de E U L E R : 

( 1 3 ) 
1 + bxl 

cujo gráfico es en determinados casos muy parecido 
al de la curva logística. 

l̂ a ecuacion (13) que proponemos como curva de 
crecimiento no figura en la lista exhaustiva de curvas 
de crecimiento dada por L . G . > 1 , B A A S B K C K I X O («On 
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tho analysis of sigmoid curves», Acta Biotheoretica, 
vol. viii. Parts I/II). 

Podemos generalizar ahora las conoeidas curvas del 
crecimíento heterogenico o allométrico de H O X L K T Y 

T B I S S I B B . 

Pues si suponemos que adernas de (13) tenemos 
otra ecuacion del mesmo tipo 

(14) 
ai x 

1 + 4, 

— en donde x representa cl tiempo tísico — y elimi-
namos entre (13) y (14) el tiempo x , nos resulta 

(15) y ([![ — hl z)m + bzm 

que llamamos curva generalizada dei crecimíento alio-
mélrico ó heterogónico y que permito explicar los di-
versos fenómenos dei crecimiento en antro métrico hasta 
altera inexplicables. 

Para subrayar su interés, recuerdense las palabras 
dei sábio biólogo francês G. T E I B B I E S : 

«Il n'existe donc pas de loi d'allométrie généralisée, 
la seule généralisation actuellement possible consistant 
à représenter les croissances complexes par plusieurs 
arcs de courbes puissances que séparent des points 
anguleux plus ou moins nettement marqués» 

Para terminar, observemos que si calculamos la 
distancia geodésica entre dos puntos (X| y t) (x? ;/2) 
teniendo en cuenta las formulas (5) y (8) résulta 

(16) d (A , B) / Ï n L - ± 
•Xl 

Lo que nos dice, recordando la conocida ley psico-
fisica de W E B E R - F E C H H E B , que la distancia entre los 
dos puntos significa, en este caso, la iatensidad de 
la sensacion. 

MJ o , tk[r3ier s Les loja quaaiUatJves do lu croissance. Parts. 
Actualité* Scicnti/íqueã Hermann, n.° 1 pg. òl. 

I n é g a l i t é s 

par Jean Aczél 

I I I 

Solutions des problèmes el des exercices 
de le partie II 

P R O B L È M E G. Etant donnes x , et Xj, sur la cordo ATS 

(fig. 8) le point d'abscisse q\ xj + j t i i a pour ordonnée 
îi / (xi) + î ! f(xi) i s u r ' a courbe y=/(x), le point 

ayant même abscisse que le précédent, a pour ordon-
née /(g, x , + x j ) , La corde laisse l'arc A B au-
dessous d'elle si et seulement si (2) est satisfaite. 

PROBI.Î ;ME 7 . P a r 

/(<?! + ÏJ-c2) < >n / ( . c t ) + î i / ( x j ) 

pour les fonctions convexes au sens large, par 
f (q\ + xj) î j / ( x i ) + î î / ( x î ) pour les fonctions 
concaves, et par / ( ? , x 2 ) > 9 , / ( x , ) + Î ; / ( X 2 ) 

pour les fonctions concaves au sens large. 
V l Pi 

P B O U L È H E 8. Poser 5 , = et qz = 
Pi +}<ï Pi +î'2 

PnoiiLÈUE 9. On a 

/ (îl ^t + qz = a (g, x , + q2 x , ) + 4 — 51 («Xj + 4) + 
+ ? Î (ax2 + ft) ™ ? I /(a"I) + Î I / ( X Î ) , 

puisque 91 + 73 — 1 -
Piton LKMK 10. La fonction /(x)™= 1/x est concave 

pour x < 0 , et convoxo pour x > 0 . En effet, on a la 
rel ation 

(ç, x, + q, x,) f ÎL + - ï î - } - 3Ï + q, q, ( f i + ) + 

V x, l \ x , x , } 
+ 1\ > îï + 2ît <?Î + q\ — {q, + ?,)' = 1 

(puisque x - | - l / x > 2 , cf. VIntroduction), donc pour 
Xj , X î > 0 (cf. Problème 1), 

( 1 2 ) / ( î ^ + ^ x j ) < g i M +• 
?1 + n xz 

+ 2 , / X Î — Î J / ( X J ) + Q I F I ^ I ) , 

et pour x , , X 2 < 0 , 

/ ( ? , x , + q2xj) • > hl^i + 
h + <?2 Xz 

+ Îî/Xî — î l / ( X i ) + ? î / { x , ) . 
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