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UM MUNDO DIFERENTE

A matematica tem sido decisiva em muitos momentos dificeis da Histéria.
Estamos a viver um desses momentos.

ntre o inicio da preparagdo deste nimero da Gazeta de

Matemdtica e a hora em que vos escrevo, a nossa for-
ma de estar no mundo alterou-se substancialmente, de
tal modo que mais me parece ficcdo do que a vida real.
Tém sido tempos muito conturbados, de adaptagdo e de
resiliéncia.

Matematicos de todo o mundo tém-se mobilizado ati-
vamente no sentido de contribuirem, em colaborag¢do com
outros especialistas, para a compreensdo da epidemia Co-
vid-19 e para a mitigacdo dos seus efeitos, tendo em conta
as especificidades de cada regido ou pafs. Os exemplos
sdo multiplos e vdo desde a formagdo de pequenas equi-
pas nacionais a constitui¢do de grandes consércios inter-
nacionais. A matemdtica tem sido usada como ferramenta
muito relevante no apoio a tomada de decisdo informada
por parte de muitos Governos no que diz respeito a aloca-
¢do de recursos e a implementacdo de medidas de satide,
sociais e econémicas.

Os autores da Gazeta de Matemdtica ndo perderam
o alento e tornaram possivel este niimero que é rico em
matemdtica e ndo esquece o tema da pandemia. Sem re-
velar ja tudo, levanto o véu sobre algumas pdginas desta
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edicdo. Jodo Fernandes escreve de uma forma irresistivel
sobre a parceria feliz entre a astronomia e a matematica,
levando-nos pela imensiddo do Universo num tempo de
confinamento. Na coluna Atractor também seguimos 6r-
bitas, s6 que estas sdo da fungdo gama de Euler. O artigo
termina com duas imagens lindissimas e a promessa de
mais exploragdes.

Os modelos epidemiolégicos, muito comentados nos
meios de comunicagdo social generalista, sdo desvenda-
dos em dois artigos: um com autoria de Fabio Chalub e
o outro de Ruy Miguel Ribeiro e Paula Amaral. Os con-
ceitos fundamentais surgem a par de equacdes diferen-
ciais que sdo apresentadas com mestria e sem rodeios.
O artigo da coluna PT-MATHS-IN contempla o resumo de
um projeto financiado no &mbito de uma linha de apoio
excecional a investigacdo sobre a Covid-19, onde a equipa
de investigadores se propde a usar modelos matematicos
para mitigar os efeitos da doenca.

Ja no final da revista, a espreitadela a sec¢do Matema-
tica e Literatura é demorada. Ai, Nuno Camarneiro traz-
-nos a memoria bons livros e desafia-nos a refletir sobre o

papel da ciéncia em tempos de pandemia.




DINAMICA DA FUNCAO GAMA DE EULER

A fungdo gama, cuja origem estd ligada a interpolagio de fungbes e ao

célculo integral, tem sido essencial em inimeros capitulos da Histéria da

Matematica. Esbogaremos aqui o seu perfil dinamico.

onsidere a seguinte tabela de valores da funcéo
fatorial:

001 2 3 4 5 6 7 8
n
B :

1 2|6 24 | 120 | 720 | 5040 K 40320

Se inserirmos 1/2 na primeira linha entre 0 e 1, que valor
devemos associar-lhe na segunda linha de modo a inter-
polar a funcao fatorial nesse valor intermédio? H4 intime-
ras maneiras de o fazer, por isso convém ser mais preciso
na pergunta. No tempo de Euler, a quem a questdo foi
colocada, uma fungdo era sinénimo de uma expressido
analitica que deveria envolver as operagdes algébricas
elementares, somas ou produtos infinitos, ou os operado-
res usuais de derivagdo ou integragdo. Procuramos, por-
tanto, uma férmula que, quando estimada nos niimeros
naturais, fornega por ordem os valores dos fatoriais, e que
também atribua um valor a 1/2. Ainda assim, a resposta
ndo é tnica, mas a de Euler, numa carta a Goldbach em
1729, foi inequivoca: (1/2)! = /7t/2. O que significa e que
importancia tem esta resposta?

O problema prético de interpolagdo a partir da fér-
mula de recorréncia dos fatoriais dos niimeros naturais
esteve na origem de uma funcéo, hoje designada T, cuja
defini¢do Euler publicou num artigo de 1729 com o titulo
(tradugdo a partir de [1]). "Sobre progressdes transcenden-

tes cujo termo geral ndo pode ser expresso algebricamen-
te." A fung¢do que Euler criou tem dominio RY, vale 1 em

1 e satisfaz a equagdo

I(x+1)=xT(x) Vx>0 (1)
de onde se deduz a recorréncia
I(n)=m-1)! VnelN. ()]

Naéo se trata, portanto, de um prolongamento da fungao
fatorial mas de uma fungéo cujo gréfico passa por todos
os pontos (1, (n —1)!) com n € N. Para interpolarmos a
funcdo fatorial e juntarmos a tabela anterior o valor em

1/2, basta considerar a fungdo
x=20 — f(x)=T(x+1)

que em 1/2 vale f(1/2) =T(3/2). Note-se que, uma vez
encontrada a fungdo I', também x — I'(x) 4+ 0,8 sen (77 x)
e x — I'(x) (1+0,8sen(27x)) satisfazem a igualda-
de (2) - ver figura 6, no final do texto. A figura 7 mos-
tra os gréficos dos logaritmos das trés fungdes da figura
6. Sabe-se hoje, porém, que sé pode existir uma fungdo
¢ : R™ — RT que verifique as trés condi¢des seguintes:
@ex+1)=x¢(x) Vx>0

(b) p(1) =1

(c) log ¢ é convexa.

ATRACTOR ¢ Dinamica da Funcao Gama de Euler
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Figura 1. Figura 2.

Pode ler-se em [2] uma demonstragdo desta afirmacao.

A propriedade (1) permite calcular a fungdo T se se
conhecerem os valores que toma em ]0, 1], uma vez que
(1) implica que

Ix+n)=(x+n—-1)---(x+1)xT(x)
Vo<x<1 VnelN. 3)

Mas impede que possamos estendé-la de modo continuo
a 0, pois obterfamos I'(1) =1=0xTI(0) =0. Admite,
todavia, um prolongamento aR™ \Z*, e essa extensao,
além de continuar a verificar (1), tem a seguinte relagdo
com a fungdo seno

I'(x)r1—x) = Vx¢Z

sen (77 x)
que é ttil para o cdlculo de imagens de I'. Por exem-
plo, dela resulta que I'(1/2) = /7 logo, usando (1), que
I(3/2) = $T(1/2) = \/7/2. A figura 1 mostra um esbogo
do gréfico de T e da sua interse¢do com a linha reta de
equagdo ¥ = x (a tracejado).

No que se segue, analisaremos o comportamento
assintético das sucessdes (I'(x)),, ¢ nufoy Onde =Te
["+1 =T o I"™, para os valores de x em que estas sucessdes

(também chamadas drbitas de I') estejam bem definidas.

Comecemos pelas 6rbitas mais simples, os pontos fixos
de I'. A figura 1 sugere que existe um conjunto numerével
de pontos fixos, dois em R* e mais dois em cada intervalo
| — 2k — 1, —2k[, k € IN. Observe-se, porém, que os pontos
fixos1e B € |3,4[tém uma natureza distinta. O ponto fixo
1 é atrator pois sabe-se que a derivada I (1) = —v, onde
v =1lim, 5 t (1 +1/24---4+1/n— logn) ~ 0,6; pelo
contrério, B é repulsor, com I’(B) > 4. A figura 2 mostra
parte de quatro 6rbitas, duas delas atraidas para 1.

A dinamica de I em R ¢ fécil de descrever. Se x per-
tence ao intervalo Ja, B[, onde « é o tinico real positivo de
10, 1[ cuja imagem por I' é B, entdo a érbita de x converge
para 1. Pelo contrdrio, se x > 0 estd no complementar do
intervalo [«, ], entdo a sua 6rbita tende para +oco. Uma
aproximacdo da bacia de atragdo de 1 (definida como o
conjunto de pontos cujas érbitas convergem para 1) é dada
pelas abcissas dos pontos do grafico de I coloridos a azul.
Para as abcissas dos pontos neste grafico coloridos a roxo
ou a castanho, essas sucessdes ou nio estdo definidas (é
o caso de xg € ] — 3, —2[ tal que T'(xp) = —2), ou conver-
gem para o ponto fixo § (como a 6rbita de § e as das suas
infinitas pré-imagens por I'), ou tendem para +o (como
acontece com x; = 4), ou tém outro comportamento que
ainda precisamos de descobrir.

GAZETA DE MATEMATICA -+ [9]
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A figura 1 parece indicar também que a dindmica
mais relevante da fun¢do I' ocorre em R~ \ Z™. Interes-
sam-nos os pontos de R™ \ Z~ cujas 6rbitas sdo limitadas
e ndo passam por R*. Terd I' outros atratores além do
ponto fixo 1? Analisemos, por exemplo, o que se passa no
intervalo ]-3, -2[. Aqui hé dois pontos fixos (e s6 dois) que
sdo repulsores, e dois intervalos disjuntos I = [ay,a;] e
J = [by, byltaisqueay < ap < by < by T(a1) = -3=T(bp),
I'(a;) = —2=T(b), I(I) = [-3,—2] = T'(J)easrestrigdes
deI' alea]sdaohomeomorfismos. Na figura 3 podem ver-
-se os intervalos I e | ampliados, os gréficos das restrigdes
alU] de T e da funcéo identidade, além de duas érbitas
periédicas, uma de periodo 2 e outra de periodo 3.

O conjunto A = ﬂ].*:"g I~/ (I1U]), dos pontos de I U |
cujas Orbitas ndo saem desta unido, é ndo vazio (por ser
intersegdo encaixada de compactos ndo vazios) e inva-
riante pela dinamica (isto é, T(A) C A). E nele h4 pon-
tos periddicos (repulsores) de todos os periodos, que até
formam um subconjunto denso. Vejamos porqué. Atribu-
amos a cada ponto x € A uma sucessao (Tu (X)), e NU{0}
que descreve o itinerdrio da 6rbita de x na particdo I U J,
definida por

0 seI"(x)el
neNU{0} +— 1(x)=

1 se I"(x) € J.

Seja Y, o espago das sucessdes (xn),enufo) tais
que x, € {0,1} para todo o n€ NU{0}. A fungédo
It: A — X, que a cada x € A associa (Tu(X)), e NUfo}
estd bem definida porque I N ] = @ e as érbitas de pon-

tos de A nédo saem de I U J. Além disso, o minimo do va-
lor absoluto da derivada de I' em I U ] é maior do que 1,
o que induz um afastamento por acdo de I' das condigbes
iniciais em I U] que estejam suficientemente perto, im-
pedindo a existéncia de dois pontos distintos de A cujas
Orbitas tenham o mesmo itinerdrio na parti¢do I U J. Com
estas propriedades, pode provar-se que Zt é uma bijegdo
e que, se em [ U | considerarmos a distancia euclidiana e

em X, a distancia
+oo

d((xn)n/(yn)n) = Z mlz;ny”/

n=0
entdo Zt é um homeomorfismo. Note-se ainda que, para
cadax € A,
T([A(x)) = Taa(x)  Vne NU{0}

isto é, Tt o F|A =coZt,onder: ¥y — X, éatransforma-
a0 o ((¥n)nenufo}) = (Xu+1)n e NU{0}- Deste modo, a in-
formagdo dinamica que conhecemos sobre ¢ transfere-se
para a restricao de I' a A. Por exemplo, se z é um ponto pe-
riédico de perfodo k de o, entdo Zt~!(z) é periédico por
I'|5 com igual periodo. Ora, é imediato construir pontos
periddicos de perfodo k por ¢: basta considerar um bloco
de k digitos de {0,1} (e ha 2* escolhas de tais blocos) e
repeti-lo indefinidamente para formar uma sucessdo cuja
orbita por ¢ é periédica de perfodo k. E é facil demonstrar
que o conjunto de pontos periédicos de ¢ é denso em X,
propriedade que é levada pelo homeomorfismo Zt~! para
os pontos periddicos de Iy em A.

Localizar com mais precisdo essas Orbitas periddi-
cas de A ndo é, porém, tarefa elementar. O Atractor de-
senvolveu um mddulo interativo (para a sua utilizagéo,

ATRACTOR ¢ Dinamica da Funcao Gama de Euler
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Figura 4.

w

Figura 6.

consulte-se [2]) com que obteve aproximag¢des como as da
figura 3. O recurso a uma extensdo complexa da fungdo
I', que Gauss provou existir e que tem apenas polos em
Z~ x {0}, permite ter uma ideia mais fidvel da posigao
relativa de algumas 6rbitas. As figuras 4 e 5 mostram
aproximagdes do conjunto de érbitas limitadas desta ex-
tensdo complexa da fun¢do I' em duas vizinhangas no
plano de | —3,—-2[ x {0}; a regifo escura corresponde
aproximadamente a pontos na bacia de atragdo de {1}.
Num préximo artigo voltaremos a estas imagens para ex-
plorarmos a informagdo que elas sugerem.

Figura 5.

Figura 7.

[1] L. Euler. Opera Omnia, 114, 1-24
[2] https:/fwww.atractor.pt/mat/dinamica_gama
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Samuel Loyd (1841-1911) foi um grande divulgador de puzzles e problemas nsiva@ecalberkeleyeds

de matematica recreativa. Muito forte jogador de xadrez, criou também be-
lissimos e bem-humorados quebra-cabegas escaquisticos. A sua reputagdo
estd salpicada de acusagdes de apropriagao de ideias de outros, mas as obras
que nos deixou, nomeadamente a Cyclopedia of 5000 Puzzles, publicada em
1914 pelo seu filho, é uma fonte inesgotavel de diversao.

Nesta altura, em que contemplamos a passagem do tempo de uma nova
maneira, propomos algumas questdes de Sam Loyd relativas a relégios...

1 E meio-dia, como marca este relégio de altissima pre- 2. S&o seis horas da manha. Mas este relégio tem os pon-
cisdo. Os ponteiros, naturalmente, estdo sobrepostos. teiros trocados: o mais longo aponta horas, o mais curto
A que horas estardo de novo sobrepostos? os minutos. Daqui a quanto tempo marcard a hora certa,

como se 0s ponteiros estivessem montados corretamente?

The Crazy Clock :
: )éml-ich y:
- Sam 19D

RECREIO + Relégios 07
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3. A bala disparada pelo assassino atingiu um relégio,
mesmo no centro, parando o seu funcionamento. Os pon-
teiros das horas e dos minutos estavam alinhados, e assim
ficaram para sempre, mas rodaram da sua posi¢do. Como
se vé, apontam para as 3 e as 9, 0 que ndo é uma posigao
vélida para um relégio. Que horas eram quando a bala
atingiu o relégio?

The Assassin’s Bullet

4. Os ponteiros estdo & mesma distancia das 6 horas. Que
horas sdo?

5. Este problema entra na sequéncia a pedido do nosso
amigo e companheiro de muitas recreagdes (matemdticas,
Iadicas e outras), Cesco Reale.

O relojoeiro cometeu o lapso de montar este relégio
com os dois ponteiros iguais. Como se vé na figura, é facil,
muitas vezes, ler a hora certa. Neste caso, o rel6gio marca
5h, porque 12h25m néo faz sentido, por o ponteiro vertical

GAZETA DE MATEMATICA -+ [9]

estar a apontar diretamente para o 12 (as 12h 25m o pon-
teiro das horas ndo aponta diretamente para o 12). Se os
ponteiros estiverem sobrepostos, também néo ha dificul-
dade em saber a hora certa, claro. A pergunta é: quantas
posi¢des ambiguas hd, num espago de 12 horas? Posic¢des
ambiguas dos ponteiros sdo configuragdes validas em que
ndo conseguimos deduzir a hora correta, por atribuigdes
diferentes das horas e dos minutos aos ponteiros darem
origem a leituras distintas.

Sobre a questdo do ntiimero anterior (agradecemos as solu-
¢Oes submetidas pelos nossos fiéis leitores Luis Madureira
e José Paulo Viana):

Escrevendo um natural n na forma 4k+i, com 0 < i< 3,
o procedimento pedido ao voluntdrio gera sempre k. Por-
tanto, o Mégico s6 tem de multiplicar k por 4 e somar i,

2

sendo que este é completamente determinado pela se-

quéncia de eventuais arredondamentos, como a tabela

resume
i=0 nédo hd arredondamentos M4gico soma 0
i=1 arredondamento na 1.7 Magico soma 1
i=2 arredondamento na 2.7 Magico soma 2

i=3 arredondamentosna 1."e2.*  Ma4gico soma 3



PARA ENTENDER ESTE ANO LOUCO

Muito ja foi dito sobre epidemiologia matemdtica. Mesmo nesta coluna,
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diversas vezes escrevi sobre o modelo SIR. No entanto, o foco nunca foi
na exploragio dos detalhes matemdticos do modelo, mas sim na sua pers-
petiva histérica.Voltamos hoje ao assunto, mas desta vez vamos a isto: as

equagdes, maestro!

Com 0 novo coronavirus, a epidemiologia entrou de
cabeca na comunicacao social. Temos todo o tipo de
profissional, incluindo matematicos, a analizar os niime-
ros da pandemia e a tentar prever o futuro.

Eu, no entanto, prefiro adotar a maxima de "prognés-
tico s6 no fim do jogo". Para piorar a minha situagéo, este
texto s6 serd lido alguns meses depois de eu o escrever.
Portanto, para quem quiser saber a evolugdo da Covid-19,
uma leitura do jornal do dia serd mais informativa do que
as préximas linhas.

Este texto serd, portanto, para dissecarmos um pouco
omodelo SIR, estudarmos as suas limita¢des e generaliza-
¢Oes e compreendermos alguns dos seus conceitos. Afinal,
o distinto ptiblico da Gazeta pode ir mais além nas equa-
¢bes do que os leitores dos periédicos generalistas.

Comecamos por deduzir o modelo. Consideramos
que a populacéo se divide em trés grupos de pessoas: os
Suscetiveis, os Infeciosos, e os Removidos. Esta tltima
classe representa os individuos que foram removidos
da dindmica, seja porque apds a cura gozam de imuni-
dade, permanente ou tempordaria, ou porque morreram.
A classe I indica quem estd ativamente a transmitir a
doenca, independentemente do seu estado de satide. Note
que o que nos interessa ao modelar a epidemia ¢é a influ-
éncia na dindmica de cada um, entdo podemos colocar no
mesmo grupo quem jd morreu e quem estd plenamente

curado; por isto, a expressado infetados para a classe I ndo
é correta. Se um infetado ndo mais transmitir, ele é remo-
vido; se ainda ndo transmitir, chamamos exposto, que nao
faz parte destes modelos mais simples. (No entanto, para
a Covid-19, esta é uma classe importante, devido ao longo
periodo de incubagdo do virus.)

Finalmente, a primeira classe indica os individuos
que podem transitar para a classe I caso sejam expostos
ao patégeneo. E neste grupo que estévamos todos nés em
fins de 2019 para o SARS-Cov2.

Para construir o sistema de equacdes do modelo, va-
mos imaginar que a doenga em questdo produz imunida-
de permanente aqueles que se recuperam.

Pensem que todas as pessoas estdo dispostas numa
imensa superficie plana, andando ao calhas, por todo o
lado. Quando chegam aos limites desta superficie, batem
na parede, tal qual uma bola de ténis, e voltam para o in-
terior do dominio. Depois de algum tempo, as pessoas es-
tdo uniformemente distribuidas. Isto significa que qualquer
pequena regido tem a mesma probabilidade de conter um
individuo de um dado tipo que qualquer outra regido da
mesma drea.

Num instante de tempo ¢, a populacado é caracteriza-
da por trés nimeros: S(t), I(t) e R(t), indicando a fragdo de
individuos de cada tipo na populagdo. O objetivo é per-
ceber quantos individuos de cada tipo estardo presentes

NA LINHA DE FRENTE -

Nova de Lisboa
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na observacado seguinte, no tempo t + At, onde At é um
intervalo de tempo pequeno. Assim, S(f + At) serd dado
pelo ntimero de suscetiveis presentes no instante de tem-
po t, S(t), menos o ntimero de individuos suscetiveis que
devido ao contacto com individudos da classe I passaram
para esta nova classe (mais a frente consideraremos algu-
mas variantes).

E quantos sdo estes? Considere um individuo S qual-
quer, chamado focal. Quando os individuos estdo uni-
formemente distribuidos a probabilidade de que haja
alguém da classe I a menos de, digamos, dois metros é
proporcional a quantidade de individuos nesta classe e,
em havendo tal pessoa, a probabilidade de esta vir a infe-
tar o cidadéo focal serd proporcional ao tempo, pequeno,
entre as duas observagées. Assim

S(t+At) = S(£) [1— BAHI(H)] ,

onde B > 0 indica a taxa em que os contactos sdo conver-
tidos em novas infe¢oes.

Reorganizando os termos e fazendo At — 0, encontra-
mos a primeira de trés equagdes do modelo SIR:

S' = —BSI. @

O ntimero de novos infeciosos entre os instantes de tem-
po t e t + At serd dado por BS(t)I(¢) menos aqueles que
se curam ou morrem. Este tltimo niimero é proporcional
ao tempo entre as observagdes e a [(¢) (quanto mais doen-
tes, mais se curam e mais morrem), permitindo, no limite
At — 0, encontrar a segunda equagdo:

I'=B8SI—~I, 4>0. ]

Finalmente, os removidos aumentam a medida que I di-
minui, e portanto

R =9I (©)

Somando as trés equagdes, encontramos S’ + I’ + R’ =0,
e portanto S+ [ + R é constante e podemos esquecer a
equacao (3).

Podemos agora obter as solugdes, considerando que
no instante de tempo t = 0, a populagdo era quase toda
S com um pequeno nimero de 1. Sdo os "doentes zero',
apesar de esta notagdo ser um bocado enganosa. Podemos
resolver o sistema (1) — (2) utilizando mecanismos pode-
rosos de resolucdo de equagdes diferenciais, ou podemos
fazer algo muito mais simples: reescrever o processo aci-
ma, escrevendo explicitamente expressdes para S(f + At),
I(t + At) e R(t + At) e calcular os seus valores numa folha
de calculo, apenas lembrando que At deve ser um niime-

ro pequeno (quanto menor, melhor o resultado, mas tam-
bém é mais demorado obté-lo).

Alguma andlise pode ser feita sem o estudo expli-
cito ou numérico das solugdes. Veja, por exemplo, a
equacdo (1): é claro que S’ < 0 (sempre que S e I forem
positivos, que é o caso de interesse). Assim, S(t) é uma
funcdo decrescente e, portanto, a taxa de crescimento re-
lativo do nimero de infeciosos I’ /I também é; a questdo
é perceber se é sempre negativa ou se comeca positiva.

Como a populagdo € inicialmente quase toda susceti-
vel, entdo S(0) ~ 1. Portanto, o niimero de infeciosos de-
cresce continuamente ou inicialmente cresce para apenas
depois decrescer, dependendo de BS(0) —y ~ f — y ser
positivo ou negativo, ou seja, dependendo de como S e «
se comparam. O caso limitrofe, que indica se uma epide-
mia se estd a desenvolver ou ndo, é dado pelo conhecido
fator reprodutivo bdsico, o tao falado Ry := B/7.

Intuitivamente, este é dado pelo produto entre a taxa
de transmissdo f e o tempo que cada pessoa permanece
na classe I, 1/: este é o niumero de novos infetados que
um dnico infecioso produz numa populagio totalmente
suscetivel.

Quando a populagdo néo é totalmente suscetivel (de-
vido a uma imunidade preexistente ou por estar parcial-
mente vacinada), entdo R; = BS(t)/ divide a evolucido
futura da doenga em "nimero crescente de casos" e "nu-
mero decrescente de casos', o que pode ser visto analisan-
do novamente a equagao (2).

Quando o nimero de novos casos gerado por cada
individuo infecioso, em condi¢bes normais (ou seja, com
valores de § e y naturais), € inferior a um, dizemos que ha
"imunidade de grupo". Novas infe¢ées nédo terdo ambien-
te préprio para se desenvolverem.

Para uma visualiza¢do da solu¢do do modelo SIR
(S(t),I(t)) para diversos valores de Ry maiores do que
1, e também do ndmero de novos infetados em funcgéo
do tempo, veja a figura 1; para uma comparagdo destas
solugdes com dados reais da Covid-19 em diversos paises,
veja a figura 2.

A anélise acima é o bdsico do modelo SIR. Agora
podemos introduzir outros fatores como, por exemplo,
considerar que a imunidade é tempordria, incluindo um
termo &R na equagao (1) com a subtragdo do mesmo ter-
mo em (3), indicando que individuos da classe R, com
o tempo, voltam a tornar-se suscetiveis. A vacinagdo ao
nascer é introduzida colocando uma fragdo de individuos
na classe R a partida; a vacinagdo de adultos é modelada
pela transicdo de uma parte da populagdo da classe S di-
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retamente para R, sem o passo intermédio de I. Periodos
de laténcia sdo modelados pela introdugdo da classe Ex-
postos entre S e I.

O modelo SIR também pode ser alterado para incluir
aquilo a que se chama estrutura na populagdo, isto é, para
considerar que os individudos de cada classe sdo distin-
tos entre si. Isto pode ser feito de vérias formas: a primei-
ra ideia é considerar a estrutura etdria. Dividimos cada
classe em grupos de mesma idade, onde, supostamente,
a dindmica da doenca age de forma diferente. Se a escala
de observagdo for longa, temos de considerar o envelhe-
cimento, ou seja, que a populacdo transita entre classes
etdrias. Isto permite identificar grupos focais para agdo
preventiva, seja vacinagdo seja testagem.

Podemos também incluir estrutura espacial, caso a
regido geografica em andlise seja suficientemente abran-
gente. Neste caso, temos de incluir a mobilidade humana,
algo notoriamente dificil de modelar.

Outra possibilidade é considerar o préprio compor-
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Figura 1. Em muitos textos podemos encontrar o gréifico de S(t)
e I(t); apresentamos também o nimero de novos individuos na
classe | em, funcdo do tempo, ou seja BS(t)/(t), para diferentes
valores de Ro. Este é um dos nimeros que temos acompanha-
do com mais atengdo no dia a dia; veja que ao diminuir B(que,
dependendo da forma de transmissdo de uma doenga, pode
ser alterado pelo nosso comportamento), a curva torna-se ndo
apenas mais baixa, mas também mais longa (nos graficos acima,
consideramos y =3 e 8 =4,6,9). E este o objetivo central do
confinamento: um nidmero de novos casos administravel pelos
sistemas de salde, que tem como consequéncia uma maior du-
ragdo do surto. Para alterar y, é preciso introduzir o tempo em
que uma pessoa transmite a doenca, seja por dete¢do precoce
(testagens) ou pelo répido e eficiente confinamento dos doentes.

tamento humano, ou seja, a capacidade de a populagdo
manipular o valor de B como resultado da prépria per-
cepgdo da doenga: quanto maior o nimero de infeciosos,
mais ficamos em casa, diminuindo efetivamente o valor
da transmissao.

Por fim, é importante notar que diferentes pessoas
terdo diferentes impactos na transmissdo: um profissio-
nal que lide diretamente com doentes, como um médico
ou enfermeiro, é em geral fulcral para a propagagdo da
doenga. Ficam mais doentes, transmitem mais; por outro
lado, se houver imunidade, serdo os primeiros a serem
removidos da dindmica e desta forma certos nodos muito
conectados da rede de contactos individuais serdo preco-
cemente cortados, aumentando a chance de a epidemia
perder forca antes do que nos pareceria através de um
modelo SIR simples (dito ndo-estruturado), fazendo com
que a tdo sonhada imunidade de grupo chegue um pouco
mais rapidamente.

Mortes Diarias em Espanha, , ,
e

Figura 2. O gréfico acima mostra a evolucao do ndmero de no-
vos casos para a pandemia de Covid-19, dia a dia, em diversos
paises; ndo se afasta muito do visto na figura 1, pelo menos na
"subida". Em relacdo a queda, esta parece ter algumas diferen-
cas. Note que na figura 1 os valores de B e ysdo constantes
ao longo do tempo, o que ndo € realista para a Covid-19, ja
que as medidas governamentais tém como objetivo precisa-
mente manipular estes ndmeros. Fonte: Adaptado de El Pais
em 15/05/2020 — https:/lelpais.com/sociedad/2020/04/28/actuali-
dad/1588071474_165592.html
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Decidimos abordar os niimeros
primos ndo na base decimal, mas
sim na base bindria. Questionamo-nos
entdo sobre o que aconteceria se em vez
de se usar os niimeros como bindarios
normais, tentdssemos inverté-los,
trocando todos os digitos 1 por 0 e vice-
versa. Assim nasce ndo sé o conceito de
inverso bindrio, mas também todo um
conjunto de propriedades e de relagdes
que merecem ser exploradas.

1. INTRODUCAO

A pesquisa de nimeros primos é uma tarefa que ocupa
uma parte dos interessados pela matemdtica. Estes nime-
ros ndo sdo apenas uma curiosidade matematica atraente
para muitos, mas tém grandes implica¢des em ciéncias
aplicadas. Nos dias de hoje, esta tarefa estd mais concen-
trada num conjunto muito especial de ntimeros primos, os
nimeros de Mersenne. Veja-se, por exemplo, o programa
GIMPS — Great Internet Mersenne Prime Search [6], que ob-
tém estes nimeros com a ajuda de uma grande quantida-
de de computadores em rede. O dltimo ndmero primo de
Mersenne a ser encontrado (em dezembro de 2018), até
a data de escrita deste artigo, foi 282589933 _ 1, que conta
com quase 25 milhdes de digitos e é 0 51.° primo de Mer-
senne. Repare-se que o ndmero 2 é essencial na defini¢do
deste tipo de ntimero. Este nliimero em especial tem ca-
racteristicas inicas que mais nenhum outro tem: por um
lado, é o tinico primo que é par e, por outro, representa a
base bindria, o sistema de numeragdo bdsico na compu-
tagdo. Apesar de os niimeros de Mersenne serem os mais
estudados na procura de niimeros primos, o que acontece,
de facto, é que a quantidade de ntimeros primos existente
entre dois niimeros de Mersenne aumenta quanto maio-
res forem esses niimeros de Mersenne. Este facto pode ser

comprovado pela quantidade de ntimeros primos que sdo
escritos na base bindria sob a forma de n digitos (veja-se
na enciclopédia online de sucessdes [7] com a referéncia
A162145).

2. BASES E NUMEROS DE MERSENNE
Lembremos a representagdo de niimeros na base bindria

tal como em [2].

Definicao 1. Seja n € IN. Qualquer nimero inteiro posi-
tivo menor ou igual a 2" — 1 pode ser escrito de forma
tnica como representagdo na base bindria por

n—1
Z as2°, as € {0,1}.
s=0

Analogamente, podemos escrever qualquer niimero natu-
ral sob a forma decimal.

Defini¢ao 2. Seja n € IN. Qualquer ndmero natural menor
ou igual a 10" — 1 pode ser escrito de forma tinica como
representagdo de base 10 (decimal) por
n—1

ds10°, ds € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} . (2.1)
s=0

Definigdo 3. Seja n € IN. Chamamos nimero de Mersenne
ao numero M, = 2" — 1 e n-ésimo quadrante ao conjunto
Qn={2",2"+1,...,2""1 —1}. Q, é o conjunto dos ni-
meros naturais p tais que M, < p < M, 41.

Repare-se que, para cada ntimero natural p € N, exis-
ten € N, talque p € Q.

Definigao 4. Seja p € IN. Considere-se a sucessdo u, defi-
nida poru; =p/2e

Uk |,
Up41 = {I[ukkjj

5+, képar

k é impar

Um ndmero natural p € IN, do n-ésimo quadrante, escre-
ve-se, na base bindria, sob a forma

n+1

p=Y p21, (2.2)
k=1

onde by =2 (qu—l — qu) S {0, 1}

Na defini¢ao dos ntimeros de Mersenne estd bem pre-
sente o ntimero 2. Neste contexto, em paralelo com a de-
finicdo 3, é possivel caracterizar os niimeros de Mersenne
através de operagdes bindrias, como adiante se mostra na
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proposicdo 2. Estas operagdes sdo aplicadas também a to-
dos os ndmeros naturais.

Defini¢do 5. O inverso bindrio S (p) de um ntimero natu-
ral p é obtido pelo algoritmo

i) representar o niimero p na base bindria;

ii) na representagéo i) substituir o digito 0 pelo
digito 1 e o digito 1 pelo digito 0;

iii) representar o niimero obtido em ii) na base decimal.

Observagido 1. Em computagdo, o inverso bindrio corres-
ponde a uma operagdo chamada complemento um, cujo
propésito é representar niimeros com sinal em sistemas
bindrios (veja-se, por exemplo [5, capitulo 4.1]). No entan-
to, neste texto ndo o usaremos neste sentido.

Recorrendo a definicdo 4 da sucessdo u,, é possivel
representar o inverso bindrio da seguinte forma.

Proposicao 1. Sefam n € N ep € Q. Se p tem a represen-
tacdo bindria (2.2), entdo o seu inverso bindrio é a funcao
S :IN — N definida por

n+1

+

S(p) =Y (1—b)2" 1,

g

Il
—

< =

ondeby = 2 (ugr_1 — ug) € {0,1}.
Agora caracterizamos os niimeros de Mersenne atra-

vés da sua representagdo em inverso bindrio.

Proposicao 2. Um niimero natural p é de Mersenne se e s0
seS(p) =0.

Demonstragido. Um nimero de Mersenne é da forma
n
My,=2"-1=Y 21
k=1

para algum n € N. Tem-se que Yh-1 2kl = Yio1 b2k
se e sO se

b, =1,Vk € {1,...,1’1}
Comoby=1< (1-b;) =0, Vk € {1,...,n}, isto é equi-
valentea S (x) = 0. O

A operagdo inverso bindrio S pode ser facilmente ob-
tida se, a partida, se souber em que quadrante o ntimero
se encontra.

AN

Proposicio 3. Seam ncN e Entao

S(p)=2""-p-1

p € Q.

Demonstragdo. Sejam n € N e p € Qj,. Pela forma como
peS(p) se escrevem em base bindria, tem-se

n+1 n+1
p+S(p) =Y b2+ Y (1—p) 2!
k=1 k=1

n+1

=Y 2 (1 b) + by)
k=1
n+1

— Z 2k71
k=1
2n+1 1

Os coroldrios que se seguem sdo imediatos. L]

Corolario 1. Sejan € N. EntdoM,+1 = p+ S (p), Vp € Qu

Corolario 2. Seja p um niimero natural. Entdo p é par se
o seu inverso bindrio é impar e é impar se o seu inverso
bindrio é par.

Corolario 3. Dentro de um mesmo quadrante Qp, S (p) é
uma funcgéo decrescente.

Corolario 4. Sejam Entao

p—q=>5(q)—S(p)-

nclN e pq€Qy

Isto significa que, em particular, dentro de um mesmo
quadrante 1, o tltimo algarismo do inverso bindrio de p,
S (p), depende apenas do tdltimo algarismo de p.

Exemplo 1. Considere-se o quadrante Qs. Tem-se que 47
(com inverso bindrio 16) e 57 (com inverso bindrio 6) per-
tencem a Qs. Isto é equivalente a afirmar que sempre que
um ndmero natural p € Qs tiver como ultimo algarismo
o nimero 7, entdo o seu inverso bindrio, S ( p), tem como
dltimo algarismo o ndmero 6.

Proposicdo 4. Sejam p1 € Q, e p2 € Qu com a,b €N e
b > a, tem-se que:

(p1— p2) + (S (p1) = 5 (p2) = M2

Demonstragdo.

(p1=p2) +(S(p1) =S (p2)) = (p1 + S (p1)) = (P2 + S (p2)).
Pela proposicio 3 tem-se que, para p € Qy,
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p+S(p) =2"! — 1. Assim

(p1+S (1)) — (p2+S(p2) = <2b+1 _ 1) _ <2u+1 B 1)
— pb+l _pa+l _ patl (zb—a _ 1)

_ 2a+1M(b—a) — M(bfa)Z’H»l'

Este resultado permite-nos concluir que a soma das dife-
rengas entre dois niimeros naturais e a dos seus inversos
bindrios sdo iguais ao produto de um determinado niime-
ro de Mersenne por uma poténcia de 2. ]

Corolario 5. Seja a € IN. Considerem-se o0s nu-
P1€ Qa1 e p2€Qa
S (pa)) =21

meros naturais Entao

(p1—p2) +(S(p1) —

Demonstragio. O resultado obtém-se com b = a + 1 na
proposigdo 4. ]

Corolario 6. Sejam a,b € N e considerando, sem perda de
generalidade, queb > a. Entao

b
Mp_2"tt = Y 28
k=a+1

Demonstragdo. Sejam a,b € N e b > a. Tem-se

b
k _ »b+1 _ na+1l _ na+l (nb—a _
kzuzﬂz -2 20+l — o (2 1)

_ na+l _ 1
= 2" Mg = M2 =

Proposigdo 5. Sejama € IN, p1 € Qu41 e p2 € Qu, tais que
p1 = p2 +10¢, com ¢ € N. Entdo o dltimo algarismo de
S (p1) € o ultimo algarismo da soma do ultimo algarismo
de S (p2) com o dltimo algarismo de 2°+1.

Demonstragdo. Considerem-se a € N, p; € Quv1 e
p2 € Qq. Pelo coroldrio 16,
(S(p1) = S(pa)) =2*"

Considerem-se 0os nimeros escritos na base decimal

(p1—p2) +

n—1
201 = Y7 d4,10° + do, ds € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

s=1

n—1
S(p2) = Y qs10° +q0, g5 € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
s=1

onde dy, e qo representam o algarismo das unidades. Su-
ponha-se que p; = pp + 10¢, com ¢ € N. Entdo

(b1~ p2) + (S (p1) = S (p2)) = 2"
& 100+ (S (p1) — S (p2)) = 2!
&S (p) - <>:2““—10c

n—1 —
< S(p) = <}: d;10° + Z gs10° — 100) + (g0 +4do) -

s=1 s=1

Desta tltima igualdade e sabendo que g e dy sdo os tni-
cos parametros que influenciam as unidades, fica provado
o pretendido. ]

3. PICOS E SUCESSAO DE LICHTENBERG

Definigao 6. Considere-se o sistema (IN, S). Seja p € N a

p,S(p),....,S"(p),...
chamamos S-6rbita de p, onde S’(p)=p e
§" 1 (p) =S (5" (p)).

sucessao

Observagio 2. O sistema (IN, S) pode ser considerado um
sistema dindmico discreto. No entanto, para o propésito
deste trabalho, ndo se afigura necessdrio associar uma
o-dlgebra nem uma medida de probabilidade (veja-se, por
exemplo [1]).

Corolario 7. A fungdo S : N — IN néo é invertivel.

Demonstragdo. Pela proposigdo 2, todos os ntimeros de
Mersenne tém imagem 0 pela fungéo S.

Proposicdo 6. Sejam p,a,n € N tais que p ndo é um
ntimero de Mersenne e S>"~1 (p) € Q,. Entdo

4 SZn (P) — 2a+1 _

s2=1(p) 1= M,

Demonstragdo. Este resultado obtém-se da proposigéo 3,
substituindo p por $>*~! (p) e n por a. O

Proposicdo 7. Seja p € N. Entdo existe n € N tal que
S"(p) =0.

Demonstragdo. Seja p € IN. Se p é um ndmero de Mer-
senne entdo S (p) = 0.

Suponhamos que p € Q;; ndo é um nimero de Mer-
senne, para certo m € IN. Sabemos, pelo coroldrio 3,
que S (p) é decrescente dentro de cada quadrante e que
1<S(p)<2™—1 Logo p>S(p) Analogamente,
S(p) > S*(p) e S"(p) > S"™1 (p), ¥n € N. Como S" (p)

S
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é inteiro, Vn € N, existe k € IN tal que
p>S(p)>S%(p)>...>5(p)=0. 3.1)
L]

Definigdo 7. Chamamos indice de p € Q;, ao valor k da
equacdo (3.1). Chamamos pico P, ao ntimero natural
p € Qu—1 tal que, qualquer que seja g € Q,_1, se tem
k(q) <k(p).

Na prética, chamamos pico ao nimero natural que,
dentro de um mesmo quadrante n, necessita de ser in-
vertido o maior ntimero de vezes de modo a chegar a 0.
O pico P, por definicdo, situa-se entre M, e o M,.
A existéncia de apenas um pico por quadrante deve-se ao
facto de apenas existir um tnico ndmero com todos os n
digitos alternados (que é P,)' em cada quadrante.

Pensemos agora na sucessdo dos picos P, e que
propriedades poderdo ter estes ntimeros em especial.
Numa pesquisa nas sequéncias jd conhecidas (veja-se
[7], A000975), encontra-se esta mesma sucessdo chama-
da de sucessdo de Lichtenberg (veja-se [3]), associada ao
jogo chinés Baguenaudier?, indicando o nimero minimo
de movimentos necessdrios para resolver um jogo com
n anéis. Verifica-se que esta sucessdo representa tam-
bém todos os nimeros cuja representagdo binaria ndo
tem digitos repetidos consecutivos, por outras palavras,
os picos. Uma forma recursiva de obter estes ndmeros
é Py, =2Py,_1, Poyy1 =2P2, +1 (veja-se [7], A000975).
A sua forma explicita é dada por (conforme [8], pagina 16)

e
P, = !
" % (2nt1 — 1), néimpar.

n é par.

Ou (ver [3])
1
P, = g (MnJrl —1—|—I/lo),
onde 1y = n mod 2. A notagdo para P, também pode ser
I, (ver [3]).
E também interessante mencionar que esta solugdo

estd relacionada com o cédigo de Gray (ver [8]).2

Proposicao 8. Seja n € IN. Entao
Py_1+ Py = M.

Este resultado é jé& conhecido na literatura sobre a su-
cessdo de Lichtenberg (ver [4]).

Das proposigdes 3 e 8, conclui-se que o inverso bindrio
do pico P, é o pico P,_1. Como consequéncia, pelo coro-
lario 2, tem-se que se P, é par, entdo P,_; é impar e vice-

-versa.
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Mais uma propriedade obtida por Lichtenberg (veja-se
[3]), que obtém um pico através de um pico anterior e um
nimero de Mersenne. Esta pode ser obtida como conse-
quéncia da proposicao 8.

Proposicdo 9. Seja n € IN. Tem-se que
Py=P, 2+ M,_1+1.
A propriedade seguinte foi também jd demonstrada
por Lichtenberg (veja-se [3]).
Proposigao 10. Seja n € IN. Entao

2Pn71 Jr 1/
zpnflr

n é par.
P = 2By 0 = { né ?mpar

onde ny = n mod 2.

Neste artigo foram trabalhadas relagdes entre ntimeros
de Mersenne e bindrios. Foi introduzida a nogéo de pico.
Como verificimos, existe um pico entre cada dois nime-
ros de Mersenne. Vdrias propriedades foram deduzidas e
relacionadas com estes nimeros. Daqui surge-nos a curio-
sidade de identificar picos que sdo primos. Pela descricdo
da sucessdo de Lichtenberg ([7], A000975) s6 0 2 e 0 5 séo
picos primos, isto é, todos os outros picos sdo compostos.
Ou seja, na procura de primos podem descartar-se todos
os picos que nado sejam 2 e 5. Existem outras relagdes inte-
ressantes sobre estes ntimeros ([7], A000975), como sejam
jogos: The brain puzzler, Strikketoy, ou Knitwear; constru-
¢Oes matemadticas: Hadamard matrix, permutagdes, colo-
ragao de poligonos planares, Hamming distance, estando
ainda muito por explorar. Estas tltimas relagoes referidas
nédo sdo aqui explicadas para ndo alongar o artigo e acon-
selha-se o leitor interessado a pesquisar o que significam.
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Breve introdugdo a vida extraordiniria de Katherine Johnson, do Porto
o . . N jesantos@fc.up.pt
a matematica que ajudou a NASA a ganhar a corrida a Lua.

o passado dia 24 de fevereiro, foi anunciada a morte

de Katherine Johnson, uma matematica que traba-
lhou para a NASA.' E daquelas pessoas de quem se pode
dizer que a sua vida dava um filme (e deu!). Este texto é
uma breve introducdo aquela vida fora do comum. Para
mais detalhes, veja-se [2]; um resumo das informagdes bio-
gréficas contidas neste livro pode ser consultado na pdgina
da NASA:?

Katherine Johnson nasceu a 26 de agosto de 1918, em
White Sulphur Springs, na Virginia Ocidental. Era filha
de um trabalhador rural e de uma professora e era a mais
nova de quatro irmdos. Revelou desde muito jovem uma
grande queda para a Matematica, mas ndo foi facil para
os pais dela encontrarem uma escola adequada para de-
senvolver o seu talento, por questdes raciais: eles eram ne-
gros. (Imagino que bastantes leitores deste texto tenham
dificuldade em encarar a fotografia junto a este pardgrafo
como sendo de uma pessoa negra, mas, na época, estava
em vigor a one-drop rule, segundo a qual bastava uma pes-
soa ter um tnico antepassado da Africa subsaariana para
ser considerada negra.) Licenciou-se (em Matemadtica e em
Francés) em 1937, aos 18 anos, tendo-se tornado professora
na Virginia.

Em 1939, jé casada, inscreveu-se num programa dou-
toral, tendo sido uma das trés primeiras pessoas negras e,
das trés, a tinica mulher a inscrever-se na Universidade da
Virginia Ocidental (que s6 passara a permitir a inscri¢do de
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estudantes negros em 1938). Mas entretanto engravidou e




acabou por desistir. Durante muitos anos trabalhou como
professora.

No inicio dos anos cinquenta, Katherine Johnson mu-
dou de emprego, tendo ido trabalhar para a NACA (Natio-
nal Advisory Committee for Aeronautics) onde trabalhou
como computador de 1953 a 1958. A expressdo “trabalhou
como computador” soa bastante estranha, mas era um
trabalho com uma longa tradigdo, que j& vem do século
XVIII (veja-se [1]).* Os “computadores”, antes de serem dis-
positivos eletrénicos, eram pessoas que faziam célculos.
E uma grande quantidade dessas pessoas eram mulheres.*

Em 1958, a NACA foi dissolvida e o seu pessoal foi
transferido para a recém-criada NASA. Nessa altura, Ka-
therine Johnson estava a criar trés filhas adolescentes sozi-
nha (0 marido, James Goble, morrera de um tumor cerebral
em 1956), mas voltaria a casar-se em 1959, com um oficial
da Forca Aérea, Jim Johnson.

A medida que o tempo passava, mais os superiores
hierdrquicos de Katherine Johnson se apercebiam do valor
do seu trabalho e a encarregavam de trabalhos mais com-
plexos e de maior responsabilidade. Foi ela quem calculou
a trajetdria seguida por Alan Shepard, o primeiro norte-
-americano no Espago, a 5 de maio de 1961. Quando John
Glenn se preparou para ser o primeiro norte-americano a
orbitar em torno da Terra (o voo de Shepard foi suborbi-
tal), ele recebeu o plano de voo, que incluia a trajetdria que
iria seguir, a qual tinha sido obtida por célculos feitos num
computador. Ele disse entdo que confiaria nesses calculos
se Katherine Johnson os confirmasse, coisa que ela fez.

O seu papel também foi determinante no projeto
Apollo. Alids, ela achava que a maior contribui¢do da sua
carreira consistiu nos calculos que fez para determinar a
trajetéria a seguir pelo médulo lunar, desde o momento
em que partisse da superficie lunar até acoplar com o mé-
dulo de comando e o médulo de sevigo. Quando, em abril
de 1970, a missdo Apollo 13 ia correndo catastroficamente
mal, ela fez parte do grupo de mateméticos encarregados
de encontrar uma trajetéria de regresso a Terra. Um quarto
de século mais tarde, foi feito um filme sobre este aconteci-
mento (Apollo 13, de Ron Howard), no qual o seu nome nem
sequer é mencionado. Katherine Johnson ainda trabalhou
para o Space Shuttle e fez planos para uma missdo a Marte,
entre outras coisas. Reformou-se em 1986.

Katherine Johnson s6 se tornou uma figura publica no
século XXI. Em 2015, recebeu a Medalha da Liberdade. Na
ceriménia de atribui¢do, Barack Obama afimou “Katherine
G. Johnson recusou-se a ficar limitada pelas expectativas
que a sociedade tinha relativamente ao seu género e a sua

raga, a0 mesmo tempo que expandia aquilo que a Humani-
dade consegue alcangar.” No ano seguinte, saiu o livro [2]
e, nesse mesmo ano, ela aparece num episédio da série te-
levisiva Timeless (uma série centrada em viagens no tempo;
no episédio em questdo, viaja-se até 1969). Em 2017 estreou
o filme baseado no livro anterior, no qual Katherine John-
son foi interpretada por Taraji P. Henson. Este filme foi um
sucesso, tendo Katherine Johnson estado presente na ceri-
moénia de entrega dos Oscares, onde foi ovacionada de pé.*
Katherine Johnson morreu num lar, menos de um ano
ap0s ter enviuvado pela segunda vez. Tinha 101 anos.
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(MATEMATICA+MEDICINA) N MODELOS

EPIDEMIOLOGICOS

Curvas epidémicas, escalas logaritmicas, picos, achatamento da curva, cres-
cimento exponencial. Estes s3o alguns dos conceitos epidemiolégicos que
ouvimos todos os dias nos meios de comunicagdo social quando se fala do
virus SARS-CoV-2, que provoca a doenga Covid-19.A epidemiologia é uma
das areas da biomedicina com maior tradi¢ao de quantificacdo e modelac¢do

Ruy MiGUEL RiBEIRO

Laboratério de
Biomatemitica,
Instituto de Satide
Ambiental, Facul-
dade de Medicina,
Universidade

de Lisboa.
ruyribeiro@medicina.
ulisboa.pt

PAauLA AMARAL
Univ. Nova
de Lisboa

pt-maths-in@spm.pt

de dados. Neste texto, tentamos discutir estes conceitos na perspetiva da

epidemiologia.

Os modelos epidemiolégicos estdo a ser utilizados
na pandemia causada pelo SARS-CoV-2 para tentar
descrever a evolugao do ndmero de pessoas infetadas, es-
timar picos de afluéncia a hospitais e nimero de mortes,
perceber o impacto de possiveis medidas de contencio e
mitigacdo, entre outras [2-4]. Neste contexto, os modelos
sdo ferramentas fundamentais, sem as quais todas estas
questdes teriam de ser discutidas sem uma base quanti-
tativa [5].

Se fizermos uma pesquisa de artigos cientificos sob o
tema “Modelos Matemdticos em Epidemiologia”, vamos
encontrar um aumento exponencial no nimero dos mes-
mos nos tltimos anos com um pico de 18 100 em 2016, o
que de certa forma traduz a relevancia dos modelos mate-
maticos no estudo de epidemias.

QUAIS SAO OS ANTECEDENTES DESTA AREA
CIENTIFICA?

Um dos primeiros relatos histéricos com observagdes e
consideragdes sobre um surto epidémico surge no livro de
Tucidides, Histéria da Guerra do Peloponeso, que discute a
peste, que teve lugar em Atenas cerca de 430 a.C. Tendo
ocorrido durante o cerco das tropas espartanas, vitimou
durante trés anos cerca de um terco dos soldados e entre

um e dois tergos dos habitantes. Ndo existe um consenso
sobre se teria sido peste negra, bubénica, ébola ou febre
tifoide, mas é de salientar nesse registo uma andlise da
propagagdo da doenga em que sdo identificadas algumas
caracteristicas que hoje fazem parte da terminologia as-
sociada a epidemias, mas que na altura ainda eram igno-
radas. Tucidides fez, no volume que escreveu, cinco ob-
servagdes importantes que traduzem caracteristicas que
hoje se sabe serem determinantes no estudo de epidemias.

Foram elas:

» Maior prevaléncia da doenga em zonas com mais
gente (densidade).

» Incidéncia maior nos “médicos” que tratavam os
doentes (contdgio).

» Deslocagdo da doenga de um sitio para o outro
(transporte).

» Resisténcia dos recuperados a doenga (imunidade).

» Nado resisténcia dos recuperados a outras doengas
(imunidade especifica).

O livro é dedicado a guerra sendo abordado este sur-
to numa pequena passagem em que o préprio Tucidides
afirma que deixa essa informagdo para que outros mais
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habilitados possam estudar e reconhecer doencas seme-
lhantes. Infelizmente a ideia de que um individuo afeta-
do podia transmitir a outro a doenga, esbocando a nogdo
de contdgio foi depois esquecida durante muitos séculos,
tendo sido recuperada apenas no século XVIII e depois
no século XIX com os trabalhos de Robert Koch e Louis
Pasteur. Mais atencgéo tivesse sido dada as observacdes de
Tucidides e quem sabe como terfamos antecipado o co-
nhecimento cientifico sobre epidemias.

ONDE COMECOU ENTAO A EPIDEMIOLOGIA
MATEMATICA (EM)?

Uma das primeiras pessoas a pensarem em modelos epi-
demiolégicos foi Sir Ronald Ross, médico de satde pu-
blica, Prémio Nobel de Fisiologia ou Medicina em 1902,
por ter descoberto que a maldria era transmitida por mos-
quitos. Na segunda edi¢do do seu livro A Prevengdo da
Maldria, publicado em 1911, ele tenta construir modelos
matemdticos de transmissdo da maldria, a fim de apoiar a
sua alegagdo de que a maldria poderia ser erradicada pela
reducido do nimero de mosquitos. Ross propde-se exami-
nar este assunto através de “uma andlise cuidadosamente
fundamentada das relagdes entre a doenca e os vérios fa-
tores que a influenciam”. Esta frase pode, sem didvida, ser
adotada como uma descrigdo geral do que é a EM, com
a contribui¢do tinica da linguagem matemadtica. De inicio
Ross ndo adotou o termo EM, mas sim “patometria a prio-
ri”, ou “epidemiologia construtiva”, em oposicdo a “epi-
demiologia dedutiva" (figura 1).

A colaboragdo de Ro-
nald Ross com mateméticos
teve lugar essencialmente
com Hilda Phoebe Hudson
(1881 - 1965) (figura 2), ma-
temadtica inglesa com quem
trabalhou em epidemio-
logia e medigdo da propa-
gacdo de doencas. Um dos
trabalhos de referéncia de
Ronald Ross, An Application
of the Theory of Probabilities
to the Study of a Priori Patho-
metry. Parts 1, II e 111 (1917)
[9] é escrito em coautoria
com Hilda Hudson.

O passo seguinte, de
destaque no desenvolvi-
mento da EM, é dado por
William Kermack, bioqui-
mico, e Anderson McKen-
drick, médico. Com base
nas pesquisas de Ronald
Ross e Hilda Hudson,
McKendrick e Kermack
publicaram, entre outros,
um conjunto de trés arti-
gos fundamentais em 1927,
1932 e 1933 onde apresen-

Figura 2. Hilda Hudson;
William Kermack e
Anderson McKendrick

Figura |. “S3o0 necessdrios os servicos de
médicos, patologistas e parasitologistas
para investigar a natureza de qualquer
doencga, quer a mesma ocorra em casos
isolados quer como epidemia; mas os ma-
temdticos sdo necessarios para examinar a
causa e o progresso no caso de epidemias
— tal como para tragar a trajetdria de um
planeta pode ser suficiente um observa-
dor treinado, mas para deduzir as forgas
envolvidas nesse movimento sdo necessd-
rios cuidadosos cdlculos matemadticos. Esses
cédlculos podem ser dedutivos (a posteriori)
ou construtivos (a priori). No primeiro caso,
procura-se deduzir as leis a partir dos fac-
tos observados, no segundo caso, assume-
-se 0 que se supde serem as leis e entdo
procura-se verificar as mesmas a partir da
sua capacidade de explicar os factos." [8]

|

CONSTRUCTIVE EPIDEMIOLOGY.

[lurmm, T8

befors thoss wu whe have scoean to, and experience
with, radium will ceass to smputate the breast. 1 bope te
see Lhe Lime when Lho same can bo said of excinon of the
Fecium.

Wihon paming in review the revults of my work with
radiue during the last four years | do not deubt that, with
increasing sxperience, we shall be able to cure yoar by year
& higher percontage of inoperable vases, and 1 am satisfied
that with jodicious seloction of cais we con nmist thow
whe lave passed beyond ihe of cure by allevisting
tbeir symptoms and prolonging their lives.

CONSTRUCTIVE EPIDEMIOLOGY.
"

Sm RONALD ROSS, KE.C.B, K.CM.G., F.RS,
BILECTOS (N-CMISF, 0SS INSTITUTE AND EOWFITIA FOR  TROFICAL
DUSEANEN, PUTNIY MLATH, LW,

Tur services of medical men, pathologivia, and parssito-
logists are vequired for investigating the natwe of any
divease, whether (L cccurs in isolated cass or in epidemics;
but mathematicians sio veodod to cxamine the cause mud
progross of the lattor—just as any skilled obecrvers may
trace the path of a planct, but carcful mathemationl com-
putations must be made inte the ferces concerued in its
movement. Soch computations may be wither deductive
{a pederiori), or comstructive (a priani). By the former
we seck to deduce tho laws from the obeerved facts; in
the latier we assume what we suppese are the laws, and
then try to verily them by inquiring whether they explain

all the facts

Tweive yoars ago ibe loyal Society published a paper
by me on the a priovi snalysis of ** happenings ' including
epllemmicon,” aind gave e a grank to enablo me lo acquire
l{:‘ valusblo help of Mis Hildsa P. Hudwn, with whom

By ssuming certain comstanis (which have never beea
properly investigated) I calculsted that the proportion of
infected persons (o Lhe whole population of & locality
sbould remain Gxed if the proporiion of carrying Anopheles

to each person is about -a-“'; during ene month, where m
el

in the proportion of infected porsons to the whels populs-
tion st the beginning of the inquiry. Thus if = s u(-z
small to begin with, the numbor of Anepheles mar «
be up to about 40 por hemd of the human population
during one month without suy change Laking placo. Thas
in, & locality should prolwbly romain slwost freo of
moalaria, aithough thers are as many as 40 mosuitos of
& wultable malaria-carrying ksl duriag ene month to sach
human individual in_ ibe Jocality. If ihe number of
Anopheles risos over about 40 to each human being in the
ares under considerstion, sl if there are by chance any
wuitable cases of malaria at all in the aiea, intreduced by
immigration or in transit, them the number of Jocul cases
i likely to bogin to iserease until it resches a faed lomit
depending on the average number of uites per husmmn
besng. We can form a rough estimate of that fixed limit
(il my asumed comstants are nearly right) by eltaining
the value of m frem ihe equation abuve- mamely,

that s, from
an

[ -
a

whers a denotes thoe number of Anepheles to each persen

| in the locality during ewe month. Thus if =480, w0,

as already stated; but if a=8D, m will prebably rie “
limit of 1/3—meaning that ene-third of the whole ulss
tion will uitimstely bocome infected] with malaria if the
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tam um formalismo que é ainda hoje utilizado, baseado
na parti¢do da populagdo em compartimentos e que serve
de base a posteriores modelos mais complexos (figura 3).
Os modelos matemaéticos tornaram-se, sem diivida, uma
mais-valia no estudo de epidemias, no entanto convém
alertar que os mesmos sé conseguem prever a evolugdo
da doenca se estiverem alicercados em dados fidveis e em
informagGes bésicas da fisiologia da infegdo [6].

COMO FUNCIONAM OS MODELOS
EPIDEMIOLOGICOS
A grande maioria dos modelos de epidemia é baseada
numa ideia mecanistica de como o virus se propaga na
populagdo. Essencialmente, (quase) todos estes modelos
dividem a populacdo em subgrupos. No caso mais simples
temos o grupo das pessoas suscetiveis a infegdo (S); as pes-
soas que foram expostas (E) e por isso estdo infetadas, mas
ainda ndo conseguem transmitir o virus; as pessoas infeta-
das e infeciosas (I), isto é que podem transmitir o virus; e as
pessoas removidas (R), isto é que jd tiveram o virus e estdo
curadas, assumindo que essas pessoas ndo podem voltar a
ser infetadas (0 que depende da duracdo da imunidade),
ou que morreram. No caso do SARS-CoV-2, algumas pes-
soas ndo recuperam e morrem. Uma versdo esquematica é
apresentada na figura 3. A este modelo chama-se um mo-
delo de compartimentos, porque dividimos as pessoas em
compartimentos e estudamos os fluxos entre os vérios gru-
pos (as setas na figura 3). E importante notar que estes mo-
delos podem ficar mais complexos se, por exemplo, qui-
sermos seguir separadamente pessoas de diferentes faixas
etdrias, sexo ou localizagdes geogréficas, com diferentes
caracteristicas demograficas. Mas o principio de utilizar
compartimentos para cada um desses grupos mantém-se.
Numa situag¢do, como a do SARS-CoV-2, em que toda
a populagdo é suscetivel, porque este virus nunca circu-
lou entre nds, os contactos entre pessoas infeciosas (I) e
pessoas suscetiveis (S) vdo gerando mais infetados muito
rapidamente. No inicio da epidemia, o niimero de pesso-
as infetadas por cada infecioso é denominado Rj, o nad-

Suscetiveis

Expostos

mero reprodutivo basico da epidemia. Se este valor, por
exemplo, for R0=2, entdo comegamos com um infetado,
que infeta duas pessoas, depois estas trés, infetam seis, e
o total de nove infetados depois infetam 18, e depois 54,
162, 486, num crescimento exponencial. Este crescimen-
to é multiplicativo (em vez de aditivo) e é por isso que é
melhor analisar o ndamero de casos numa escala logarit-
mica (o crescimento exponencial é representado por reta),
que transforma (para visualizagdo) a escala multiplicativa
numa escala aditiva.

Na figura 4, apresentam-se as curvas do nimero de
pessoas em cada um dos compartimentos (S, I, R) ao lon-
go do tempo. Para criar estas curvas, os epidemiologistas
podem implementar o modelo de maneiras diferentes.
Por exemplo, podem seguir cada individuo da popula-
¢do numa simulagdo de computador (modelos baseados
em individuos ou agentes) ou podem utilizar equagdes
diferenciais (como no caso da figura 4) [7]. Na primeira
abordagem, pode-se simular em mais detalhe o compor-
tamento de cada pessoa, e temos uma ideia da variabili-
dade dos resultados; mas rapidamente se transforma em
simula¢es muito complexas e pesadas do ponto de vista
computacional.

A utilizagdo de equacgdes diferenciais (caixa 1) é mais
simples, mas trata os individuos por agregado com com-
portamento semelhante entre si. Para qualquer das abor-
dagens, é necessério conhecer ou estimar parametros do
modelo, por exemplo, qual a probabilidade de um sus-
cetivel ficar infetado quando contacta com um infecioso
ou durante quanto tempo uma pessoa exposta nao fica
infeciosa ou uma pessoa infeciosa ndo recupera.

Outra abordagem para estimar o nimero de casos e
Obitos futuros é utilizar um modelo estatistico, em vez
do modelo mecanistico. Neste tipo de andlise faz-se uma
projecdo dos casos futuros baseada nas taxas de cresci-
mento observadas atualmente, e podendo utilizar curvas
de outros paises para fazer ajustamentos. Isto é, utiliza-
mos outros paises que jd podem estar numa fase mais
adiantada da epidemia para calibrar as nossas projecoes.

=

Recuperados

Infeciosos

Figura 3. Esquema SEIR.
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Figura 4. Curvas representando o nimero de pessoas
em cada grupo ao longo dos dias.
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Figura 5. Casos totais e dbitos totais em Portugal
comparados com alguns outros pafses europeus.
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Na figura 5, mostramos as curvas de casos e 6bitos em
Portugal em comparacdo com outras curvas de paises
europeus. Podemos projetar (isto é extrapolar) a nossa
curva com ou sem ajuste pelas outras observadas.
Contudo, estimar estes parametros ¢ dificil e hd, por
vezes, grande variabilidade nas estimativas de investi-
gadores diferentes, porque usam modelos ou dados dife-
rentes [ver, por exemplo, hitps://covid-19.bsvgateway.org/,
https:/[epiforecasts.iofcovid/posts/national/portugall, https://
covid19-projections.com/portugal].

A INCERTEZA DOS PARAMETROS-BASE

A fiabilidade dos dados é um dos problemas durante a
progressdo de uma pandemia. Como é que sabemos que
todos os casos sdo detetados, especialmente quando mui-
tos sdo assintomadticos? Ou que todos os 6bitos sdo regis-
tados? Este é um problema global e é reconhecido que, no
caso da Covid-19, devem existir muitos mais casos do que
os detetados oficialmente através de testes. Além disso,
a prépria estratégia de testes e o niimero de testes feitos
variam no tempo e, por isso, é possivel um aumento de
casos ser devido a um aumento de testes e a consequente
detecdo de casos, mais do que um verdadeiro aumento da
ocorréncia de casos. E também é reconhecido que paises
diferentes tém metodologias diferentes de definir casos,
especialmente quando se trata de 6bitos. Alguns paises
definem todos os ébitos suspeitos como devido a infecao,
outros sé registam 6bitos com infe¢do nos hospitais, ou-
tros ainda s6 definem os ébitos como sendo devido a in-
fecdo se a causa de morte for diretamente a infe¢do e ndo,
por exemplo, outras doengas subjacentes. Tudo isto torna
a interpretacdo e a comparacdo de dados mais complica-
das e, claro, também néao facilita a utilizacdo dos dados

nos modelos.

COMO “ALTERAR” A CURVA

Voltando aos modelos matematicos e de simulagdo, todos
eles indicam que uma epidemia como esta se propaga até
chegar a um pico de infetados. Quando j& muitos dos sus-
cetiveis foram infetados, é cada vez mais dificil um infe-
tado contactar com um suscetivel (porque existem muito
menos) e o nimero de infetados comega a decrescer — na
prética, deixa de haver infetados suficientes para propa-
gar a infe¢do. No entanto, hd outras maneiras de reduzir
0s suscetiveis, e assim chegar a um pico artificial e mais
baixo, por exemplo, através da vacinacdo dessas pessoas
ou através de medidas de contencdo, como seja reduzir os
contactos (as pessoas ficam em casa) ou reduzir a probabi-
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lidade de infecdo (as pessoas quando se encontram usam
médscaras ou ficam a uma distancia de seguranca). E o que
o estado de confinamento em Portugal ajudou a concreti-
zar — diminuir o contacto entre infeciosos e suscetiveis, de
modo a achatar a curva. O reverso deste fenémeno é que
o nimero de pessoas suscetiveis na populacéo é ainda ele-
vado e hd o risco de, relaxando as medidas que reduzem
os contactos, reiniciar um processo exponencial de no-
vos infetados. O aumento de casos observado em muitos
paises ap6s as medidas de confinamento é, provavelmen-
te, um reflexo desta previsdo.

Por outro lado, uma das caracteristicas da modeliza-
¢do epidemioldgica é que a implementagdo de medidas de
mitigacdo, como as em vigor em Portugal, altera o curso
da epidemia. Assim, as previsdes dos modelos dependem
da efetividade dessas medidas e tém de ser atualizadas
constantemente.

Ruy Miguel Ribeiro licenciou-se em Engenharia Fisica Tec-
noldgica no IST e depois fez o seu doutoramento na Uni-
versidade de Oxford, Reino Unido, em Mathematical Biology.
A partir de 2000, trabalhou durante |7 anos como staff
scientist no Los Alamos National Laboratory, Novo México,
EUA, onde desenvolveu modelos estatisticos e matemadticos
para analisar a dindmica de virus, a resposta imunitdria, va-
cinas e protocolos de tratamento. Tem uma experiéncia de
mais de 20 anos no estudo de infecdes humanas como o
VIH, as hepatites B e C e a gripe, tendo publicado mais de
120 artigos em revistas internacionais com mais de 7000
citagdes. Ruy M. Ribeiro é docente e diretor do Laboratério
de Biomatemdtica na FMUL.
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MODELAGCAO MATEMATICA E CONTROLO OTIMO DA COVID-19 EM PORTUGAL

O projeto "Controlo Otimo e Modelacio Matemética da
Pandemia Covid-|9: contributos para uma estratégia sisté-
mica de intervengdo em salde na comunidade” foi um dos
projetos que obtiveram financiamento no dmbito da linha
de apoio excecional RESEARCH 4 COVID-19 (Edicao 1),
criada pela Fundacdo para a Ciéncia e Tecnologia (FCT) em
colaboragao com a Agéncia de Investigacdo Clinica e Inova-
cdo Biomédica (AICIB), na resposta a pandemia de Covid- 9.
O projeto, liderado por Cristiana J. Silva, da Universidade de
Aveiro, tem a duracdo de trés meses, com inicio a |5 de
junho de 2020, e resulta de uma parceria entre a unidade de
investigacdo CIDMA (Universidade de Aveiro) e a Unidade
de Salde Publica do Agrupamento de Centros de Salde
Pinhal Litoral, a Escola Superior de Saide do Politécnico de
Leiria, a Escola Superior de Enfermagem do Porto, a Univer-
sidade deVigo e a Universidade de Santiago de Compostela.

Tendo por base a construgdo de modelos matemadticos
adequados, descritos por sistemas de equacdes diferenciais
ordindrias e/ou fraciondrias, um dos objetivos do projeto
é prevenir e estimar a disseminagdao do virus SARS-CoV-2
para desenvolver estratégias de controlo e erradicacdo da
Covid-19. Os modelos matemdticos serdo construfdos ten-
do por base dados epidemioldgicos, socioecondmicos, cul-

turais e educacionais, nacionais e locais.

A esses modelos serd aplicada a teoria do controlo
Stimo, com o objetivo de definir estratégias para o con-
trolo do surto epidémico com o menor custo possivel, em
colaboragdo com as organizagdes da comunidade (ACES,
ARS, ULS, faculdades de Medicina, escolas de Salde, ordens
profissionais/seccdes regionais) e respeitando as orienta-
¢oes do Ministério da Saude e da DGS.

Esta aproximacdo entre a matemdtica e as ciéncias da
salde € hoje claramente destacada como positiva, propor-
cionando um novo alcance aos estudos epidemioldgicos,
com mais-valias para a tomada de decisdo clinica, a defi-
nicdo de medidas preventivas e a salde das populacdes.
O projeto tem por base a partilha de conhecimento e ex-
periéncia das equipas que o integram. A articulagdo com
servicos de salde publica serd fulcral para que os modelos
matematicos e as solu¢des de controlo dtimas encontra-
das possam prever os recursos necessarios (por exemplo
UCls) a curto e médio prazo. Para tal serdo usadas e de-
senvolvidas ferramentas computacionais para a documen-
tacdo dos problemas de controlo &timo, monitorizagdo ao
longo do processo de resolugdo e identificacdo precoce de
novos ciclos de infecao.
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ligagdo entre a Astronomia e a

Matemadtica perde-se no tempo. Du-
rante longos séculos, os astrénomos foram
matemadticos com a celeste missao de
"salvar as aparéncias". E de que aparéncias
estamos a falar? Nao mais do que repro-
duzir as observadas posi¢des planetarias
através de calculos que confirmavam a
(aparente) certeza de bem compreender so-
bre o que anda 14 por cima. Com o passar
dos séculos, o olhar foi repousando para
14 do Sistema Solar, e a Astronomia man-
teve sempre a Matemadtica ao seu lado no
perscrutar da imensiddo do espaco sideral.
Neste texto, invocaremos esta ligacdo secu-
lar detendo-nos, particularmente, sobre um
exemplo recente desta parceria: a desc-
oberta do primeiro planeta orbitando uma
estrela que ndo o Sol, que foi "laureada”
com o Prémio Nobel da Fisica de 2019.

1. INTRODUCAO

A Astronomia é uma drea do saber profundamente inter-
disciplinar tendo, em especial, na Fisica e na Matemdtica
as suas companheiras de caminhada na nobre misséo de
aprofundar o conhecimento do Universo. As pontes com
a Fisica sdo permanentes, em particular desde do séc. XIX
com o advento da Astrofisica. Por outro lado, a Astrono-
mia e a Matemdtica tém mantido uma relagdo secular de
frutuosa parceria, decisiva para o que hoje sabemos do
Universo. E dessa relacdo que vamos falar neste texto. Pa-
rece quase um exercicio sem sentido tentar expor exem-
plos que provem esta parceria, tal é a umbilical relagédo.
O que seria da Astronomia sem a linguagem e o racioci-
nio mateméticos que lhe permitem teorizar, medir e pre-
ver os fenémenos celestes? Nao hd descoberta recente, ou
passada, do Universo em que ndo se encontre a contri-
bui¢do da Matemitica. Em todo o caso, ha exemplos in-

contorndveis em que esta parceria é mais evidente e que
sdo muitas vezes usados para ilustrar tal relacdo. Pelos
finais do séc. III a.C., Eratdéstenes, observando a altura
do Sol e usando semelhanga de tridngulos, fez a primeira
estimativa do raio da Terra; as leis estabelecidas por Jo-
hannes Kepler, em 1609 e em 1619, sdo relagdes empiricas
simples que permitem p6r em evidéncia propriedades
fundamentais do movimento dos planetas; em meados
do século XIX, Urbain Jean Joseph Le Verrier, a partir das
perturbagdes observadas na érbita de Urano, estimou a
posigdo onde deveria estar o corpo perturbador (usando
um método de inversdo, dirfamos hoje), e em 1846 Jo-
hann Gottfried Galle, apontando o telescépio para o lo-
cal previsto, descobriu o oitavo planeta do Sistema Solar,
Neptuno. As teorias da gravitagdo, tanto a "construida”
por Isaac Newton (nos finais do séc. XVII) como a sua
generalizacdo por Albert Einstein, jd no séc. XX, tém in-
contdveis contribui¢des da geometria das variedades, do
cédlculo tensorial e da topologia.

Mas os exemplos da parceria "astromatemadtica” nao
ficam s6 no passado e continuam até aos dias de hoje. To-
memos como referéncia, por exemplo, as descobertas do
Universo cujos investigadores venceram o Prémio Nobel
da Fisica. Entre outros, podemos referir que, em 1967,
Hans Albrecht Bethe foi distinguido pela sua contribui-
¢do para o estudo da produgdo de energia nas estrelas;
em 1978, Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson
foram premiados pela descoberta da radiacdo césmica
de fundo, cerca de uma década antes; ji em 2017, Rai-
ner Weiss, Barry Barish e Kip Thorne venceram o prémio
pela primeira observagdo das ondas gravitacionais (algo
ha muito previsto pela Teoria da Relatividade Geral), que
terdo resultado de um evento cataclismico como a colisdo
de dois buracos negros. Em todos estes casos encontra-
remos, sem dificuldade, as contribui¢des da Matemati-
ca. Mas néo nos ¢ fdcil imaginar um tdo bom o exemplo
ilustrativo como o da descoberta do primeiro planeta
extrassolar - um planeta que orbita uma estrela que nao
0 Sol, razdo de um dos prémios do ano passado. A 8 de
outubro de 2019, a Academia Real das Ciéncias da Suécia
anunciou o Prémio Nobel da Fisica justificando a escolha
for contributions to our understanding of the evolution of the
universe and Earth’s place in the cosmos. Os laureados foram
trés: James Peebles, da Universidade de Princeton, e Mi-
chel Mayor e Didier Queloz, ambos da Universidade de
Genebra. A Academia evidenciou os trabalhos de cosmo-
logia tedrica do professor norte-americano e a descoberta
do primeiro planeta extrassolar, em torno de uma estrela
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parecida com o Sol, pelos astrénomos suigos. Na nota de
imprensa, divulgada nesse dia, a Academia sustenta que
os trabalhos dos trés investigadores mudaram, para sem-
pre, a nossa concegdo do mundo. Sem que isso seja uma
qualquer desconsideragdo sobre o seminal trabalho de
James Peebles, neste texto vamos deter-nos sobre os pla-
netas extrassolares e como a sua descoberta nos conduz a
uma moderna ilustracdo da parceria entre a Astronomia
e a Matemadtica.

2. EM BUSCA DE OUTROS MUNDOS

2.1. A teoria: do Efeito Doppler a Mecanica Celeste
A descoberta do primeiro planeta extrassolar que a aca-
demia sueca refere remonta a 1995 e a histéria é contada
por Mayor e Queloz numa publicacdo na prestigiada re-
vista Nature'. Neste artigo, de apenas cinco péginas, os
autores apresentam o seu mais importante resultado de-
corrente de uma década de paciente observacgdo de mais
de uma centena de estrelas: um planeta a orbitar uma es-
trela que ndo o Sol. A estrela em causa chama-se 51 Pegasi
e situa-se na constelagdo de Pegasus (dai o seu nome),
estando a cerca de 50 anos-luz? da Terra, algo que a escala
c6smica deve ser considerado nas "nossas" vizinhangas.
O que tornou 51 Pegasi particularmente interessante é o
facto de ser uma estrela com caracteristicas globais (tais
como a massa, o didmetro e a temperatura de superficie)
muito parecidas com as do Sol.

Hé séculos que a Humanidade esperava esta confir-
macao. E a certeza de que ela viria reside num raciocinio
quase pueril: se a nossa galdxia — a Via Lactea — tem 100
mil milhdes de estrelas, ndo seria expectdvel que s6 o Sol
fosse contemplado com essas riquezas chamadas "pla-
neta". Tal como defendeu o malogrado Giordano Bruno
(1548-1600), o Universo deveria ter incontdveis mundos
como o0 nosso. Mas as surpresas desta descoberta ndo se
ficaram pelo simples andncio (j4 de si muito, diga-se).
O proéprio planeta, que levou o nome de 51 Pegasi-b, pa-
recido com Judpiter — e por isso, gasoso — trazia consigo
mais perguntas do que respostas (tal como veremos neste
texto).

Vamos agora tentar perceber como foi possivel esta
detecdo planetaria e o método usado. A ideia 6bvia seria
procurar um pequeno ponto brilhante — o planeta — em
torno da estrela. Ocorre que a luminosidade de um pla-
neta como Jupiter é cerca de mil milhdes de vezes inferior
a luminosidade de uma estrela como o Sol, na zona visi-
vel do espectro eletromagnético’. Ou seja, algo indetectd-
vel, para planetas fora do Sistema Solar, nos idos de 1995.

Na impossibilidade de observar diretamente o plane-
ta, Mayor e Queloz olharam para a estrela, procurando
nesta manifestagdes da presenga de tal planeta. Que ma-
nifestagdes? Por exemplo, se a estrela apresenta algum
tipo de movimento periédico. Este movimento pode ser
procurado, olhando para a velocidade radial da estre-
la, V;, ou seja, a componente da velocidade segundo a
dire¢do de observagdo Terra-Estrela. Esta velocidade é
determinada por observagdo através do Efeito de Dop-
pler para radiacdo eletromagnética que relaciona V; de
uma fonte em movimento, em relacdo ao observador,
com a diferenca entre o comprimento de onda observado
(de uma dada risca no espectro da estrela), A,, e o corres-
pondente valor medido em laboratério, A, tal que,

A=AV,
A
onde ¢ é a velocidade da radiacdo eletromagnética
(c ~ 300 000 km/s). Sabemos que a fonte em movimento
se afasta do observador se V; > 0 e aproxima-se no caso
contrdrio. Na pratica, nesta técnica de espectroscopia, sdo
usadas vadrias riscas, o que permite estimar V, com maior
precisdo. A continua observacdo do espectro da estrela,
durante um periodo de tempo, permite detetar se h4 va-
riacdo periédica de V;, algo que poderd ser uma indica-
¢do da presenca de um objeto companheiro. Para melhor
compreender a referida variagdo periédica, vamos valer-
-nos da Mecénica Celeste, que assenta na Teoria da Gra-
vitagdo Universal de Newton.

Abaixo, resumimos o denominado problema dos dois
corpos, que permite descrever os movimentos de corpos
de massa m e M, ambos em Orbita em torno de centro
de massa comum, CM, que ocupa um foco de ambas as
elipses (figura 1). As dimensdes das respetivas Orbitas,
estrela e planeta, estdo relacionadas por:

_ m
ag = (ag + ap) X Mtm
onde ap e ag sdo os semieixos maiores das orbitas do pla-
neta e da estrela, respetivamente.

Como M >> m, a elipse da érbita da estrela é clara-
mente interior a érbita do planeta. Reside, talvez, aqui o
sentido da expressdo (que também usaremos neste texto)
"o planeta em movimento em torno da estrela".

Em abono da verdade, num sistema de referéncia cen-
trado em CM, ambos tém um movimento de translacéo,
descrevendo o planeta uma 6rbita de maior dimens&o.
Ou seja, se a estrela tem, ela prépria, um movimento de
translacdo (que tem como consequéncia a variagdo perié-
dica da sua V;), é porque tem algo, que tal como ela, roda
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m, Planeta

Linhia das dpsides

Figura 1. Os dois corpos: érbitas de uma es-

trela e de um planeta, em torno do centro
de massa comum, CM. A figura estd cons-
truida para destacar o caso particular que
aqui queremos tratar (M diz respeito a es-
trela e m diz respeito ao planeta), embora
possa ser generalizada para qualquer siste-
ma bindrio em que os astros sdo "reduzidos”
a pontos materiais. Adaptado de "ExoFit"
(ver referéncia abaixo).

M, Estrela

em torno de CM.

A Mecénica Celeste permite chegar a uma expressdo
para a velocidade radial (em fun¢do do tempo, t), e para
cada um dos objetos, a saber

Vi(H)r = Vo + Ki X [cos(v(t)x + wi) + ex cos wy]

Gl/2
(ap+ap)'/?y/1-¢2

_ [M ou m]xsin i
Ky = (M+m)172

em que o indice k pode tomar as letras P (planeta) ou E
(estrela), V) é a velocidade do CM em relagdo ao obser-
vador (e por isso, comum a ambos), Ky é a amplitude da
velocidade radial do astro, G é a constante de Gravitagdo
Universal e v(t); é a anomalia verdadeira, que se define
como o angulo (no sentido anti-hordrio), no instante ¢,
entre a direcio CM-astro e o eixo de simetria principal
das elipses (denominado "linha das dpsides", igualmente
comum aos dois astros). As restantes letras, além da ja
abordada gy, representam elementos que definem 6rbita
do astro (ver figura 2). Por razdes de simplificacdo da fi-
gura, representa-se apenas um dos corpos, a saber,

» e—excentricidade da érbita = \/(*~t*)/a?, em que b
é o semieixo menor da 6rbita. Tratando-se de uma elipse,
temos e < 1;

» i—inclinagdo. Angulo entre o plano orbital e o pla-
no de referéncia, a saber o plano perpendicular a diregdo
de observacdo, i € [0,180];

» w - argumento do periastro. Angulo entre a reta
de interse¢do dos planos orbital e de referéncia - li-
nha dos nodos — e a linha das dpsides, w € [0,360].
O periastro é o ponto da 6rbita em que o astro estd mais
préximo de CM.

A demonstragdo de V,(t), estd fora do ambito de um
texto com um ntimero reduzido de paginas como este’.
Em todo o caso, podemos resumir dizendo que se deter-
minam as equagdes do movimento do astro e se escreve
o vetor velocidade correspondente em fungdo dos ele-
mentos orbitais projetando-se, posteriormente, o referido
vetor segundo a dire¢do de observagéo (envolvendo para
isso a inclinagdo i).

Tal como foi referido, ndo é possivel aceder aos va-
lores da velocidade radial do planeta. Desta forma, no
processo de detecdo de planetas extrassolares é
vido um problema inverso, ou seja, conhecendo V, da

resol-

T"A Jupiter-mass companion to a solar-type star", 1995, M. Mayor e D.
Queloz, Nature 378, p.355.

2 Um ano-luz corresponde a distancia percorrida pela luz durante um ano,
ou seja 9.46 x10'? km.

* Na zona do infravermelho, a diferenca € "apenas" de 100 000 vezes, algo
que veio a ser muito importante na recente obervacdo direta de planetas
extrassolares.

# Para mais informagdes, consultar por exemplo Détection des exoplanétes
par mesures de vitesses radiales, 2005, Francois Bouchy, Ecole CNRS de
Goutelas XXVIII, Edité par J.L. Halbwachs, D. Egret et ].M. Hameury, p. 27,
bem como as referéncias.
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Figura 2. Orbita de um astro em torno do centro de massa.
Adaptado de Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Orbital _
elements).

estrela por observagdo e num certo intervalo de tempo,
a equagdo V;(t)g é ajustada ao conjunto das observagoes,
permitindo assim estimar elementos orbitais do movi-
mento da estrela e do planeta em torno do CM. Temos,
assim, um problema cldssico de otimiza¢do matemadtica
que visa conhecer Vo, K,a,e e w. Importa ainda saber o
valor de t num instante inicial — necessdrio para o célculo
de v(t) — que se arbitra ser o tempo de passagem no pe-
riastro, designado por 7. Assim, o tempo de passagem no
apoastro (por analogia, ponto da 6rbita em que o astro
estd mais afastado de CM) ¢é igual a T+ g, onde P é o
respetivo periodo orbital.

Podemos intuir que hd uma relagdo de dependén-
cia entre os elementos orbitais da estrela e do planeta.
Em cima jd mostramos a relagdo entre os respetivos se-
mieixos maiores. Note-se que P é o mesmo para ambos
os astros. Por outro lado, o binémio {ap,ar} e P ndo sdo
independentes, estando relacionados pela bem conheci-
da 3.% Lei de Kepler,

p? 472

(ag +ap)®  G(M+m)

A titulo de exemplo, refira-se que, no Sistema Solar, Japi-
ter tem uma 6rbita, em torno de CM, de semieixo maior de

5.2 U.A e com um periodo de cerca de 12 anos. Em contra-
partida, neste mesmo periodo de tempo, o Sol faz uma 6r-
bita em torno do mesmo CM de semieixo maior 0.005 U.A.
(aproximadamente o valor do raio do Sol ou um pouco
menos do que duas vezes a distancia Terra-Lua). Por ou-
tro lado, é expectavel que a inclinagdo seja a mesma para
as duas 6rbitas (ip = ig) pois hd um dnico plano orbital,
que é o mesmo da 6rbita do planeta em torno da estrela, se
considerarmos um sistema de referéncia centrado nesta.
E menos ¢bvio, mas pode demonstrar-se, que as excentri-
cidades das 6rbitas sejam iguais (ep = eg). De facto, pela
relagdo dos semieixos maiores (em cima), mostra-se que
ap « ag. Ou seja, a érbita do planeta é (em primeira apro-
ximagdo) uma expansdo homogénea da 6rbita da estrela,
preservando assim o valor da excentricidade. Por outro
lado, a estrela atinge o seu periastro no mesmo instante
em que o planeta passa no seu periastro (e vice-versa),
ou seja, Tp = Tg. Daqui resulta também a relagdo entre os
respetivos argumentos do periastro, que se encontram
desfasados de "meia-6rbita", ou seja, |wp — wg| = 180°.

O que acabdmos de referir resume os fundamentos te-
6ricos do movimento dos dois corpos que consideramos
mais relavantes para o objetivo deste texto. Destacamos
em especial a velocidade radial, pois é exatamente essa
quantidade que é medida pelas observacdes e faz, deste
modo, a ligacdo da teoria com as observagdes.

E de salientar que o problema dos dois corpos nao
é exclusivo de um sistema estrela-planeta. Poderia ser
planeta-planeta/satélite ou mesmo estrela-estrela, como
é 0 caso dos sistemas bindrios estelares. Porém, no caso
de um sistema bindrio de estrelas, a amplitude K, de am-
bas as estrelas, atinge valores da ordem de dezenas de
km/s. No caso de um sistema estrela-planeta, este valor
é da ordem dos poucos m/s para a estrela. Por exemplo,
no Sistema Solar, o Sol na sua 6rbita em torno de CM tem
uma velocidade da ordem de 12 m/s. Estes reduzidos va-
lores justificam por que razdo a descoberta do primeiro
planeta extrassolar aconteceu sé no final do séc. XX: foi
necessdrio tempo para que os espectrégrafos fossem su-
ficientemente sensiveis para uma medicdo de valores tdo
pequenos. Podemos, por abuso de linguagem, considerar
que o valor da V; da estrela é uma espécie de "perturba-
¢do" provocada pelo planeta. Voltando ao Sistema Solar,
o movimento do Sol em torno do CM é condicionado,
principalmente, por Jupiter. A Terra, por exemplo, contri-
bui com um valor na ordem de 10 cm/s para a velocidade
do Sol em torno de CM. A busca de planetas extrassolares
tem, assim, uma analogia com a, ja referida, descoberta
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de Neptuno, que também envolveu o estudo das pertur-
bacgdes deste na érbita de Urano.

2.2 A descoberta de 1995 e as seguintes...
Retomamos, agora, o trabalho de Mayor e Queloz. Apés
uma monitorizacdo, ao longo de dez anos, da V;, de 142
estrelas com caracteristicas parecidas com o Sol, em bus-
ca da variabilidade periédica da velocidade, a equipa
concentrou a atencdo sobre o pequeno grupo de estrelas
que mostrou tais variagdes, do qual fazia parte 51 Pegasi.
Assim, foram refeitas observagdes para esta estrela, entre
abril de 1994 e dezembro de 1995°. A figura 3 mostra o
conjunto das observacgdes da velocidade radial da estrela,
no referido periodo, e organizadas em funcédo da fragdo
do periodo orbital, neste caso 4.2293 dias: o intervalo
para a fase ¢ de [0,1] = [0,4.2293] dias‘. Nestas observa-
¢Oes é retirada a componente de V; relativa a velocidade
de translacdo da Terra em torno do Sol. A linha a cheio,
que acompanha os pontos, é o melhor ajuste, no sentido
dos minimos quadrados, da equacédo da V;f, ao conjunto
de todas as observagdes. Note-se que, tal como dissemos,
temos seis incégnitas (Vy,K,a,e,w e T) € um numero
maior de observacdes, no caso algumas dezenas. Assim,
foi possivel a equipa estimar outros elementos da 6rbita
da estrela 51 Pegasi e, portanto, igualmente do seu plane-
ta. No caso, foram estimados os valores para o semieixo
maior do planeta e para a sua massa

ap x sen i & 3400000 (£200000) kn

m x sen i = 0.47 (£0.02) Mj,
onde Mj é a massa de Jupiter.

Este processo de deteccdo de planetas extrassolares fi-
cou conhecido como o "método das velocidades radiais".
De referir que o método ndo permite estimar sen i. Em
todo o caso, estes valores foram suficientes para espantar
a comunidade cientifica j& de si boquiaberta com a desco-
berta do primeiro planeta: como é possivel conceber que
um planeta gasoso orbite a sua estrela a uma distancia
desta mais pequena do que Merctrio se encontra do Sol
(com um periodo orbital de pouco mais de quatro dias)?
E como compatibilizar estes resultados com os modelos
da formac&o do Sistema Solar? Estava assim colocado em
causa o velho paradigma que defendia que os sistemas
planetdrios seriam como o nosso: os planetas gasosos de-
veriam estar longe da estrela e os teltiricos no interior.
Logo no primeiro caso extra Sistema Solar, as teorias so-
bre o assunto arriscavam cair como castelos de cartas. E a

Figura 3. Velocidade radial de 51 Pegasi: observacdes e curva
tedrica. Reproducdo autorizada da figura 5 de Mayor e Que-
loz (1996).

ciéncia s6 fica a ganhar com isso, pois houve que repen-
sar muito do que se conhecia’!

Evidentemente, a grandes resultados exigem-se gran-
des provas. A este propédsito, gostarfamos de introduzir
uma nota pessoal. Tal como é referido, a publicagdo do
artigo da revista Nature, em novembro de 1995, de Mayor
e Queloz, marca o antncio da descoberta ao mundo. Po-
rém, o antncio a comunidade cientifica aconteceu um
més antes em Florenga durante o congresso internacional
Cool Stars, Stellar Systems, and the Sun: Ninth Cambridge
Workshop. A participar nesse congresso, estdvamos na
sala quando Michel Mayor, numa comunicagdo de pou-
cas dezenas de minutos, apresentou a descoberta e a
metodologia seguida. A lembranga dessa comunicagdo
estd ainda bem presente. No final da intervencéo, a sala
dividiu-se em dois: de um lado, os que reagiram com ge-
nuina alegria (no qual, confesso, nos incluimos) e, do ou-
tro, um entusiasmo contido e algo cético. Umas e outras
(reagdes) sdo perfeitamente expectdveis e até desejdveis:
ndo se pode ficar indiferente a tamanha descoberta, mas
hd que guardar a frieza para confirmar se a descoberta o

5 No artigo da Nature os autores apenas usaram observagdes entre se-
tembro de 1994 e setembro de 1995.

¢ "A search for substellar companions to solar-type stars via precise
Doppler measurements: a first Jupiter mass companion detected", 996, M.
Mayor e D. Queloz, em Cool Stars, Stellar Systems, and the Sun 9", Astrono-
mical Society of the Pacific Conference Series 109, p.35.

7 Para quem desejar aprofundar a temdtica de como o Sistema Solar se
"posiciona” perante a famflia de novos sistemas planetdrios, recomenda-se
a recente revisao "Solar System Physics for Exoplanet Research", Horner
et al, 2020 (https://arxiv.orglabs/2004.13209).
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é de facto. Assim, finda a comunicagao, foram colocadas
vérias questdes a Michel Mayor, quase todas na mesma
linha: "Serd que a variabilidade de V;, observada ndo pode
ter outra causa?" E a resposta €, em tese, sim. H4 outros
fenémenos estelares (que se observam, por exemplo, na
superficie do Sol) que podem provocar efeitos que simu-
lam essa variabilidade. Sdo disto exemplo as oscilagdes
sismicas do gds ou a presenca de manchas escuras. Po-
rém, as respostas de Mayor foram sempre no mesmo sen-
tido: ele e Queloz tinham estudado essas possiveis causas
e tinham-nas descartado. Para eles ndo restavam davi-
das: era mesmo um planeta!

Mas as diividas mantiveram-se na cabeca de muitos.
No jé referido artigo da Nature estd incluida uma "Note
added in revision", ou seja, um comentdario da responsa-
bilidade dos autores que é colocado quando o artigo estd
jd numa fase final da revisdo por pares (e as portas da
publica¢do). O comentdrio diz After the announcement of
this discovery at a meeting held in Florence, independent con-
firmations of the 4.2-day period radial-velocity variation were
obtained in mid-October by a team at Lick Observatory, as well
as by a joint team from the High Altitude Observatory and the
Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics. We are deeply
grateful to G. Marcy, P. Butler, R. Noyes, T. Kennelly and T.
Brown for having immediately communicated their results to
us. Esta detecdo independente teve uma importancia de
primeira grandeza para a credibilizagdo da descoberta.
Mesmo assim as dividas ndo foram, ainda, dissipadas. A
titulo de curiosidade podemos referir que o préprio ni-
mero da revista Nature, onde o artigo foi publicado, trou-
xe para a capa a descoberta com o titulo "A Planet in Pe-
gasus?". Este ponto de interrogacdo confirma as reservas
que havia. De facto, dois anos ap6s esta descoberta, Da-
vid Gray (da Universidade Western Ontario, no Canada)
publicou na Nature um artigo com o sugestivo titulo "Ab-
sence of a planetary signature in the spectra of the star 51
Pegasi" no qual punha claramente em causa a descoberta
de Mayor e Queloz. Hoje a existéncia de 51 Pegasi-b estd
perfeitamente estabelecida e aceite pela comunidade.
Porém, é relevante salientar que fundamentadas duvi-
das perante os resultados novos sdo muito importantes
para a ciéncia, pois obrigam a solidificagdo das provas
de quem defende a descoberta e este processo pode ser
longo. Quando o Nobel foi atribuido a Mayor e Queloz
foi voz corrente, na comunicagéo social, a pergunta sobre
as razdes que terdo levado a academia sueca a esperar
quase 25 anos para premiar tdo importante descoberta.
Uma das razdes pode passar pelo que atrds dissemos: a
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Figura 4. Velocidade radial da estrela HD 33142: observacdes e
curvas tedricas para um ajuste com um planeta (linha a traceja-
do) e com dois planetas (linha a cheio). O painel inferior apre-
senta as diferencas (residuos) entre a curva tedrica com dois
planetas e as observacdes. Reproducdo autorizada da figura 23
de Luhn et al. (2019).

ciéncia necessita do seu tempo.

Que mais se pode ainda dizer sobre este sistema
planetdrio? Por exemplo, a estrela 51 Pegasi, tem mais
planetas ou 51 Pegasi-b é tinico? Nao se sabe. Até agora,
neste sistema planetdrio, apenas foi descoberto um. Pode
intuir-se que se a estrela 51 Pegasi tiver mais planetas,
a contribuicdo destes para a velocidade radial devera
ser pequena (ou porque estdo muito longe da estrela ou
porque sdo muito pequenos) pois, como vimos, as obser-
vagdes reproduzem bem uma tnica fungéo V; (t)g. O mé-
todo das velocidades radiais é, particularmente, sensivel
a planetas que se encontrem perto da estrela e tenham
massa elevada. Tal como podemos constatar, pela férmu-
la da amplitude da velocidade radial, K¢ é tanto maior
quanto maior for a massa do planeta e quanto menor for
0 semieixo maior da 6rbita da estrela. E por isso natural
que 51 Pegasi-b tenha exatamente estas caracteristicas.

Desde 1995 até aos nossos dias, as dete¢des de outros
mundos ndo mais pararam. Hoje sdo conhecidos perto de
4300 planetas, sendo que hd mais de 700 sistemas pla-
netdrios, ou seja, sistemas onde foram detetados dois ou
mais planetas. Eis um exemplo: na figura 4 apresentam-
-se as observagGes da velocidade radial da estrela HD
33142. Os autores apresentam as tentativas de ajustar as
observacgdes de V, com um ou com dois planetas e neste
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caso a presenca de um tnico planeta ndo parece ser a me-
lhor solugdo matemdtica, pois os dois planetas ajustam
melhor as observagdes®.

No caso dos dois planetas, o ajuste é feito usando
uma fungdo semelhante a que, em cima, definimos para
V,(t) da estrela:

Vi(t) =V + Kgp[cos(v(t) g1 + wEr) + epp cos wey]+
+ Kga[cos(v(t)gp + wgp) + epp cos wis]

onde os indices E1 e E2 se referem a contribui¢do dos pla-
netas 1 e 2 para a V; da estrela. Por outro lado, a compa-
ragdo das figuras 3 e 4 permite uma constatagdo particu-
larmente interessante: a amplitude de V;, é muito parecida
com a de 51 Pegasi, mas as barras de erro das observagdes
diminuiram quase dez vezes. Pode, assim, ilustrar-se
também a evolucdo da sensibilidade instrumental em 25
anos. Em 2008, Sreekumar Thaithara Balan e Ofer Lahav
construiram um software de nome ExoFit para determi-
nar os elementos orbitais de um sistema estelar que com-
porte um ou dois planetas, usando o método de Markov
Chain Monte Carlo para o ajuste da curva teérica de V;
as observagdes. O cédigo e a respetiva informagdo sio
de livre acesso’. Portanto, no caso de as observagoes de
velocidade radial de uma dada estrela ndo poderem ser

Figura 5. "Cartografia” dos métodos de dete¢do de planetas ex-
trassolares: os ndmeros das detecdes estdo atualizados até | de
janeiro de 2018. Reproducdo autorizada por Michael Perryman.
A versdo atualizada encontra-se em The Exoplanet Handbook,
2020, M. Perryman, Cambridge University Press.

bem reproduzidas por ajustes com um planeta, importa
procurar se o acordo pode ser obtido com um ndmero de
planetas superior, utilizando, em primeira aproximacao,
uma metodologia semelhante: somando tantas fungdes
quantas as necessdrias para melhor reproduzir as obser-
vagdes. Foi assim que, em 2011, uma equipa de 14 astré-
nomos, liderada por Christophe Lovis (Universidade de
Genebra), anunciou a descoberta de um sistema plane-
tdrio com sete planetas a orbitarem a estrela HD 10180'°.
Esta estrela tem aproximadamente a mesma massa e a

8 "Retired A Stars and Their Companions. VIIl. 15 New Planetary Signals
around Subgiants and Transit Parameters for California Planet Search Pla-
nets with Subgiant Hosts", 2019, Luhn et al, The Astronomical Journal 157,
149.

? "ExoFit: Orbital Parameters of Extra-solar Planets from Radial Velocities",
http://zuserver2.star.ucl.ac.uk/~lahav/exofit html.

19 "The HARPS search for southern extra-solar planets XXVIIl. Up to
seven planets orbiting HD 10180: probing the architecture of low-mass
planetary systems", 201 |, Lovis et al,, Astronomy and Astrophysics 528, Al | 2.
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mesma idade do Sol. Trata-se de um dos sistemas com
mais planetas descobertos até a data. Desta equipa fize-
ram parte M. Mayor e D. Queloz, mas também dois as-
trénomos portugueses, Alexandre Correia (Universidade
de Coimbra'') e Nuno Santos (Universidade do Porto).
Aproveitamos a oportunidade para salientar o papel que
a astronomia portuguesa tem tido nesta area, a nivel in-
ternacional, muito por forca do trabalho destes astréno-
mos e seus colaboradores. Um destaque particular para
Nuno Santos que, em Portugal e desde ha varios anos,
lidera um reconhecido grupo no estudo de planetas ex-
trassolares. Tratam-se de excelentes exemplos da quali-
dade da ciéncia nacional. Esta drea dos planetas extras-
solares tem ainda sido uma oportunidade de colaboragao
entre astrénomos profissionais e astrénomos amadores
(vulgarmente denominada por colaboragio PRO-AM).
E Portugal ndo foge a regra. Referimos aqui o exemplo
de Jodo Gregoério (Grupo Atalaia), que tem integrado
equipas internacionais (nomeadamente no ambito do
consorcio KELT, Kilodegree Extremely Little Telescope'?),
contribuindo, com as suas observagdes, para encontrar
novos planetas.

Dos mais de quatro milhares de planetas extrassola-
res descobertos até a data, cerca de 800 foram detetados
pelo método das velocidades radiais. As restantes dete-
¢Oes usaram outros métodos, tais como o método dos
transitos (em que sdo procuradas pequenas diminui¢des
periddicas do brilho da estrela, causadas pela passagem
do planeta a sua frente) ou a dete¢do direta (onde se pro-
cura a radiagdo eletromagnética vinda diretamente do
planeta, algo impossivel em 1995). Hoje conhecem-se
umas dezenas de planetas descobertos por imagem di-
reta. Na figura 5 mostramos a panéplia de métodos que
tém dado novos mundos ao mundo. Ndo podemos, neste
texto, detalhar todos estes métodos. Em contrapartida,
remetemos os interessados para a Enciclopédia dos Plane-
tas Extrassolares'® que, além de informacao genérica sobre
o tema, é atualizada diariamente com as novas descober-
tas, incluindo detalhes das caracteristicas dos planetas e
das respetivas estrelas.

A terminar, pode perguntar-se para onde caminha
esta busca continua de planetas extrassolares. Além de
outras vertentes, hd algo que é incontorndvel ter em con-
ta: encontrar sinais de vida noutros locais do Universo.
Os planetas extrassolares sdo, como se compreender4, lo-
cais particularmente interessantes para esta busca. Hoje
sabemos jd da existéncia de planetas parecidos com a
Terra em torno de estrelas parecidas com o Sol, como é

o caso do planeta Kepler-452 b. Os mais otimistas dirdo
que é uma questdo de tempo (pouco) até se detetar vida
nesses longinquos mundos. Os mais realistas dirdo que
esse tempo ainda nédo é para ja. Em todo caso, temos ra-
z0es para esperar com ansiedade e entusiasmo o que o
futuro nos traré.

3. COMENTARIOS FINAIS

Apresentamos neste texto um exemplo de parceria, que
cremos ser feliz, entre a Astronomia e a Matematica. Habi-
tualmente este tipo de exercicio pée em evidéncia como a
Matematica auxiliou a Astronomia na resolugdo dos seus
problemas. Este texto é escrito, na substancia, nesta linha
de pensamento. A Astronomia, de facto, cresceu gracas
ao apoio que a Matemadtica lhe tem dado e para isso con-
seguimos encontrar vérios exemplos ilustrativos. Mas h4
uma outra perspetiva. Serd que a Matemdtica vai buscar
a Astronomia aspetos para o seu proprio desenvolvimen-
to? Como é que a Astronomia tem ajudado no progresso
da Matematica, além de servir como terreno de aplicagdo?
A resposta é menos 6bvia. Mas podemos deixar algumas
linhas de reflexdo. A Astronomia tem (em particular, hoje
em dia) caracteristicas muito especiais. Por um lado, lida
com quantidades enormes de informagdo que necessitam
de técnicas de arquivo e de processamento realmente
potentes. Existem dezenas de telescépios, no Espago e
em Terra, a monitorizar o firmamento 24 horas por dia.
Assim, chegam-nos diariamente "gigas-e-gigas" de da-
dos que terdo de ser guardados esperando o tratamento.
A titulo de exemplo, pode referir-se o projeto SKA (Square
Kilometre Array), do qual Portugal é membro, que prevé,
para os préximos anos, a constru¢do de dezenas de ante-
nas de radio-telescépios na Africa do Sul e na Australia,
e que produzird, por ano, um conjunto de dados que pre-
encheria a capacidade de um milhdo de computadores
portateis com 500 GB de memoéria cada. Além disso, para
extrair a informagédo de tdo grande quantidade de dados,
exigem-se avangados processos de otimizagdo e de esta-
tistica. Assim, dreas como o "data mining", o "big data" ou
as redes neuronais poderdo encontrar nos casos astrono-
micos inspiragdo para testar os seus préprios limites. Por
outro lado, a Astronomia lida, muita vezes, com fluxos
muito reduzidos de radiagdo eletromagnética que exigem
um tempo de observacdo longo (para "juntar" luz sufi-
ciente) e por isso métodos de tratamento e processamento
de imagem suficientemente avancados para "encontrar”
informacdo onde quase s6 hd ruido. E ndo € esta a mis-
sdo da Astronomia, da Matematica e da ciéncia em geral?
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13 "The Extrasolar Planets Encyclopaedia", http://exoplanet.eul.

Quero exprimir a minha gratiddo a Doutora Margarida Ca-

mentdrios e sugestdes que teve a amabilidade de me transmitir.

1A data da descoberta, A. Correia encontrava-se na Universidade de
Aveiro.
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CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

STEPHEN SMALE

Stephen Smale é um daqueles matematicos que todos, ou quase to-
dos, conhecem e, todos os que o conhecem, sabem um ou dois as-
petos peculiares da sua biografia: a sua luta contra a guerra do Vie-
tname e o facto de ter uma posi¢cdo de destaque nos movimentos
contra a guerra em geral, ou quase ter sido expulso do programa
de doutoramento, por razdes que transcrevo abaixo. Pelo seu tra-
balho em Topologia Diferencial ganhou a Medalha Fields em 1966.
Paralelamente, o seu trabalho na area dos Sistemas Dinimicos teve
repercussdes muito particulares para la do Muro de Berlim. Duran-
te grande parte da sua carreira, foi professor em Berkeley. Senhor
de muitos interesses, por causa do confinamento em vigor na altura
da entrevista, tivemos oportunidade de falar acerca de alguns deles
via Skype.

GoNcALO MORAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt
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GONCALO Gostava de comegar por dizer que desde o mo-
mento em que eu estudei o seu trabalho em Dindmica, pri-
meiro no mestrado e depois no doutoramento, e ainda mais
depois de ter conhecido alguns dos seus aspetos biograficos,
fiquei com imensa vontade de falar consigo. Tenho de lhe
confessar que nunca li o seu trabalho em topologia, aquele
pelo qual ganhou a Medalha Fields. Uma das histdrias acer-
ca de si que mais me deixaram intrigado foi o facto de o seu
doutoramento néo ter comegado muito bem, pois nao?

SMALE Certamente que nos primeiros anos as coisas ndo
correram muito bem...

GONCALO Faltava-lhe motivagao?

SMALE Nio sei bem, mas achava que tinha coisas mais im-
portantes para fazer naquele momento. [Risos] Depois fui

avisado pelo diretor do meu departamento de que, se ndo
mudasse de rumo, seria expulso...

GONCALO Outro momento que faz parte da cultura popu-
lar, pelo menos entre os matemaéticos, é que teve problemas
politicos aquando do seu deslocamento a Moscovo em 1966
para o ICM, no qual ganhou a Medalha Fields...

SMALE [Risos] Isso foi hd muito tempo e certamente
terd uma ideia mais correta dos acontecimentos se ler o
que na altura foi escrito na imprensa acerca do assunto.
A revista Science tem quatro artigos sobre esse assunto em
concreto... Eu fui intimado para comparecer na Comissao
dos Assuntos Antiamericanos do Congresso antes de me ter
deslocado para fora dos Estados Unidos da América (EUA),
em grande medida pela minha participagdo bastante ativa
contra a guerra do Vietname.
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GONCALO Julgo que, na sequéncia disso, cortaram-lhe os

fundos...

SMALE Mais tarde, sim. Julgo que um ano ou dois depois
de ter regressado aos EUA.

GONCALO E deram-lhe alguma explicagdo para isso?

SMALE [Risos] Os artigos da Science que mencionei séo
precisamente acerca disso. Basicamente, o Congresso
cortou os fundos a National Science Foundation (NSF).
O corte do meu financiamento ocorre devido a isso. Claro
que eles ndo podiam afirmar qual era a verdadeira razdo
para isso acontecer. Como tal, disseram simplesmente que
eu era um mau administrador dos fundos que me tinham
sido atribuidos.

GONCALO E depois destes acontecimentos que decide vi-
rar a sua atengdo para os Sistemas Dindmicos. Foi algo que
apareceu por acaso?

SMALE Na realidade, eu interessava-me por Sistemas Dina-
micos antes de ter comegado a trabalhar em Topologia. Isso
ajudou-me a resolver problemas em Topologia recorrendo
a uma perspetiva que tinha da Dindmica. Os Sistemas Di-
namicos sempre me pareceram uma drea interessante por-
que podiam ser encarados como um assunto topolégico
global, algo que na literatura nunca tinha sido explorado.
Tirando em problemas de dimens&o 2, eram sempre trata-
dos de um ponto de vista local. Pareceu-me ser um assunto
muito interessante para ser estudado do ponto de vista da
Topologia.

GONCALO Tinha conhecimento do que estava a ser feito
nesse mesmo momento na Unido Soviética na drea dos Sis-

temas Dindmicos?

SMALE Eu aprendi rapidamente o que eles estavam a fazer.
Em 1961, fui convidado para uma conferéncia internacio-
nal na drea de equagdes diferenciais ordindrias que teve
lugar em Kiev. Estava 14 um representante da escola rus-
sa que vinha de Gorki, pois na altura Moscovo ndo tinha
uma escola de Sistemas Dindmicos. O matematico de que
estou a falar é o Dmitri Anosov'. Anddmos juntos durante
toda a conferéncia e falimos muito sobre estes assuntos.
Anosov era um excelente conversador. Em setembro desse
ano, na sequéncia dessa conferéncia, fui a Moscovo, e Ano-
sov apresentou-me a todos os nomes importantes da escola
de Moscovo, entre eles Arnold e Sinai, e dei uma série de
semindrios sobre o meu ponto de vista para o estudo dos
Sistemas Dinamicos. Nessa altura, a escola de Gorki tinha
conhecimentos sobre este tipo de problemas, mas ape-
nas em dimens&o 2. Eles tinham um trabalho que vinha
dos anos 30, desenvolvido especialmente por Andronov.
O Anosov era discipulo da escola do Andronov.

GONCALO Qual foi o impacto em si de conhecer nomes
tado fortes como Arnod e Sinai, conforme referiu?

SMALE Eles eram fortes mas, naquela altura, ndo eram for-
tes em problemas dinamicos...

GONCALO Talvez o forte deles nesses tempos fossem os
trabalhos em Geometria...

SMALE Sim, mas eles rapidamente se tornaram nomes mui-
to importantes também em Sistemas Dindmicos.

GONCALO Desconhecia esse facto. Sempre pensei que o
interesse deles em problemas dinamicos tinha partido dos
trabalhos do Kolmogorov...

Para uma perspetiva da influéncia do trabalho (e da personalidade) de
Smale no trabalho futuro de Anosov, ver a descricao pelo préprio Ano-
sov em D.V. Anosov. “Dynamical Systems in the 1960s: The Hyperbolic
Revolution”. In: Mathematical Events of the Twentieth Century. 2006. doi:
10.1007/3-540-29462-7_1, Nas palavras do préprio Anosov, ‘I began to
examine the stacks of these brochures. | read the title of one of them:S.
Smale.* A structurally stable differentiable homeomorphism with an infi-
nite number of periodic points! At that moment the world turned upside
down for me, and a new life began.”

S
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SMALE Esses trabalhos ndo sdo aquilo a que eu chama-
ria Sistemas Dindmicos na verdadeira acecdo da palavra.
Estavam muito mais ligados aos conceitos de entropia e de
Teoria da Medida. Nao é o que eu diria que sejam Siste-
mas Dindmicos mainstream. Estava mais relacionado com
Estatistica...

GONCALO Teoria Ergédica...

SMALE Precisamente. Eventualmente acabaram por se
envolver em problemas topolégicos, ou seja, mais ligados
ao que eu estava a fazer na altura. Mas na época de que
estamos a falar era uma area diferente, quase que sem
sobreposicdes.

GONCALO Ou seja, havia uma diferenga clara entre
dindmica topoldgica e o resto...

SMALE Sim, porque estdvamos a tentar perceber a estru-
tura topoldgica global das solugdes de uma equacao di-
ferencial ordindria.

GONCALO Quando estava a fazer o doutoramento li o
seu livro, em coautoria com o Hirsh, sobre equag¢des dife-
renciais ordindrias, um dos melhores livros de Matema-
tica que eu ja li. Depois, li a segunda edigdo desse livro...

SMALE A edig¢do com o Devaney?

GONCALO Exatamente. E elas sdo completamente dife-
rentes...

SMALE Essa edicao foi escrita pelo Devaney e, posterior-
mente, revista por nés. Na primeira edic¢do, eu o Hirsh
fizemo-la a tempo inteiro, durante quase um ano. A ini-
ciativa da segunda edigdo partiu da editora, visto que a
primeira edi¢do ndo tinha nada sobre a ferradura. O De-
vaney foi meu aluno e estava dentro do espirito. Quando
revimos, eu e o Hirsh ficdmos agradados com o resultado
e decidimos ir para a frente com a publicacao.

GONCALO Curiosamente, teve um outro aluno, o Rufus
Bowen, que desenvolveu o seu trabalho, entre outros as-
suntos, precisamente nos difeomorfismos de Anosov?.

SMALE Ele era um matemdtico brilhante e aprendeu
muito comigo sobre problemas de dindmica. Ele foi Full
Professor pouquissimo tempo depois de ter acabado o

AN
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doutoramento. Ele era, de facto, brilhante e morreu de
aneurisma cerebral muito novo.

GONCALO Entretanto, o que é que o ocupa nestes dias?
SMALE Eu nao diria nestes dias... [Risos]

GONCALO Eu pergunto-lhe isto porque me cruzei com
um artigo seu sobre Learning Theory...

SMALE Sim, durante uns tempos interessei-me por es-
ses assuntos, sobre encontrar uma teoria matematica de

como aprender com exemplos.

GONCALO Pergunto-lhe isto porque sempre me pare-
ceu que o professor é uma espécie de outlier dentro da
comunidade matemaética. Considera-se como tal?

SMALE [Risos] Provavelmente em certos aspetos, talvez
seja...

GONCALO Apesar dos seus variados interesses, acaba
sempre por regressar e acrescentar algo a Matematica...

SMALE Bem, eu era professor de Matemdtica... Também
fui durante algum tempo professor de Economia. Talvez
seja essa a minha ligag&o.

GONCALO Néo sabia que tinha sido professor de Econo-
mia... Sobre teoria neocldssica e afins?

SMALE Sim, relacionado com aspetos econémicos da
Teoria do Equilibrio.

GONCALO E acredita que essa teoria funciona na
prética?

SMALE Julgo que essa teoria recebe alguma informagéao
da realidade, sim. Mas depois faz o seu caminho. Sobre-
tudo, entra em linha de conta com a oferta e a procura...

GONCALO Mas néo lhe parece que os economistas pen-
sam sobre a Economia da mesma maneira que os mate-

maticos pensam acerca da Matematica?

SMALE Bem, acho que néo sei responder a essa pergun-
ta. Existem muitas formas de se olhar para a Economia.
Podemos olhar também de um ponto de vista mais mate-
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madtico, um pouco ao estilo de Arrow e Debreu. Conhece
o trabalho deles?

GONCALO Conheco, claro.

SMALE Era essa a minha perspetiva ao estudar Econo-

mia.

GONCALO Mas esse é precisamente o meu ponto.
Debreu afirmava que uma das maiores, sendo a maior,
influéncia no seu trabalho tinha sido o movimento do
Bourbaki...

SMALE [Risos] Consigo imaginar o Debreu a dizer uma
coisa dessas... Bem, eu ndo sou um bourbakista.

GONCALO Nao acha isso um pouco bizarro, construir
modelos econémicos como se fossem entidades formais?

SMALE Sim, é verdade. Mas o que eles fizeram essen-
cialmente foi pegar na teoria de equilibrio desenvolvi-
da por Walras e tornd-la mais sistemdtica, clarificando
alguns dos problemas que a teoria original tinha. Isto
levou ao desenvolvimento da teoria de que na base es-
tavam os pressupostos estabelecidos por Walras. Isto
vale o que vale, mas ambos ganharam o Prémio Nobel
com este trabalho. O meu trabalho em Economia eram
problemas teéricos relacionados com a forma de como os
precos se ajustavam em equilibrio. Passei anos a estudar
isto e nunca consegui resolver este problema. Este é um
problema em Economia que podemos suspeitar de que a
Matemaética consegue ajudar, mas que nunca me conse-

guiu ajudar a mim.
GONCALO E um problema ainda em aberto...
SMALE Sim, é verdade.

GONCALO Parece-me, sempre que leio um economista
do século XIX, que ele estd de alguma maneira mais liga-
do a realidade.

SMALE Ele conseguiu, de uma maneira muito interessan-
te, relacionar a procura e a oferta e conseguiu encontrar
um modelo de equilibrio entre as duas. O problema é que
esse modelo é estdtico e eu estava a procura da solugdo
para um problema dindmico. Passei anos a pensar nisto
e escrevi alguns artigos sobre este assunto, mas nunca

consegui resolver o problema.

GONCALO Tenho uma tdltima questdo, algo que sempre
me intrigou. Por que razéo é que foi para Hong Kong?

SMALE [Risos] Eu tive a hip6tese de me reformar da mi-
nha posigédo em Berkeley e ficar com o saldrio completo
para o resto da vida. Passado pouco tempo, comecei a
dar aulas em Hong Kong e tinha assim a possibilidade
de acumular os dois saldrios. Nunca tive tanto dinheiro
na minha vida. [Risos]

GONCALO Na realidade, tenho uma outra questdo. Am-
bos partilhamos um interesse pela fotografia. Podia ex-
plicar-nos que prazer retira dessa experiéncia?

SMALE Eu comecei a fotografar os cristais da minha co-
legdo. Entretanto, fui desenvolvendo a minha técnica e
hoje existem exposicdes de fotografias minhas?. Depois,
a medida que a fotografia se tornou mais digital, eu fui
deixando de fotografar...

GONCALO Ou seja, foi deixando de fotografar quando
toda a gente estava a tornar-se fotégrafo...

SMALE [Risos]

GONCALO Professor, foi um prazer imenso ter tido
esta conversa consigo. Era uma coisa que eu procurava
a oportunidade de fazer hd muito tempo e, agora que
estamos confinados e impedidos de viajar, pareceu-me
o0 momento 6timo para podermos finalmente conversar.

Professor, o meu muito obrigado.

SMALE Obrigado, foi um prazer.

2Rufus Bowen. Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Diffeo-
morphisms. 2" ed. Springer, 2008

3Ver, por exemplo, www.msti.orggeneral_events24526.
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Luis AFONsO

HA MODELOS MATEMATICOS QUE INDICAM

QUE 0 P1CO DA EPIDEMIA JA FOI ATINGIDO OH_ A MATEMATICA, ESSh
£M FORTUGAL F HA MODELOS MATEMATICOS CIENCIA TAO SUBVECTIVA...
QUE INDICAM QUE TAL WAO ACONTECEL (

Publicado originalmente no jornal Publico, em 12/04/2020. Imagem gentilmente cedida pelo autor.



JOHN HORTON CONWAY
1937-2020

Morreu John H. Conway. Neste pequeno texto, quis trazer algumas
impressdes pessoais sobre a maneira como a sua vida tocou a minha.
Para uma resenha da sua obra matematica nao sou a pessoa indicada.
O legado cientifico de Conway é profundo e diversificado, vai da
Logica a Teoria das Fungbes, da Combinatéria a Algebra, da Geome-
tria a Computagio... Além dos seus contributos, hd a sua personali-
dade bipolar. Depressio e euforia ndo Ihe eram estranhas. Ha mate-
maticos cujas vidas bizarras sio vistas com simpatia e curiosidade,
devido, no fundo, a respetiva relevancia matematica. Nao é o caso de
Conway, que teve uma vida plena, com os altos e baixos préprios de
um homem que viveu relages subjetivamente complexas com o seu
semelhante. Mas isso sdo contas de outro rosario...

P

HISTORIAS DA MATEMATICA

JorGe NuNo Siva
Universidade
de Lisboa

jnsilva@cal.berkeley.edu

Oprimeiro contacto pessoal que tive com Conway su-
cedeu nos anos 90 do século passado. Era eu aluno
em Berkeley, quando dei com um problema fascinante no
Mathematical Intelligencer, John Conway o seu autor. Vim a
publicar este problema no Boletim da SPM 42, em 2000. Aqui
o repito.

UM PROBLEMA PARA AMBIDEXTROS
Com a méo direita escreva no papel o niimero 2.

Use as 14 fracdes seguintes para gerar duas sucessoes de
ndmeros naturais de acordo com as instrugdes.

17 78 19 23 29 77 95 77 1 11 13 15 15 55

91 85 51 38 33 29 23 19 17 13 11 14 2 1

Se r é o tiltimo nimero escrito com a mao direita, procu-
re a primeira fragdo cujo produto com r produz um niimero
inteiro. Escreva esse niimero no papel com a méao direita. Se
esse nimero é uma poténcia de 2, digamos 2%, escreva s com
amao esquerda.

Que sucessao estd assim associada a mao esquerda?’

Esta questdo mexeu comigo o suficiente para, encon-
trado o email de Conway, lhe enviar uma mensagem. Es-
perava, no maximo, uma resposta com uma referéncia nas
semanas seguintes. Pois Conway respondeu no mesmo dia,
trocdmos vdrias mensagens, e uma versio da sua expli-
cagdo apareceu no Boletim da SPM 43, em 2000. Claro que
fiquei muito impressionado! Como pode um matematico
da sua envergadura perder tempo com um estudante como
eu!? Bem, ao longo dos anos estivemos juntos mais vezes, e
acabei por perceber que Conway nunca desistiu da maravi-
lhosa tarefa de promover o prazer de pensar. Para tal, nada
melhor do que a matematica!

Conway teve colaboragdo regular com o programa No-
vos Talentos, da Fundagdo Calouste Gulbenkian. Numa
sua visita, na Curia, tive oportunidade de o entrevistar.”
A minha primeira pergunta teve a ver com um evento que

A resposta € a sucessdao dos nlimeros primos, na sua ordem natural!

2"Entrevista com John Horton Conway”, Boletim da SPM 51, outubro de
2004, pp. 49-53;"Breakfast with John Horton Conway"', Newsletter of the
European Mathematical Society 57, September 2005, pp. 32-34.
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eu presenciara uns anos antes, no Mathematical Sciences
Research Institute, em Berkeley. Conway, ao explicar como
conseguira provar uma dada férmula, sentiu necessidade
de transmitir a assisténcia a alegria avassaladora associada
ao sucesso nessa empreitada. Deitou-se repentinamente no
chéo, de barriga para o ar, agitando os quatro membros en-
quanto gritava de alegria. Jd agora, aqui estd a férmula em

questao:

11
5T5=1

Se o problema acima evidencia um entendimento profundo
e agudo da matematica elementar, esta expresséo inocente
estd prenhe de sentido novo, a luz da Teoria dos Jogos Com-
binatérios, que criou com Richard Guy e Elwyn Berlekamp,
também recentemente desaparecidos. Conway criou um
mundo novo, o dos jogos (também conhecidos por “jogos
a Conway”), no seu livro On Numbers and Games.’ Trata-se
de jogos em que dois jogadores alternam, sem intervencao
da sorte nem informacdo escondida, que se conseguem co-
dificar usando um novo sistema generalizado de nimeros,
criado por Conway, os ntimeros surreais. Nasceu aqui uma
nova drea académica, mas também todo um universo, sufi-
cientemente vasto para conter nimeros, infinitésimos, infi-
nitos, jogos...

Conway desenvolveu esta teoria a partir do jogo oriental
Go, de que era um dos poucos praticantes em Cambridge.
Esta caracteristica de criar em dreas ndo previamente fa-
miliares é talvez tipica das grandes mentes. Nos anos 60,
descontente com o seu progresso cientifico, reservou algum
tempo semanal para se dedicar ao problema de encontrar
grupos simples finitos. Na primeira noite encontrou a or-
dem de um novo grupo (19 digitos) e, mais tarde, foi um dos
mais relevantes autores do Atlas dos grupos finitos.

O Atlas surgiu em 1985 e contém informagdes vdrias so-
bre uma lista de cerca de 90 grupos finitos. A sua elaboragdo
constituiu um dos grandes esforcos coletivos dos matema-
ticos do século XX.

Contra a sua vontade, John Conway é mais conhecido
universalmente como o criador do Jogo da Vida. Este jogo
para zero jogadores depende somente da configuragdo
inicial e das regras que definem as sucessivas geragoes.
A literatura académica associada a este autémato celular é
imensal

Martin Gardner, o principe dos divulgadores, dedicou-
-lhe um livro, porque a colaboragdo de Conway com o autor
da coluna “Mathematical Games” do Scientific American foi
muito frutuosa. Ndo deixa de me maravilhar contemplar
este didlogo entre um dos maiores matemdticos do seu
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tempo e um escritor
apaixonado pelos te-
mas, mas sem qual-
quer preparagéao
formal. A qualidade
dos textos de Gard-
ner atesta a bonda-
de deste binémio: o
prazer no raciocinio
rigoroso e criativo
serviu de terreno co-
mum a uma intera-

¢do exemplarmente Figura 1. J. H. Conway com o Atlas,

fértil. da sua autoria em colaboracio com
Nos encontros S. Norton, R. Curtis, R. Parker e R.
em homenagem a Wilson. (Foto: Siobhan Roberts).
Martin Gardner -
Gathering for Gardner — em que Conway participava regu-
larmente, tive oportunidade de testemunhar muitas mani-
festagdes da sua personalidade exuberante. Nestes eventos,
muitos assuntos sdo abordados, da matematica pura a ma-
gia, passando pelos jogos. Conway, apaixonado por todos
eles, intervinha a sua maneira, o mais das vezes gritando
do fundo da sala. Contudo, eu ouvi-o sempre com atencgao,
porque para ld da forma, o contetido das suas tiradas era
sempre enriquecedor. O que John sabia, sabia-o com uma
profundidade essencial que escapa ao comum dos mortais.
E que todos conhecemos os sélidos platénicos, mas, acre-
ditem, o dodecaedro e os seus pares nunca tiveram outro
amigo intimo como John Horton Conway.

Figura 2. Trés gera¢Bes no Jogo da Vida.

Pedro Freitas, Universidade de Lisboa, pjfreitas@fc.ul.pt

Os Numeros e os Jogos, Gradiva 2010.Também em portugués, de Conway
e Guy: O Livro dos Nimeros, Gradiva 1999. De Donald Knuth, Ndmeros
Surreais, Gradiva 2002. Este dltimo, sobre a teoria de John Conway.
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O SABER EM TEMPOS DE COLERA

O publico exige dos cientistas que sejam oraculos ou milagreiros, coisas
que n3ao s3o nem querem ser. A ciéncia precisa de errar e de aprender

de Aveiro

nfem@ua.pt

com os erros, estard a sociedade disposta a esperar?

uem, de entre os leitores mais ou menos militantes
Qou compulsivos, ndo imaginou algum dia a circuns-
tancia? Talvez uma pequena pena de prisdo, um ameago
de apocalipse, um qualquer confinamento que, de um dia
para o outro, nos desse o tempo desejado ou idealizado
para lermos, livremente, os livros que esperam por nés?

A ilusdo durou pouco, o tempo menos livre do que
imaginara, entre reunides, aulas para preparar, refei¢des,
limpezas, e as muitas tarefas que a vida exige e vai cobran-
do. Os noticidrios ndo ajudavam, cheios de sobressaltos,
alertas, especulagbes e outras artimanhas experimentadas
para chamar a atengdo. Durante o primeiro més quase ndo
peguei num livro, embora os transportasse de divisdo para
divisdo e me deitasse com dois ou trés empilhados na me-
sinha de cabeceira.

Gracas a alguns compromissos profissionais e também
a mé consciéncia que vinha acumulando, arrepiei caminho
e adentrei-me em alguns volumes que iam ganhando pé
sobre as capas e ressentimentos mais do que justificados.
Soube, entretanto, que diferentes sociedades estabelece-
ram diferentes relagdes com a leitura durante a pandemia.
Aqui, em Portugal, as vendas baixaram a niveis inauditos,
sem livrarias, sem muitas alternativas nem hébitos digitais
consolidados. Ja em Inglaterra, os livros competiram com
as conservas e o papel higiénico. E levanta-se a questdo, o
que podem ensinar-nos os livros em momentos como estes?

Muito ou nada. Vejamos... Hd um certo conforto na
conformidade, mas também alguma surpresa. Nada do

que vivemos € inaudito, basta ler A Peste de Camus, ou
o Didrio da Peste de Londres de Daniel Defoe, havemos de
encontrar o mesmo medo dos estrangeiros, a desconfian-
¢a, a menorizagdo da ameaga logo suprida pela paranoia,
0 pénico e a euforia, tudo o que é humano se repete, sem-
pre diferente, sempre igual.

E a ciéncia, qual o papel da ciéncia? Justamente os me-
dia vdo questionando: O que sabemos, o que podemos sa-
ber? Como resolver este problema? A ciéncia foi avangando
com algumas ideias, hip6teses e sugestdes, mas o seu tem-
po, por mais que se tenha acelerado nas ultimas décadas,
ndo é o do telejornal didrio. O virus é novo, hd que perce-
ber como atua, como se transmite e de que forma interage
com 0s nossos organismos. As estratégias de combate sdo
variadas: fdrmacos, comportamentos, vacinas, equipamen-
tos de protegdo. O publico exige dos cientistas que sejam
ordculos ou milagreiros, coisas que ndo sdo nem querem
ser. A ciéncia precisa de errar e de aprender com os erros,
estard a sociedade disposta a esperar? Entretanto abun-
dam os vendedores de banha da cobra, oferecendo sumos
de frutos exéticos, solugdes magicas e medicamentos que
se mostraram eficazes noutras patologias.

No século XXI as epidemias sdo vistas como anoma-
lias, uma disrupgdo das nossas vidas intensas e focadas
que deve ser resolvida o mais rapidamente possivel. Tam-
bém eu desejo que o problema se resolva, mas, enquanto
néo o fizermos, vou aproveitando para ler, de manha lite-
ratura e a tarde artigos cientificos.
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JOAO ARAUJO ELEITO PRESIDENTE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

A nova diregdo da Sociedade Portuguesa de Matematica
(SPM) foi eleita no passado dia 14 de julho para o biénio
2020/2022, com Jodo Aratijo a assumir a presidéncia depois
de exercer a vice-presidéncia no tltimo mandato. Tendo Pa-
tricia Gongalves (Instituto Superior Técnico) e Jorge Milha-
zes de Freitas (Universidade do Porto) como vice-presiden-
tes, a nova direcdo propde-se dar mais visibilidade a mate-
mitica, mostrando como esta pode contribuir para melhorar
a vida das pessoas. Pretende também mostrar os rostos da
matemadtica portuguesa, criando prémios para professores,
investigadores e alunos que estimulem o ensino e a excelén-
cia da matemadtica em Portugal. Jodo Aratjo substitui Filipe
Oliveira, que esteve a frente da sociedade entre 2018 e 2020.
A tomada de posse terd lugar em setembro.
Nas prioridades de agéo, a nova dire¢do aposta na consoli-
dacdo dos grandes progressos nos ensinos Basico e Secun-
dério conseguidos nos tltimos 15 anos, procurando ser um
parceiro ativo na melhoria do ensino da matematica.

» Jodo Araujo é professor catedrdtico do Departamento
de Matemadtica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da
Universidade Nova. Estudou na Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa e doutorou-se em York, Inglaterra,
tendo a sua tese recebido o KM Stott Memorial Prize, que
distingue a melhor tese do ano.

» Patricia Gongalves é professora catedrédtica do Instituto
Superior Técnico. Estudou na Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto e fez doutoramento no IMPA, Rio
de Janeiro. Foi investigadora na Universidade do Minho
e professora na PUC do Rio de Janeiro. Recebeu o Prémio
Professor Abilio Aires, da Faculdade de Ciéncias da Univer-
sidade do Porto e o Prémio de Estimulo a Investigagdo da
Fundagado Calouste Gulbenkian, e foi distinguida com uma
ERC Starting Grant.

» Jorge Milhazes de Freitas é professor associado com agre-
gacdo da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto.
E diretor do Centro de Matematica da Universidade do Por-
to e foi vice-presidente do Centro Internacional de Matema-
tica (CIM). Ganhou a 3.* Edigdo do Prémio José Anastécio
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da Cunha, que distinguiu a melhor tese de doutoramento
em matemadtica em Portugal no periodo de 2001 a 2006.

A nova dire¢do é composta ainda por Alexandra Moura,
ISEG - Universidade de Lisboa, Ana Jacinta Soares, Univer-
sidade do Minho, Gabriela Gomes, Liverpool School of Tro-
pical Medicine, Isabel Hormigo, Escola Secundédria D. Filipa
de Lencastre, Mdrio Bessa, Universidade da Beira Interior,
Joana Teles, Universidade de Coimbra, Luis Malheiro, Esco-
la Secundéria da Ramada, e Pedro Antunes, Universidade
Aberta.

Jodo Araljo

Patricia Goncalves



Embora nunca tenham trabalhado juntos, Hillel
Furstenberg e Gregory Margulis influenciaram-se
mutuamente ao longo do tempo. Por isso mesmo,
a Academia das Ciéncias e Letras Norueguesa de-
cidiu, a 18 de margo, atribuir-lhes em conjunto o
Prémio Abel 2020 “pelo uso de métodos pioneiros
de probabilidade e dindmica em teoria de grupos,
teoria dos nimeros e combinatéria”.

Hillel Furstenberg, da Universidade Hebraica de
Jerusalém, em Israel, e Gregory Margulis, da Uni-
versidade de Yale, nos Estados Unidos da América
(EUA), inventaram técnicas de passeio aleatério
para investigar objetos matemaéticos, como grupos
e grafos e, ao fazerem-no, introduziram métodos
probabilisticos para resolver muitos problemas
abertos em teoria de grupos, teoria dos nimeros,
combinatdria e teoria dos grafos.

De acordo com Hans Munthe-Kaas, presidente do
Comité Abel, o trabalho desenvolvido por Furs-
tenberg e Margulis “derrubou o muro tradicional
entre a matemdtica pura e a aplicada”.

Hillel Furstenberg nasceu em Berlim em 1935,
no seio de uma familia judia. Em 1939, deixou a
Alemanha nazi e partiu para os Estados Unidos
da América com a familia. Quando publicou os
primeiros trabalhos, surgiu o rumor de que nédo
seriam trabalhos individuais mas de um grupo de
matemdticos. Como o trabalho continha ideias de
tantas dreas diferentes, alguns julgaram impossi-
vel ser de uma tinica pessoa. Desenvolveu a sua
carreira em diversas universidades na América,
mas em 1965 foi para a Universidade Hebraica de
Jerusalém, onde ficou até a sua reforma, em 2003.
O matemadtico ganhou o Prémio Israel e o Prémio
Wolf, tendo ainda ajudado Israel a tornar-se uma
referéncia mundial na matematica.

Gregory Margulis nasceu em Moscovo, em 1946,
e desde cedo demonstrou um talento inato para
a matemdtica. Conquistou a Medalha Fields em
1978, com apenas 32 anos, mas viu-se impedido
de receber a distin¢do porque as autoridades sovi-
éticas recusaram-lhe o visto para viajar para Hel-
sinquia.

PREMIO ABEL 2020 ATRIBUIDO A HILLEL FURSTENBERG E GREGORY MARGULIS

Margulis foi um dos jovens matemaéticos de topo
na Unido Soviética, mas a sua origem judaica fe-
chou-lhe muitas portas e impossibilitou-o de con-
seguir trabalho na Universidade de Moscovo. Em
1979, quando a Unido Soviética deu maior liber-
dade aos académicos, Margulis foi para a Europa,
mas acabou por se fixar na Universidade de Yale,
nos EUA, onde estd até hoje. Margulis conquistou
também o Prémio Lobachevsky e o Prémio Wolf.
Os dois laureados nunca trabalharam juntos, con-
tudo influenciaram muito o trabalho um do outro.
Este que é o maior galarddo matemadtico, consi-
derado equivalente ao Prémio Nobel, é atribuido
anualmente, desde 2003, e confere um prémio mo-
netdrio de cerca de 640 mil euros. A ceriménia de
entrega do prémio, inicialmente agendada para 19
de maio, decorrerd em conjunto com a ceriménia
de 2021 devido as limitagdes impostas pela Co-
vid-19.
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BLOCO DE NOTAS NAANTENA |
A Sociedade Portuguesa de Matemadtica, em parceria r
com a Antena 1, desenvolveu alguns contetidos sobre @

matemadtica do 11.° e do 12.° anos para o programa

Bloco de Notas. SERVICO PUBLICO

O que sdo e para que servem os numeros complexos ou N OT A s
niimeros imagindrios?, com Filipe Oliveira, presidente

da Sociedade Portuguesa de Matematica.
969094524

As fungdes e o cdlculo para que servem? A aplicagdo dos WREY

conceitos, por exemplo, a pandemia da Covid-19 ou I |
aos juros no banco, com Jorge Buescu. I I I 1
ANTENA
A importdncia da dlgebra para perceber as fungoes.
A importdncia da estatistica e das probabilidades, com
Nuno Crato, matematico, ex-ministro da Educagéo. O programa Bloco de Notas disponibiliza ainda
contetidos sobre Matemadtica aplicada as ciéncias
Veja tudo aqui: https:/fwww.rtp.ptlantenal [bloco-de-notas/ sociais de 11.° ano, da autoria do soci6logo Luis Filipe
matematica_11226. Valente Rosa.

CANDIDATURAS AO PREMIO HANSJORG WACKER ALARGADAS ATE 2021

As candidaturas ao Prémio Hansjorg Wacker Linz, na Austria, distingue uma dissertacdo de
estdo abertas até 15 de abril de 2021, adiando mestrado num tema de matemdtica aplicada.
o prazo inicialmente previsto por um ano. A edicdo de 2020 respeita as dissertagdes concluidas
O prémio, instituido pelo European Consortium no periodo de 2018 a 2021. Consulte o processo de
for Mathematics in Industry (ECMI) e por um candidatura em: hitps://ecmiindmath.org/ecmi-prizes.

consércio de instituigdes de Ensino Superior em
ml EUROPEAN CONSORTIUM FOR
MATHEMATICS IN INDUSTRY

aprepp
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8TH EUROPEAN CONGRESS
OF MATHEMATICS

Os organizadores do 8th European
Congress of Mathematics e a
European Mathematical Society
(EMS) anunciam uma nova data para
o congresso, que ird realizar-se 20
a 26 de junho de 2021 em Portoroz,
na Eslovénia. Este encontro,
inicialmente previsto para 2020, foi
adiado por razdes de seguranga dos
participantes devido a pandemia
COVID-19. Informagdes em: https://
www.8ecm.si/

PRIMEIRA EDIGAO DA CYBERSPACE
MATHEMATICAL COMPETITION

Portugal participou, nos dias 13 e 14 de julho, na primeira
edi¢do da Cyberspace Mathematical Competition (CMC),
promovida pela American Mathematics em parceria
com a Art of Solving Problems (AoPS), que decorreu
exclusivamente online. A equipa portuguesa contou com
seis concorrentes: Eduardo Guerreiro, Leonardo Tavares,
Marta Gongalves, Pedro Antunes, Tiago Marques
e Tiago Mourdo. A missdo do CMC é proporcionar
uma oportunidade divertida para os melhores jovens
estudantes de matemadtica do mundo se envolverem
com problemas desafiantes e conhecerem — pelo menos,
virtualmente - colegas de outros paises. O AoPS concebeu
uma plataforma especifica para o concurso, bem como
féruns de socializagdo e outras atividades matematicas.
Veja todas as informacgdes em https://artofproblemsolving.
com/contests/cmec.

8TH IBERIAN
MATHEMATICAL MEETING

October 2021, Institute of Mathematics of the University of Seville (IMUS)

Erw [BEALLUN MATHEMUATICAL MEETIRG
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3. CAMPEONATO NACIONAL MULTIPLI DECORREU EXCLUSIVAMENTE ONLINE

A Covid-19 ndo permitiu que o Campeonato
Multipli prosseguisse nos moldes previstos, mas
isso ndo foi impedimento a realizagdo da compe-
ticdo. Foi criada a app Multipli Minute e todas as
provas foram realizadas online.

A 3.7 edigdo do Campeonato de Multipli decor-
reu durante o més de julho e foi composta por
sete provas semifinais regionais (Algarve, Alen-

EXPLICA-ME COMO SETIVESSE CINCO ANOS

O Instituto Superior Técnico estd a promover o ciclo
de palestras “Explica-me como se tivesse cinco anos”,
conversas sobre ciéncia para criangas e adultos.

As conversas decorrem aos sabados as 11h, com

periodicidade quinzenal, e sdo transmitidas em direto

no Facebook, ficando também disponiveis em diferido.

tejo, Area Metropolitana de Lisboa, Centro, Norte,
Regido Auténoma da Madeira e Regido Auténo-
ma dos Acores) e uma grande final.

O campeonato é organizado pela Alfiii e pelo Poli-
técnico de Leiria, com o apoio de vérios parceiros,
e tem como objetivo estimular o interesse dos alu-
nos pela matematica.

Podem ser enviadas perguntas previamente por e-mail ou
feitas em direto na caixa de comentdrios da emissdo ao
vivo no Facebook.

Consulte mais informagbes em https://explicame.tecnico.
ulisboa.pt/~explicame.daemon.
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PORTUGUESES NA EMS

O matemdtico portugués Jorge Buescu foi eleito
vice-presidente do Comité Executivo da European
Mathematical Society (EMS), no encontro que decorreu,
exclusivamente online, no passado dia 4 de julho.
O mandato terd inicio a 1 de janeiro de 2021.

Também Fernando Pestana da Costa, professor
catedrdtico da Universidade Aberta, é agora o diretor
do periédico Newsletter da EMS. Editado quatro vezes
por ano, é um dos maiores veiculos de noticias junto da
comunidade matemdtica na Europa.

Os dois matematicos, que jai foram presidentes da
Sociedade Portuguesa de Matematica, assumem assim
cargos de relevo na maior sociedade matemadtica
europeia.

Jorge Buescu

Fernando Pestana da Costa

(:azela de

dlematica
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PAauLA FARIA
ESTG, CDRSP

PoLiTEcNICO DE LERIA

paula.faria@ipleiria.pt

QUANDO A MATEMATICA E RAINHA!

Da atipicidade dos ultimos tempos a transformagio digital da economia

N os dltimos meses todos nés temos vivido tempos de
incerteza e de receios contra um virus mais de 100
vezes mais pequeno do que o didmetro de um fio de cabe-
lo. Tem sido um perfodo em que temos ouvido falar muito
de matematica, desde ntimero de reprodugéo a crescimen-
to exponencial, achatamento e ponto de inflexdo da curva,
sendo que muitos querem oferecer projecdes, opinides e
orientagdes. Foi interessante acompanhar féruns de dis-
cussdo, reportagens e entrevistas, artigos de divulgagéo e
artigos cientificos onde, num dia, se defendiam determi-
nadas teorias para, no dia seguinte, se comprovar o con-
trério. Foi fascinante observar como a matematica possibi-
litou o desenvolvimento de modelos epidemiolégicos que
foram fundamentais para guiar estratégias de intervengao
e salvar as vidas de tantas pessoas a nossa volta. Vivemos
num mundo global e é incrivel ver também como a infor-
magdo gerada nos hospitais é partilhada em tempo real
com comunidades de cientistas em todo o mundo, que
trabalham incansavelmente para encontrar solugdes para
esta pandemia. Embora seja expectdvel que o nimero de
artigos cientificos publicados num contexto de pandemia
aumente consideravelmente, ndo deixa de ser inquietante
saber que parte desta elevada producao cientifica resulta
de artigos submetidos e publicados em menos de 12 horas.
Por um lado, por razdes éticas, do que deve ser o papel de
um editor/revisor de artigos cientificos e, por outro, por
serem aceites em revistas do primeiro quartil com maior
fator de impacto, que sdo utilizadas para definir algumas

das orienta¢bes das diferentes entidades gestoras desta
pandemia... Foram e estdo a ser tempos dificeis, em que
cada individuo tenta libertar o matematico que tem den-
tro de si e em que mais do que nunca cada um quis saber
fazer proje¢des, aprender e conhecer a matemadtica que lhe
permitia compreender quando poderia voltar a sua vida
anterior, aquela de que tantas vezes nos queixavamos mas
a qual agora, mais do que nunca, atribuimos um especial
sabor.

Nestes tltimos meses, todos os professores foram
confrontados com o enorme desafio de, de um dia para
o outro, deixarem de lecionar numa sala cheia de alunos
para passarem a ser professores a distancia. Foi necessa-
rio garantir que todos os estudantes tivessem acesso aos
dispositivos tecnolégicos necessarios de forma a pode-
rem acompanhar este novo estilo de ensino. Foi necessé-
ria uma enorme aprendizagem de docentes e estudantes,
realizada em tempo recorde, para conseguir escolher a
melhor plataforma online, a mais eficaz na exposigdo de
contetidos de forma sincrona e assincrona que permitis-
se manter a motivacdo dos estudantes, que muitas vezes
pareciam néo estar nas aulas sincronas tal era o siléncio
que imperava quando era colocada uma questéo. Foi ne-
cessdrio reinventar todo o processo de avalia¢do de modo
a tentar que fosse mais justo e sem fraude. Foi necessario
reinventar as aulas prdticas e os estdgios profissionais de
modo a consolidar a aprendizagem e a manter a relacdo
com as empresas dos diferentes setores, fundamentais

CARTAS DA DIREGAO
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para os estudantes. Os professores revelaram-se incriveis
e com uma enorme capacidade de resiliéncia e de traba-
lho. Conseguiram dar resposta a todos estes desafios, criar
estratégias que ajudaram a garantir que nestes tltimos
meses 0s contetidos continuassem a ser lecionados e que
os estudantes continuassem a trabalhar. Foi perfeito? Ndo
foi, o esforgo foi desmedido, o possivel e o impossivel fo-
ram feitos de forma a permitir que o ano letivo corresse
dentro da normalidade no contexto atfpico em que vive-
mos. Deixo aqui um forte aplauso a todos os professores
pelo trabalho desenvolvido que permitiu que fosse “en-
tregue a carta a Garcia”.

Nestes ultimos tempos, a aceleracdo no processo de
transformacéo digital foi visivel. As empresas tiveram de
se adaptar. Foi imperativa uma aposta no digital que per-
mitisse estarem préximas dos clientes e de todos os players
deste mercado global. Solugdes tecnoldgicas disruptivas
que permitam integrar todos os processos sdo necessé-
rias para garantir a eficiéncia e a produtividade da em-
presa, reduzir custos e torna-la mais competitiva. Nesta
transformagdo a matemadtica tem um papel fundamental.
O desenvolvimento e a utilizagdo de modelos digital twin

que possam mimetizar a dindmica de um dado processo
ou de vdrios processos dentro de uma empresa torna-se
impactante na sua sustentabilidade. O tratamento dos
dados gerados nesta transformagédo digital permitird um
conhecimento a uma escala nunca vista com um enorme
potencial. A modelagéo, a simulagdo e a otimizagdo dos
processos industriais neste contexto sdo ingredientes ex-
tremamente importantes na atual sociedade de inovagéo.
Exige cooperagéo entre diferentes disciplinas para produ-
zir modelos precisos, algoritmos de simulacéo eficientes e
técnicas de otimizagdo confidveis. Os matemaéticos tém de
estar envolvidos em cada uma das etapas desta transfor-
macao, tendo um papel decisivo na introducdo de novos
métodos e conceitos que facilitem esta mudanga. A ma-
tematica é o vefculo que permitird concretizar esta trans-
formacéo digital. Timo Hallantie (diretor do Programa de
Investigagdo Europeu Future and Emerging Technologies
FET) disse que a matemdtica é muitas vezes a compo-
nente esquecida nas candidaturas dos projetos europeus.
Cabe a cada um de nés, matemdticos, ndo deixar que isso
acontega evidenciando em trabalhos, teses ou projetos de
investigacdo o seu papel diferenciador.
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢des
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdao em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.
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para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para
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